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Conférence n 9

ANALYTICITE PRECISEE D'OPERATEURS INTEGRAUX

par M. S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC

Dans 1'étude du probleme de Cauchy (linéaire et non linéaire)
pour des opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur une variété
compacte, nous avons été amenés a décrire le comportement de tels opérateurs
dans une chaine d'espaces de Banach de fonctions analytiques. Dans El;
nous avons utilisé une description de ces espaces a l'aide des itérés de
champs de vecteurs. Nous donnons ici une description d'une telle chaine
en utilisant les prolongements dans le domaine complexe et montrons
comment certains opérateurs intégraux operent dans cette chaine;
cette méthode, plus géométrique, s'adapte mieux aux généralisations non
linéaires ainsi qu'aux problemes de Cauchy sur des variétés a bord. Notons
qu'elle est proche de celle utilisée par C. B. Morrey [3] pour montrer

1'analyticité des solutions d'équations elliptiques.

1. Description des espaces

On suppose, pour simplifier, que [ est une variété compacte réelle
de dimension n définie par

1
L= {x€ R @lxyheeeyx 4) = 0,

n+1

ou ¢ est analytique et d? £ O sur [. Alors, pour s> O suffisamment petit,

on définit

I' = {z=x+1iy ¢ ¢n+1 3 ¢(zl,..., z

< ) = 0 |yl <s 3.

n+1
On choisit p€ j0,1[ et on note ES 1'espace des fonctions u holomorphes dans
Fs et Cu, c'est-a-dire telles que :

| u(z) - u(z")]

Jul_ = sup lucedl+ sup ‘.
z€ 'y z,z' € Cg | gmzt | ™

Ces espaces Es forment une chaine décroissante d'algébres de Banach et on a



a(I‘) = U E )
s<o S

ou a(r) désigne 1'espace des fonctions analytiques sur T.

2. Action des opérateurs

Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre d

(dE N) sur ' 3 on a le résultat suivant

Théoreme 1 : Il existe so>-0 tel que pour tous O<is'<iss;s0, 1'opérateur
P est-continu de E_ dans E, et vérifie :

C
HPuHS' < E;:;T;E Hu“s pour u € ES ’

| ou C est localement bornée sur ]O,SO] .

En particulier, les opérateurs d'ordre O sont bornés dans tous
les espaces ES ; d'ailleurs on ramene la démonstration du cas général a
celle de ce cas particulier en utilisant une paramétrix d'opérateur
elliptique. L'eassentiel du travail est ensuite une étude de 1l'action des

noyaux dans ¢" (localement) au voisinage de Rr".

3. Etude locale

Pour s> 0, ho> 0, R>0 on note B= B(s,hO,R)z {x+ iy € En;
Iyl <s, Iyl <n R-1xD)} .




Soit K 1'opérateur intégral défini par

(1) Ku(x) = j k(x,x=-X)u(X)dX
Rn

ou k(x,X) est analytique pour X# 0 et x » k(x,.) est analytique a valeurs
dans ﬁa'CRn); on montre qu'alors le support singulier analytique de Ku est

contenu dans celui de u et, plus précisément si k(x,Z) est analytique pour

| Tmz] < h(Re z| avec h> h,» on a

Proposition 1 : I1 existe S, > 0 tel que, pour sE]O,so}, pour ufiiﬂlfn

et holomorphe dans B(s,ho,R), Ku est aussi holomorphe dans B(s,hO,R ).

La méthode consiste simplement a prolonger pour z€ B 1'expression
de Ku donnée par (1) en utilisant un cycle d'intégration convenable
constitué par des domaines "paralleles a R" " et T, de représentation
paramétrique (t,6) € [0,1,x S.1" Z(t,8) = tz+ po avec p = te+ (1-t)R,

€> 0 localement indépendant de z et Sn_1 désignant la sphere unité dans

Rr".

Avec les memes notations, si on suppose de plus que k est le
noyau d'un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre 0, (cf.[2]),

on a, en notant Br= B(s,ho,R+r) pour r>0 :

Théoreme 2 : Si u est c? et de support compact X dans Ifz holomorphe

sur Br et C" sur ﬁ;, alors Hu est aussi holomorphe sur B et Cu(§3 et on a :

o= ol el
c”(B) C(Br) c” ()

Dans la démonstration, la partie la plus délicate est relative
au cas d'un noyau k(x,X) homogene en X de degré -n et tel que

‘fsn-1 k(x,X)do(X) = 0 .

Au lieu de prouver les inégalités c" on travaille dans des espaces
*x g ’ . . . .
L avec poids grace au resultat suivant de [3] qui dit qu'une fonction
f est holomorphe et Cu sur un ouvert () convenable de " si et seulement

.. . 1- . . .
si ses dérivées verifient %% ) W € LW(Q) ou & est la distance a o).
i .

La fin de la démonstration du théoreme utilise un cycle dans



c" légerement différent de celui utilisé pour montrer 1'analyticité et

des estimations de diverses intégrales.
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