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CONVERGENCE DANS LE DOMAINE COMPLEXE
DES SERIES DE FONCTIONS PROPRES

par L. BOUTET DE MONVEL

Soit X une variété analytique réelle compacte de dimension n ,
AS

X un complexifié de X, P=P(x,D) un opérateur pseudo-différentiel analy-
tique d'ordre 1, elliptique, de symbole positif, sur X - par exemple

P=AN <A

analytiques. On suppose que P satisfait a la condition suivante

ou A est le Laplacien d'une métrique riemannienne a coefficients

Pour tout x€ X, 1l'ensemble des covecteurs § en x tels que o(P)(§) = 1

c) est strictement convexe.
Notons & le champ hamiltonien du symbole de P, et ¢ = d(t,x,8)
son flot intégral : ®(t,x,§) est la valeur a 1'instant t de la solution

de 1'équation différentielle -%E(x,i) = 5 qui vaut (x,%) a 1'instant

t=0 (si P=m , ® est le flot géodésique). Comme le symbole de P est
analytique, et homogene en §, %(t,x,%) est encore bien défini pour

(x,8) € T*i assez voisin de T*X, et t€ € assez petit. Pour £> O assez petit,
soit Qa c X 1'ensemble des points de base des covecteurs %(it,x,%) avec
x€X (réel), & réel, |§|= 1, 0=t < e. Un argument facile de perturbation
(a partir du cas ou P est un opérateur de convolution sur R" ) montre que,
sous 1'hypothese (C), Qs est un voisinage tubulaire strictement pseudo-

o
convexe de X, de bord bQEC .

On sait que 1'opérateur eitP est un opérateur intégral de Fourier
associé a la relation canonique graphe de ®(t,..) ; comme P est analytique,
le noyau K(t,x,y) de cet opérateur est encore bien défini pour x,y
complexes voisins de X, et t complexe assez petit, avec une singularité
sur la projection dans i&<§'du graphe de ®. Faisons en particulier

. ~
t=1ic : 1'ensemble des z€ X tels que K(i€e,z,y) soit singulier pour un

-cP

y€X est précisément BQE . I1 en résulte aisément que 1'opérateur e ’

de noyau K(ie,x,y), est un opérateur intégral de Fourier a phase complexe
T - , © o -
(>> 0 au sens de L4.), opérant de 1'espace C (X) vers l'espace C (Bur), et
o 3
dont 1'image est contenue dans le sous-espace O (aug) des fonctions qui

ont un prolongement ¢’ dans Qg U BQE, holomorphe dans Bﬂg. C'est en fait



une bijection entre ces deux espaces (1l'opérateur e+EP est défini au
moins sur 1l'espace des fonctions holomorphes au voisinage de QEKJBQE,
comme on voit en poussant dans le domaine complexe le cycle d'intégration
qui définit e°Y(f) = | K(s,x,y)f(y)dy). Le degré de e ' en tant

' . .. X © © n-1
qu'opérateur intégral de Fourier de C (X) dans C (BQE) est - ——

(eltP est de degré O en tant qu'opérateur dans Cm(X) 3 la formule qui
définit e-gp est la meéme, mais la dimension de aﬂa est 2n-1 = dim X + n-1).
En résumé, en notant bt 1l'espace de Sobolev, et OS(BQE) le sous-espace de
_ HS(BQE) des fonctions qui sont traces sur 506 (au sens des distributions)

de fonctions holomorphes dans QS

Théoreme : Avec les notations ci-dessus, pour tout s réel et pour £> 0

. . -cP . . . . s . .
assez petit, l'operateur e est une bijection lineaire continue de
n-1

S + )
H°(X) sur O Q).

Supposons maintenant P autoadjoint (pour une mesure de densiteé
analytique > O convenable), et soit (fn) une base orthonormale de fonctions

propres de P, (hn) la suite des valeurs propres correspondantes. On a
-€A
e Pr = e nfn , et le théoreme implique aussitot :

Corollaire : La série Zenlfn converge dans L2(BQE) si et seulement si on
n-1

EN -
a Ele “Ix I 4 a |2<oo .
= n n

EA
(L'inégalité exprime que la série Ze Tar = eEP(Zza f )
nei n' n n ' n

4 . R . ;.
converge dans H (X)). Ce corollaire donne une indication assez preécise

sur la croissance dans le domaine complexe des fonctions propres de P.
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