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Conférence n® 17

COMPORTEMENT SEMI CLASSIQUE DU SPECTRE D'UN
HAMILTONIEN QUANTIQUE

par J. CHAZARAIN

1. Introduction

On considgre dans Ifll'opérateur elliptique (hamiltonien quantique
en physique) Q= —'%T A +V(x) dépendant du parametre h€ ]0,1, (la constante
de Planck en physique). On suppose que la fonction potentielle V est dans

®© Ny o ’ees .. .
C (R) a valeurs 2 0 et vérifie pour |x| - +o ]les conditions suivantes :

.

0(|x|2_|a|) pour 0< la] <2
a
axV(x) = {
0(1) pour |a| = 2
et
V(x) = c|x|2 avec ¢ > O.

L'exemple le plus simple est l'oscillateur harmonique - %?Q3+ |x|2.

En utilisant les résultats de Beals _3] et Robert [17., on vérifie que 1'on
peut associer a Q un opérateur auto-adjoint positif dans L2(lf5 i son spectre

est constitué de valeurs propres (Kj)j2:1 telles que :

O<KA, £A, £ o0 avec A,—> +® .
1 2 )
J
Un probleme constant en mécanique quantique est d'essayer d'ex-
primer le comportement asymptotique, quand h- 0, des grandeurs liées a Q
en fonction de grandeurs de la mécanique classique, c'est-a-dire définies

a partir du champ hamiltonien Hq(x,@) = aéq(x,g)ax-axq(x,é)aé (ici

2
q(x,8) = lsééq-V(x)) (cf. Berry et Mount T4 et Voros [14]). Lorsque le

champ Hq est completement intégrable, on a de nombreux résultats sur
1'expression asymptotique de familles de valeurs propres (Maslov (16],

Duistermaat [121, Colin de Verdiere [ 9], Leray [15.,...).



2. Résultats

Soit Qt le flot du champ hamiltonien Hq, on note L 1'ensemble des

périodes des solutions périodiques des équations de Hamilton Jacobi
(x"{t), E'(¢)) = Hq(x(t),é(t))

La mesure spectrale de Q est définie par

o(\) = Z B(A=A.)
iz1 J

on lui associe, par transformation de Fourier, la distribution

S(t) = Z exp(-ih‘lt A e dm) .
j=z1 J

On a le

Théoreme 1 : Soit T € Retp € Cz(IU tel que supppl £ = P . Alors la
fonction de h
-i roh_lt
I, = <sh(t),p(t)e >
est O(hw), c'est-a-dire que pour tout N€ N il existe CN tel que

| <c.n¥, he lo,1] .

|1 N

h

On peut donner une formulation plus parlante de ce théoreme en
utilisant la notion d'ensemble de fréquence d'une distribution asympto-
tique au sens de Guillemin et Sternberg [14.. Ici, Sh(t) est une distribu-
tion de ,&'(Il)qui dépend du parametre h; on dit que le point (to,to) de
T*R n'est pas dans 1'ensemble de fréquence de S (ensemble noté F[S]) s'il
existe p € C:(R) avec p(to) £ 0 tel que

. -1
<s, (1), o(t)e iTh 't

> = 0(h”) pour T voisin de Ty
Alors le théoreme 1 permet de montrer 1'inclusion

n(F.SJ) c £, oun: ™R~ R.

Ce type d'inclusion ressemble au résultat concernant la formule de



Poisson pour un opérateur elliptique Q sur une variété compacte (cf.
Chazarain [6], Duistermaat et Guillemin [13.1). Mais 1'analogie est pure-
ment formelle, car ici la géométrie dépend essentiellement de V alors que

dans le cas de la formule de Poisson, c'est la partie principale de Q,

g2

a savoir 5 qui intervenait.

En fait, ce théoreme est plutot a rapprocher des travaux de
Balian et Bloch [2, et Berry et Tabor [5..
Dans le cas ou le flot hamiltonien est completement périodique,
on a un phénomene de concentration des valeurs propres au voisinages
d'une progression arithmétique, c'est a rapprocher des résultats de Duister-
maat et Guillemin [13., Weinstein [19], Colin de Verdiere _11_, avec la

différence qu'il s'agit ici d'un comportement quand h - O.

Théoreme 2 : On suppose @t périodique et soit T la plus petite période

positive. Alors, il existe M = 0 et a€ Z tels que

spectre Q C U ['ik(h) - Mh? 'i'k(h) +Mh?
KEN

T
~ 2T I S _ 1 ' P
avec A, (h) = y+ (Fk + a 7?f—éh.eT osz = T-IO L(x(s),x'(s))ds désigne la
x'

moyenne du Lagrangien L(x,x') = — - V(x) sur une trajectoire de

période T.

En plus de 1l'oscillateur harmonique, il y a de nombreux cas ou les
hypotheses du théoreme 2 sont satisfaites. Voici une fagon d'en construire
quand n=1. Soit 6(X) une fonction C” (R), paire, bornée, a dérivée bornée
par une constante k< 1. Soit X(x) la fonction réciproque de la fonction
strictement croissante x=X+ 06(X). On pose V(x)::-%(x(x))2 , alors toutes
les solutions de x"(t) + V'(x(t)) = O sont périodiques de période 2m. Si
on suppose de plus que pour tout entier j=2, on a e(j)(X)==O(%), alors

0 . 3 3 . < . 3 3
V(x) satisfait aux conditions de croissance a 1l'infini.

3. Esquisse de la démonstration du théoreme 1

-~ 03 e
I1 ne peut etre question de donner en une conference la
démonstration de ces deux théoremes, aussi on va seulement expliquer celle
du premier théoreme.

Soit U(t) = exp(—ih_th) le groupe unitaire solution de 1'équa-



tion de Schrbdinger
(%) ih3,U- QU =0, U0 =1

Alors U est 1ié a la distribution S par la relation "S(t) = tr U(t)"
qui signifie que pour tout g€ L(r) 1'opérateur U, = Jutt)e(t)at est a

trace et vérifie
<S(t), o(t)>= tr (Ue).

Pour démontrver le théoreme, il suffit de prouver que pour tout
N

No € N on a Ih’= O(h 0) ; aussi on est conduit a construire une solution

approchée E(t) de (%) modulo Y avec N assez grand.

On commence par construire E(t) pour ltls T avec T assez petit,
ce qui permettra de démontrer le théoreme pour suppp < i-T,T[. On

construit E(t), au moins formellement, sous la forme

' .o=1 .
(ECt)w) (x) = (20) ™[] S TSty M=y T) i) uly) ay an
R" x R"

ou la phase S(t,x,7) est solution de 1'équation caractéristique
atS"’ q(x,axS) = O Slt:o = x.Tl

N .
et ou 1'amplitude a(t,x,n;h) = h " Z aj(t,x,ﬂ)ha, avec aj solution de

1'équation de transport J=0

Pour dépasser le stade formel, il faut préciser le comportement en t, x,T
2,1/2
1<)

des fonctions S et aj- Posons K(x,ﬂ) = (1+ |x|2+-|ﬂ s la partie

technique consiste a démontrer la

Proposition : Il existe T > O et c¢> 0 tels que S(t,x,T) est défini et

VérifielatS(t,x,Tﬂ 2 027\.2()(,1'\), ai‘) az T]S(t,x,"l\[) = 0(7\.p) pour Itl ST,
9

(x,n) € Rzn s P22, a multi-indice. De plus, on a ag

o - p
Bx,n aj(taxan) = 0(A )

pour tout p=20 et «.



Cette proposition permet de montrer que, si on pose

—ith-1
Jy = trace(JE(t)p(t)e tr tdt),

on a 1'expression
1

Jy = (2n)"“jjj‘eih- (S(tyxyM)-x.T)p(t)alt,x,M3h)dt dx d

et de plus, on peut appliquer le théoreme de la phase non stationnaire, pour
[oe]
h = O(h ) .

Ensuite, il faut vérifier que Ih a le meme comportement

prouver que dJ

N <
asymptotique (modulo h ©°) que Jh’ c'est-a-dire que 1l'erreur
N
F(t) = U(t) - E(t) n'apporte qu'une contribution O(h ®) & la trace. Pour

cela, on utilise un théoreme de Asada et Fujiwara _L1] qui permet de
montrer que pour ltl < Ton a
IFCO| - o(nM).
£12,12)

Cette majoration, combinée avec le fait que 1'opérateur Q" possede une
trace telle que Itrace(Q—n)|= O(h—zn), entraine 1l'estimation :

N

.. =1

trace(fF(t)p(t)e
pour N assez grand vis a vis de No .

Enfin, quand p n'est pas a support dans J-1,T0 on peut toujours
supposer que son support est dans un intervalle du type kT, (k+1) T et
on utilise dans cet intervalle 1'opérateur E(t--kT)-(E(T))k comme

approximation de U(t).

Ces résultats ont été annoncés dans des notes aux C. R. Acad. Sc.
.71 et [81.
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