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Conférence n°12

UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY POUR UNE CLASSE
D' OPERATEURS DIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES
DE MULTIPLICITE CONSTANTE

par C. ZUILY

On se propose de donner ici des conditions suffisantes portant sur
les symboles principal et sous-principal d'un opérateur différentiel P,
pour avoir 1l'unicité du probleme de Cauchy a partir d'une surface non
caractéristique. Cela généralise les résultats obtenus par W. Matsumoto

dans [3]. Les détails seront publiés ultérieurement.

Soit S une hypersurface de Ifl, x, un point de S,‘¢ une fonction
c” telle que

n
1]

{x:®P(x) =0}: P(x) =0} , d? £ O sur S.

On se donne un opérateur différentiel P d'ordre m, dans un voisinage Vx de
o
Xy tel que 2 et p&-l (symboles principal et sous-principal) soient

3 coefficients C dans Vx et les termes d'ordre < m-2 dans Lm(Vx ). On
considere les solutions c:assiques du probleme °

Pu =0 dans Vx
() °

('aaT)j“ls -0 0<j <m-1

- ”, . , LY ’ ’ . .
ou é%- est la dérivée normale a la surface S supposee non caracteristique
pour P au voisinage de x_ .

Nous noterons H(p le hamiltonien de la fonction ¥, i.e.

R -
? 7 gop oxy 3%
On a alors le :
Théoreme 1 : On suppose que l'opérateur P est elliptique dans Vx et que

(o}



Pour tout & € R non parallele a N=grad®(x), x€S on a

k
(H.1) pm(x,§+TN) = 'rT

j=1

m.
(t - hj(x,gsN)) J, mj 22, 1€€ , avec

-1

1A B A 8, ] 2 € > 0, % a8 €V x s u g 4

o

(H.2) I1 existe des entiers kl’ k 0 <k, <k, <k tels que

2° 1 2

(i) p! (x’§+TN)lr:h £ 0  ¥(x,8) € v, ox st 4 . i<k

m-1 . 1
J (o]
.. , - ,
(i) p! a8ty = 0 et Hylp! ) 0xs4tN)| o £ 0
J J
¥x,8)ev. xst1 )k +1<j<k
! x [ | 2

[0}

(iii) pé_1(x,§4-TN)|T:hj - H@(p$_1)(x,§+rN)|T:hj = 0,

2 . n-1 .
H(P(pl'n_l)(x,‘::&TN)lT:N £ 0, -V'(x,S)EVXO x 87 k1< sk .

I1 existe alors un voisinage Wx de X, tel que toute solution du probleme

(%) s'annule identiquement dans®’ LI
o

Théoreme 2 : Supposons que la partie principale de P soit réelle et que

(H.1) identique a celle du théoreme 1

(H.2)' Si une racine A.(x,§,N) est réelle en un point, elle est réelle pour

tout (x,%) € Vx X Sn-1 .
0
(H.3)' I1 existe un entier k1, OSlesSk tel que
. n-1 .
(i) Impl'n_i(x,§+1:N)|T:?\“;£ 0 ¥(x,8)EV_ x8 7, 1<jsk,

(o}

(ii) p! _; GoeTN)|

J
n-1 .
'V(X,g)EVxXS ,k1+1SJSk.
o

0 et Ian@(pé_1)(x,§+TN)|T=A_.f 0,

I1 existe un voisinage Wx de X, tel que toute solution du probleme (x)
o
s'annule identiquement dans Wx .
o

Exemples et remarques

1) Lorsque la partie principale P, contient des facteurs réels (th.2) on



ne peut pas se permettre de faire 1'hypothese (iii) du théoreme 1. En
effet d'apres L. HBrmander [1] il existe aECm(Rz) et u€ c” ,
suppu= {(x,t): t=0} et

3 2
Pu = (at + aat+a(x,t)ax)u= 0 ; (a€C)
2) Par contre le théoreme 2 fournit 1'unicité pour

3
P = Bt + aaxat-+bat~+cax-+d

Ima;é O, aECOO,b, Cy dELmo

3) Soit dans Rglﬂopérateur

_ 6 .k
P0 = (at—lax) +aat(at-1ax)

j+k=5, k<2. Si a(x,t) #Z 0 il y a unicité pour 1'opérateur

P=P_ + P a (x,t) 37 o
jtksa J x

et S={(x,t) € R%: t=0} .

Nous allons donner les principales étapes de la preuve . Nous
nous bornerons pour simplifier aux cas (i). Par changement de coordonnées

~
on peut Se ramener au cas ou

suppuc {(x,t) € R R*: tzAlxlz}
en gardant les hypotheses. On commence par prouver le

Lemme 3 : ([2], .3]) Sous les conditions des théoremes 1 et 2, il

existe R > 0 tel que

F

(3)
"')\. [} .—-R
(T P ) lel =

k
(p + P! _4)(xst58,7) = g ik

(=]
1}

ou pour p = 1,...,k

K/mp gl = v, 1<j=m

X(j) =A + & v(j) (Xst5§)|§|1
p q:1 Psq

~
ou les Vv

;J) sont des symboles d'ordre zéro et
9



. -p! _ 1/m
v;Ji(Xstié) = ( m_1|T-7\pm ) P
L) “d _~ J .
Jgp(?\p h:i) (3)
ou ¥(x,&) = a(x,—g—-) .

5

Introduisons quelques notations

(3)

(i) o _A03) . . i)y _
Bp =D Ap (x’t’DX) ou G(Ap ) = 7\,p

t

On notera OPTs les op.d en x a symboles a(x,t;§) dépendant de maniere C°°
de t et ayant un développement asymptotique a~3a. , a. homogene de
degré s-rj, rjéﬁR+ . Si I= (il’°"’iq) on notera (= |Il et
(i ) (1q)
p p p
I (11) (i)
Pp désignera 1'opd de symbole (T-—?\p )eoo(T —hp 9) et si A et B sont deux
opd on notera A® B 1'opd de symbole a.b.

On a alors la

Proposition 4 : Soient Ij des permutations de {1,2,...,mj}, 1< j<k.

Alors
I n 2 J J
1 p_pl p, L —° 1 P
a1 o..-oa P ®0‘¢®P +21 2 (ax.ag.pm)(x,D)+21 aJ .-J 310000061) +
=1 373 1 P
m-2 S
+ X bs Dt
s=o0
. p p
ou la somme %, porte sur les J tels que J 1 avec T IJ l <£¥m -1,
1 q a4 q 1 4 7
5 p p (m -3 |-1)7 .
a;, .y €OPT%, g=Zm - $ld |-1- Max (—3—34 ) , a" = sup(a,0)
1°°° P 1 4 1 q 1<q<p mq

et by € opr™2-S



'Corollaire 5

11 Ik J1 Jk m-2 s
Pm(x,D)+Pm_1(x,D)=51 q...oak +213J1...Jkaloc.ooak + S?Q bSODt -

Le corollaire montre que si on a une bonne inégalité de Carleman pour

I I ‘

1 ’ . .
a1oo..uak on en deduira une pour Pm~|-Pm__1 et ensuite pour P. En effet

’ 0 - S ’ 3

1'etape suivante consiste a prouver le résultat suivant : posons
dt

s

on a alors la

Proposition 6 : Soient 11,...,Ik des permutations de {1,...,m1},...,{L..mk}

I1 existe des constantes positives C, ko’ To,ro,R telles que pour

(o]
ﬂZko, T<T_ , pour tout u€ C avec suppucC {OStST,|x| sro},

suppﬁ(@,t)CI{lngR}on ait

J J I I
1 2 C 1 K 2
JE ? H 51 o-.-oak u“ (G—j,j) < E” a1°.“°ak un (0,0)
q
TAPE: a - 5ld |
oud cI 2ld | £ Zm -1 5 0<j<ym - %|J |-1
Mg T Tq gl T EMg T 8 s amy = Al 1
k (m -lg |-1)*
o=m-%|J |-1- Max (‘1mq ).
1 4 1<q<k q

Corollaire 7 : Avec les mémes notations que dans la proposition 6

1 04)
Maxm _ J'9
q

La preuve des théoremes 1 et 2 a partir d'une telle inégalité est

classique.

L. HBrmander : Lecture Notes no 459.
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