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Conférence n° 10

HYPOELLIPTICITE POUR DES OPERATEURS
QUASI-HOMOGENES A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX

par B. HELFFER et J. NOURRIGAT

Soit (¢ une algebre de Lie admettant une décomposition en somme

directe de sous-espaces G, (i= 1,...,r) (r€ N) tels que

o [Qi,qj] < Gy si i+j <r

[leQJ] =0 si i+j>r

est muni d'une famille de dilatations 6, (t> 0) définie par
t P

r .
i .

(2) 6t(‘2 xi): .Z‘. t X, si x; € Qi .
i=1 i=1

On désigne, pour tout x dans G, par (adx) 1'application linéaire de ( dans

G
(3) y - (adx)y = [x,ya

G* désignera le dual de G et 6% la transposée de 1l'application & . Pour

t
tout & dans G¥ et x dans G, on définit (adx)¥E par

£

(4) <(adx)¥*&,y> = <&, (ad-x)y> ¥y€ G

On note U(y) l'algebre enveloppante complexifiée, Wm(Q) le sous-espace

des éléments P de U(G) homogenes de degré m pour 6, et on pose

LG =

™M=

U (Q) -

J=0

Soit G le gourpe connexe, simplement connexe associé a G par 1l'application

exponentielle. Le groupe G agit dans Q* par

(5) ¥x€ G , (expx).% = exp(adx)*.§ .



On appelle orbite de €& et on note O0(§) ou G.% 1'ensemble des points de

G* de la forme exp(adx)*§ avec x dans .

On désigne par (*/G 1'espace des orbites muni de la topologie
quotient de (* (muni de sa topologie usuelle). Soit G 1'ensemble des classes
‘d'équivalence de représentations irréductibles. Kirillov [ 6] a montré
comment on pouvait définir une application Bo de G* dans 6 par sa fameuse
méthode des orbites. Par passage au quotient, B définit une application
de G*/G dans G qui est un homéomorphisme (Th. de D. Brown [1]). On pose

la définition suivante :

Définition : On appelle fermé conique G-stable dans G* un sous-ensemble
F de G* tel que :

(6) F est une réunion d'orbites
(7) F est stable par les dilatations Qr de G*
(8) F est fermé dans G*.

On appellera cone fermé dans G un élément de la forme BO(F) avec F vérifiant

(6), (7), (8).

v

L'objet de cet exposé est d'étudier dans le cas des algebres de Lie

nilpotentes de rang 3, la forme "microlocale" suivante de la conjecture de
Rockland

S ’ - . A ~
Conjecture : Soit ( une algebre de Lie vérifiant (1) et (2) et F un cone

A
 fermé dans G. Soit P dans um(q) (m multiple assez grand de r!) tel que

A
(9) Pour toute représentation m dans F non triviale, n(P) est injectif

dans l'espace dL des vecteurs C de 7.

Alors, si (A )., J désigne une base de Y (Q), il existe une constante C

strictement pos1t1ve telle que 1l'on ait, pour tout m dans F et tout u dans

A

(10) % Ima)u)® < c||n(p)ul?
j bK £

thKE est 1'espace de la représentation.




Remarque : Cette conjecture est démontrée dans les deux cas suivants :
a) F=G  (er.[2]).

On déduit alors de (10) que P est hypoelliptique dans G.
b) Le rang de nilpotence de (¢ est inférieur ou égal a 3

c) Dans le cas du rang 1, c'est simplement une version microlocalisée

dans des cones, des estimations pour les opérateurs elliptiques homogenes.

Application aux opérateurs quasi-homogenes a coefficients polynomiaux

Soit X une sous-algebre graduée de G, et H le sous-groupe connexe,
simplement connexe associé a¥ . On veut étudier le probleme de 1'hypoellip-
ticité maximale pour des éléments P de um(Q) opérant sur des distributions
invariantes par H (a gauche) 9'(H\G). On note alors n(O,K)(P) 1'opéra-
teur défini sur 2'(H\G). On dira que E(O,K)(P) est hypoelliptique

maximal, si pour tout Q dans um(q), il existe une constante CQ’ telle que
pour tout u dans C:(H\G), on ait
2 2 2
(11) H“(o,}(;)(Q)u“ , < CQ(HR(O,}C)(P)UH , +|ul|®) .
L°(H\G) L™ (H\G)
De telles inégalités impliquent 1'hypoellipticité de n(O:K)(P) .
9
Spectres
Soit }X* 1'ensemble des éléments § dans G¥* qui s'annulent sur X.
On pose :
-~ N.\. L~ N
Q(OJC) = G.X ou GK* désigne 1'adhérence de Zariski de G.X
9
ﬁ(OJK) = G.X* ou G.}* désigne 1'adhérence usuelle de G.X*
9
On pose :
é;ﬁt =B (5J ) spectre."algébrique" de n
(0’3{) o] (O,J'C) - (Oa}C)
Spn(OJC)z Bo(Q(OJC)) spectre de ™ 0,%)

Spn(OIK) est un fermé conique de G. On a obtenu les théoremes suivants
k)

Théoreme 1 : Soit P dans mh(q)’ si E(OJK)(P) est hypoelliptique maximal
- 9

dans H\G, alors pour toute représentation m non triviale de SpE(OZK) ,
9

n(P) est injectif dans J; .



-

Le théoreme 1 est démontré dans [3].

Exemple (question de L. P. Rothschild) :

. 9 2 2y d . o
Soit X, = 3%, yi(xi+yi)at , i =1,2
- 9 2,.v%) 2 -
Yi = 3y, + xi(xi4-yi) 3T i=1,2
2 2 2
Alors P = (Xi + Yi) + i[Xl,Y1]— i[Xz,YZJ n'est pas hypoelliptique
maximal. i=1
Théoreme 2 : Soit P dans um(q)- Si pour toute représentation m non
kg L )
triviale dans SPH(O;K) s ©(P) est injectif dans 4&, alors n(O;K)(P) est

hypoelliptique.

Ce théoreme est démontré dans [4,, il utilise la caractérisation

~
. . 'z
de Spn(O;KD suivante. Soit I(OJC) 1'idéal dans U(G) des A tels que

"0,5)

~ A 3 ’, 0
(A) = 0 . Alors Spn(OJC): {EE(}’E(I(OJC)): 0}. Si (Ai) désigne un

systeme de générateurs "sympathiques" de I(O:K)’ on peut montrer que
9

1'hypoellipticité de m

(P,Ai)

(OZK)(P) se déduit de 1'hypoellipticité du systeme
k)

sur G.

Théoreme 3 : Soit P dans Y (G). Si G est de rang de nilpotence au plus 3,

et si m est un multiple non nul de 6. Si, pour toute représentation m non

triviale dans Spn(O;K) s ©(P) est injectif dans :&, alors ™

(OJC)(P) est

hypoelliptique maximal dans H\G.

Le théoreme 3 est démontré dans [5). C'est un corollaire de la

conjecture (qui est démontrée dans le cas du rang 3).
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