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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS

ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Jacques ROLLAND

On se propose d'é&tudier l'hypoellipticité partielle (i.e
1'hypoellipticité 3 partir d'un espace de distributions c®dans 1la
direction normale) d'une classe d'opérateurs satisfaisant une cer-

taine propriété de quasi homogénéité.

Soient L(t, Dx’ Dt) les opérateurs définis sur R x R" par

k+q'|a|+qi [o ]
L(t,D_,D ) = a . t D D
i S ‘al"'.}i:f_m o3 X t

k+qj+q'|alew
ol : meW, ¢g>0, q' > 0, k€Z avec k + q m € N et k + q'm € N et

a € €. Leurs symboles L(t,§,r) vérifient la propriété de quasi

o

homogénéité suivante :

L s A%, A% = AR LesE, o

pour tout A > 0, t € R, §& € R" et ¢ ¢ R.

Plusieurs cas ont déjia été traités, en particulier par

Bolley, Camus, Hellfer ([1], [2]), a savoir

1) ¢ =1, q">0 qui est le cas des opérateurs du type de Fuchs;

si L(t, D> Dt) est elliptique pour t # O, il est partiellement hypo-



XV-2

elliptique si et seulement si 1'équation L(t,g,Dt) u(t) = 0 n'admet

ﬁue la solution triviale dans qu).

-

De plus si la variété t = O n'est pas caractéristique pour

"

l1'opérateur L (i.e k = - m) on peut remplacer partiellement hypo-

elliptique " par " hypoelliptique " .

2) ¢ >1 q' = 0. Sous des hypothé&ses d'éllipticité on obtient
(cf [&]) l1'hypoellipticité partielle et on montre que ces opérateurs
ne sont pas hypoelliptique 3 partir d'espace de distributions qui ne

[0}
sont pas C dans la direction normale.

Les autres cas, que l'on se propose d'étudier ici, sont les

suivants :

1) 0<q<1 et q'> 0. On utilise une méthode permettant de se

ramener au cas q = 1 et q'> 0.

2) ¢>1 et q'> 0. On impose une restriction sur la classe &tu-

"

diée de maniére 3 ce que la partie de 1l'opérateur 1la moins dégéné-

rée " vérifie aussi une propriété de quasi homogénéité&, on &tudie
donc
c+qj+q’ o i
L(t, D_, D) = ] a,. gkrai+q’laly Di
* la|+j<m ] *

rr'<rlal+r'j

et on distingue deux cas qui correspondent 3 deux formes de

1'opérateur :

i, k+qi+q' || _a 1]
L, (t, D_, D ) = ¥ a_ . t D D
, rlal+r'j=rr’ @3 x t
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1
> 1. Sous des hypoth&ses d'ellipticité on montre

el Lo

a) q-q'
que cet opérateur est partiellement hypoelliptique et on démontre

qu'il n'y a pas hypoellipticité 3 partir d'espace de distributions

>-)
qui ne sont pas C dans la direction normale.

b) q-q'§'< 1. Sous les hypoth@ses d'ellipticité on montre
que L(t,Dx,bt) est partiellement hypoelliptique si 1l'é&quation
Ll(t,E,Dt) u(t) = O n'admet que la solution triviale dans J (R).
Si k = -m = -qr et si q'> 1 L(t,DX,Dt) est hypoelliptique (cf

Grusin [4]) et si k = -qr L(t,Dx,Dt) est également hypoelliptique.

I. - NOTATIONS ET RESULTATS.

On considére les opérateurs définis sur I x Q ot I est un

' n
ouvert de IR contenant 0 et 2 un ouvert de R , par

k+qj+q'|af o 4]

L(t,x,Dx,D < D%

) = ) ay; (£,%)€

t |o| +ji<m

k+qj+q'|a| em

oi t €I et x €¢fl, meN, q>0, q'> 0, k €Z avec k+qmé&lN et

k+q'm &éN.

On suppose que les coefficients adj sont C_ dans I x Q et

que l'opérateur L satisfait la

Condition | L'opérateur L(t,x,Dx,Dt) est elliptique pour t # O
dans I x Qc'est 3 dire :

pour tout (t,x) eI x Q, t # 0, pour tout (T,E)e¢iR x R \{0} on a

z adj(t,x) tk+qj+q'la'| ga Tj # 0
la]+j=n
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On note L(x,Dx;Dt) l'opérateur défini par

z .(0,'x)tk+qj+q’lalba D j

= a
lalf‘j?ﬂ- aj X t

On suppose que cet o&érateur satisfait 1la

L(x,Dx,D )

t

Condition 2 L'opérateur L(X’Dx’Dt) est elliptique pour t # O
dans I x € c'est 3 dire : pour tout (t,x)&I x 2, t # 0 et pour

tout (T,E) €R x rR" \{0} on a

o .
| lz 255 (0,3 gkraira’lal o o
o|+j=m

Remarque. La condition 2 entraine la condition | dans un voisinage

de t = 0 éventuellement plus petit que I x Q.

C) Cas 0<q<1, q' 20

Dans ce cas nous faisons l'hypothése supplémentaire

suivante
. - +qj+q' | PRI
Condition 3 L'opérateur 2 aa.(O,x)tk a3*q [alDZ DtJ vérifie
la|+j=m |
pour tout x ¢ et pour tout w & R" avec lw|] =1 1'équation
. k+qit+q’ j
Z aaj(o,x)tk 374 IOL'vo' DtJ v(t) =0

la|+j=m

n'admet que la solution v = O dans fkRn)

On a alors le résultat suivant
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Théoréme 1-1. Si l'opérateur L(t,x,DX,Dt) vérifie les conditions

1, 2 et 3 il est partiellement hypoelliptique dans I x Q c'est 3
dire pouf tous ouverts I'€¢ I et Q'€cQ , pour tout u‘GC?I;m'(Q)

tel que Lu €& C?Iﬁiﬂ') on a : uéeC (i'x).

Pour q>1 on se limite a des opérateurs de la forme

k+qj+q' A i
L(t,X,Dant) = Z aa-(t’X)t 4374 IOLID Dt]
la] +ism ] *
tla|+r'j>rr!
et on distingue deux cas qui correspondent 3 deux types pour
l'opérateur
el .
L, (x,D,.,D.) = ) aa.(o,x)tk a3*q I“'Di D]
rla|+r'j=rr’ J
. r'
ces deux cas étant déterminés par la valeur de q - q' :
Dans les deux cas on fait l1'hypothé&se d'ellipticité
générale sur L(X’Dx’Dt)
Condition 2' L'opérateur L(x,Dx,Dt) vérifie : pour tout (t,x)€EI x Q

t # 0 et pour tout (T,§)€ R x R™\{0} on a

I :
a,;(0,%) gkradratlel e 3y

—

la|+igm
rla|+r'j>rr’

Suivant les cas on fait des hypothéses supplémentaires

)

(B) Cas q - q' >1, q >1, q'> 0.

Ll 1a)

Dans ce cas on suppose que Ll(x,Dx,Dt) vérifie

Conditions 3' Pour tout (t,x) € I x Q , t # O et pour tout

@,8)¢ R x®R® {0}on a
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A

<y .
L](X,E,T) = Z aa.(o,x)tk+q3+q 'alia tI# 0
rloa|+r'j=rr’ ]

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.2. Si 1'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2' et 3' il est partiellement hypoelliptique dans I x Q c'est
34 dire : pour tous ouverts I'Cc I et Q'C Q , pour tout u<&C7I;J§(Q))
tel que Lué‘Cm(I' x ') on a : uGCw(I' x Q').

! <1, q'>0, gq>1

(C) Cas q - q

Lol La]

On note 0 =k + (g=1)r et § = q' - f,(q-l).
Sur l'opérateur Ll(x’Dx’Dt) nous faisons les hypothéses

suivantes

Condition 3" Pour tout (t,x) €I x Q, t # O et pour tout

(t,8) ¢ R x R®*\ {0} on a :

L (x,E,7) = ) aa.(o,x>t°+5|“|*j £ w3 %o
rlal+r"j=rr’ ]

Condition 3"' Pour tout ® €MR"™, avec |w| =1, et pour tout xeQ

1'équation Ll(x,w,Dt) u(t) =0

n'admet dans J (R) que la solution u = 0

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1-3 Si 1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3""' i1 est partiellement hypoelliptique dans I x 0
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c'est 3 dire : pour tous ouverts I'cC Q et Q'< Q@ , pour tout

u < Coo(I,JJ'(Q) tel que LuéCw(I' x Q') alors on a : uGCm(I' x Q')

Remarque Dans tous les cas, il se peut que les conditions imposées
ne soient vérifiées que pour t >0. S'il en est aussi, en notant

I, = {te1; t>0} on obtient les résultats suivants

@) cas 0<qg<1, q'>0

Théoréme 1.4. Si l'opérateur L(t,x,DX,Dt) vérifie les conditions

1, 2 et 3 affaiblies, c'est 3 dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I, x Q.

\J

® cas g -q' £>1, q'>0, @1.

Théoréme 1.5. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

)

1,2,2',3' affaiblies, c'est &8 dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt

est partiellement hypoelliptique dans I, xQ.

]

@ cas q-q'f<l,q'>0,q>l

Théordme 1.6. Si 1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3"" affaiblies, c'est & dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I x Q.

Il est 3vident que les théorémes 1.1, 1.2 et 1.3 sont des
corollaires des théorémes 1.4, 1.5, 1.6, c'est pourqudi nous ne

démontrerons que ces trois théorémes.
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II. PRELIMINAIRES.

ITI.1. Espaces de distributions.

Pour s¢ R, Hs(mn) est l'espace

BSERY = {(wed®Y ; a+lel? C w@eri@h)

Pour s€R et r &R, Hs(fR, Hr(I'Rn)) est l'espace

sh

BSR,ET®RY) = {ueS @B @D (+1)) CF, uwit)  LP@®,ET@™))

Pour sc¢R et r€R, H’T(®R x R™) est l'espace
S/z r,
B TR = {ued @R 5 (+lg]2D) 048] 2e, ue,or’ma® )

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 Pour tous ¢ G-C:GR X mn), scR, re R, 11 existe une

constante C(s,r,#) > O telle que pour tout u EHS’r(m X Rn) on ait

loull

< suplof [l ull
H H

’r(Ran

+ C(s,159 |lul| -
) I_Is,r ](le‘Rn)

s,raRan)

(si r = 0, on peut remplacer dans le second membre par

lull -
Hs,r 1(mxmn)

Nell ._ :
Hs ](men)

Pour s >0, 5° (R, 25 (R™)) s'injecte algébriquement et topo-

s,r)s(tR < ar).

logiquement dans H

Nous utiliserons les espaces suivants

(A) Cas ou 0<qg<1.

On note © k + (qg-1)m et § = q' - q + 1

Si pelN et s¢MR on note Wg:g’s GR+ X m“) 1'espace
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L‘L+|a|+s

wgzg’SGR+xtRn)={ueﬁ R, xR ;t°+6la|+JD2+J“GL2(R+’H ‘. ®")}

lo|+j<m, o + §lal+jem, 0<hep

muni de la norme canonique.

‘ \]
Cas oﬁq-q'f >1 avec q>1 et q'> 0.

—_t
Si s¢/R on note W:’q ! (m+ x m“) l'espace

1 ]
- ! ' 1L PR r _
wor 4T R xR = fua?®, 8" S@M)e?7 ) pluer? @ m5 TN @™
£
j = 0,c0.,r
muni de la norme évidente.

m,r,q
S

1
On note W » 4 (m+x Rn) l'espace

. 4 . . _t
WI:,r,qu (TR+ X[Rn) = {u GW:’q q (YR+X ‘Rn); th D';I: ueW:’q 4 (fR+X ‘Rn)g

muni de la norme evidente.

]

CD Cas odi q = q'f < 1 avec q>1 et q'> 0.
Avec 0 =k + (gq-1)r et § = q' -E,(q-]) si seglR et pe ™
on note W;:§’36R+ x R™) "1'espace !
P2R, g +s
r,p,s n, _ . n,. . 0+8|a|+j _h+j 2 d
W SR x R =fued R x RY); e p."d wer®(r,, u

@R™)
rlal+r'jcrr', o+8|a|+j e, 0O<h<p
muni de la norme évidente.

On note W=o'T:PiS(r  x®™) l'espace

q,q',k "+

m,r s n r,p,s n | r s 2
Wq:q;?ﬂ ®, x R™) ={_uew0:§ ®, x R") ; thDtJ uewc’:g’ ®, x R™) §
j =0,...,m-1

muni de la norme évidente.



XV-10

IT.2. Structure locale des &léments de Cm(fR+,§1)'(fRn))

On désigne par Cm((R+,§D'(IRn)) l'espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur IR+ i valeurs dans l'espace ®' (fRn)
des distributions sur RZ.

On démontre les lemmes suivants

P @ 1 n b n
Lemme 2.2. Etant donnés uéC (\’R+,§b mRM)),d QCOGR_l_xTR )m elN, 0<q<1,q'>0
avec mq<&iN et mq'€é N, p&WN il existe sc¢R tel que ¢ uéwg’g’s(fR+x r™)
b
avec 0 = k + (q-l)? et § = q' - q+1.

‘ - « ' n @ n
Lemme 2.3 Etant donnés uéC (R ,®" (R")),¢ €C_(R, x®') meN, ren,
r' €N, q>1, q'> 0 avec mqeélN mq'€ N, rqéWN, r'q'€N il existe s <R

\
tel que . ¢ uewtg,r,q,q (rR+x rR™) .

o] [+ ]
Lemme 2.4. Etant donnés ué¢C (tR+,9'(fRn),¢ GCO(|R+x R™ m €N, reW,

r'eW, k€%, q>1, q'> 0 avec k + mq€&€N, k + mq'e€ N, k + rq €N,

m,r,pP,

S n
R x R .
Q~aq;k‘ ¢ + )

k + r'q'elN,pour tout pelN il existe selR tel que Oduew

Les démonstrations sont basées sur le fait que si p €W,

il existe s e€R tel que ¢ uGHP(R+, HS(;‘Rn)) (cf [81).

IITI. DEMONSTRATION DES RESULTATS

Cas 0<q<1l, q'> 0. Démonstration du théoréme 1.4.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la methode des

quotients différentiels tangentiels 3 partir d'une estimation a priori.
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ITI. A.1. Une estimation a priori.

Proposition 3.1. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les
hypothéses 2 et 3. Pour tout x & 8, i1 existe un entier poa 0 tel que
pour tout entier p_zpo et pour tout sC/R il existe deux constantes

C s> 0 et €p> 0 telles que si

b

u ewo?ép’s(m+ x R®) avec supp u C{(t,x)é1+x Q; |l (e,x) - (O,xo)]|<€p}

on ait :
h
lull, <o { Bt wall pon, el .
m,p,s ne~— PpP,S ¢ t ——+g ) -
Wo’6 (TR+ x R) n=o0 LZ(IR+,H g @®™)) wn;:g,s I(R+x R™)

(ici : 0 = k + (q=19m, &= q' - q + 1).

) 1l'opérateur

Démonstration. Notons Jf(t,x,Dx,Dt

- k+qj+q'|a| 0 o ]
:f(t,x,Dx,Dt) = |a|§j=m aaj(t,x)t D, D,

En remarquant qu'il peut encore s'écrire

o+8ld| +i _a .j
aﬂ(t,x,Dx,Dt) = |a!§j=m aaj(t,x)t Dx Dt

on obtient, d'aprés la proposition 3.1 de [l], que :
pour tout xoész , 11 existe un entier P> 0 tel que pour

tout entier p > P, et pour tout s € R il existe deux constantes Cp s>O

’
my,pP,sS

t >0 tel i ew
e ep elles que si u g.8

(m+ X mn) avec
supp u € {(t,x) €I _ x Q; || (£,x) - (O,xo)]]< ap} on ait :
o ¢, § T lIoBul] hey * llull
u < D wu - + u
wm’P’s(nR+ x RN~ Posipy ¢t R?”+S whePss”T

2
1 n
9.8 e .8 % @) Yo.s R, xR) )

+°
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On achéve alors la démonstration de la proposition 3-1
en remarquant que pour toutn > O il existe Cn > 0 tel que si sp
est assez petit et si supp V C:{(t,x)é1+x Q3 H(t,x)-(O,xo)]ksp}

on a

5 b P& ol L <nllall e clul
= - - n
=o L2@®,, T S@®M)) W2 PSR xr™) W

ITII. A 2. Régularité partielle.

Proposition 3.2. Si u GW:’E’S(R+ x R™) avec supp u C{H(t,x)-(o,x°)||<%)§
b

e

et si Dz Lu GLZ(R+, H ®™)) pour 0 <h <p alors

m,p,s+l n
u (- Wo.’6 (lR+ x R ).

Démonstration : On applique la méthode des quotients différentiels

tangentiels 3 partir de l'estimation a priori de la proposition 3.1.
g P P

ITII. A.3. Démonstration du théoréme 1.4.

Soit uéCog(I;éD'(Q)) tel que L u ¢ C?I'x Q') et soit
(to,xo) € I' x Q'. On doit montrer que u est indéfiniment différentia-

ble au point (to,xo).

Pour to # 0 le résultat est classique puisque l'opérateur L

est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # 0.

Si to = 0 soit V un voisinage ouvert de (O,xo) avec

V&I x Q' et soit ¢ € 8 (I' x Q') avee ¢ = 1 sur V. D'aprds le
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lemme 2.2, pour tout entier p>0 il existe s &R tel que

¢ u € Wg:g,s (m+ len). En particulier, pour tout ¢ & &(V)

cPu'=tPcbueW§:§’s (lR+ X IRn).Choisissons p_>_po ol P, est l'entier

associ& 2 x_ dans la proposition 3.1 et P eD(V) de la forme

?l(t) ?Z(X) avec supp ¥ C {(t,x) / ”(t,xf - (0,x)[[<€p}. On vérifie

alors que Dz Lu € LZ(ER+ ,H—P-‘;'I1+S+l([Rn)) pour 0 <h<p.

I1 en résulte : Pu € W::@’S+]GR+ x R"); en itérant on a

Yu ewgzg’s (R+ b4 mn) pour tout s €R.

Comme E\ v Bt R, x ™) c c”@®, x R") en on déduit
P>p,

s€R
que u est indéfiniment différentiable au point (0,x°); d'od le

théoréme 1.4.

Cas q>1, q'>0, q - q'= >1. Démonstration du thé&oréme 1.5.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la méthode des

quotients différentiels-3a partir d'une estimation a priori.

IIT.B.1. Une estimation a priori

Proposition 3.3. Pour tout:&ﬁf?, il existe une constante € >0

et pour tout s €/R, il existe une constante CS €>0 telle que si

bl

\
lléW:’r’q’q (R, x R™) avec supp u C{(t,x)EI+xQ;||(t,x)-(o,xo)H < g}

on ait :
||l ' <c_ {lrull |l ul
’ s Yo - 9E 2 ’ " ’ !
w? TR, x mg) S L \R+,HS(RD)) w:_f’q’q R, x R")

v
(En fait, pour plus de simplicité@ on a divisé l'opérateur L par tk-"q T
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Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on &tud

l1'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramétre £emr®

q'|al+qi-q'r" ;a_j
%xJ(O,xo)t £ Dt

L(XO’E’Dt) = 2
laf+j<m
rla[+r'jzrr’

. . . ~ k+q'r'
Nous avons divisé 1'opérateur L par t- q

possible car on étudie l'hypoelliplicité partielle.

1°) Etude pour [E|] > A ,(A sera fix& ultérieurement)

Pour £ fixé dans R® nous étudierons L(xo’g’Dc)
sur l'intervalle [0,6[ et nous sommes amenés 3 recouvrir cet in-
1
tervalle pour les intervalles [O0,T[ et ]T2,5[avec T, = 6i|£|Q'

(O<f62<51 seront choisis ultérieurement)

a) Etude sur [O,Tl[.

Si Ll(xo,g,Dt) est l'opérateur

a .(o,xo)tq

j+q'|ay-q'r' o
o . - & Dy

rla| +r'j=rr’
N . . ] . 1] 1 =
on a, grace aux conditions 2,2' et 3' , d'aprés [ﬂ :

I1 existe une constante C>0 telle que

r' . (T

o S+ (r-3)  (a=q'g)j . : 2
I Gslgl® T e Tl ?, < tasEdEi, el Y,
0<j<r , L@, LR,

s=1+5(z-3) (q-¢'%")
£ 1 aslglh T e f
0<j<r-1 t

(q=q'=)3j .

L2l la}

t

ce qui est

ie

2 2 - -
pour tout veé{vel (R,); t p Ivelr (R,)} telle que supp VC.'[_O,I"]'
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Si 1'on note M(t,Dt) l'opérateur

a .
o,J+r(°’xo)

a o
o,r( ’Xo)

m=-=r o .
M(t,D.) = o £33pJ
t . t

j=o

’\ . 3 . . 3 3 Ll
on a, grace aux conditions 2,2' et 3', 1l'estimation a priori suivante

s m—r . .
aslel®h” 1 e ola,wll?, < caslgl?
j=o L2@®,)

] 2
IIM o L]vll 2 4

(R)

+

pour tout v tel que supp Vv C[O,flt (cf 1)
Nous devons estimer la quantité

r'
s+=(r-2) r'. %
r m-r T (gq=q'= ) N ..
I 1 a+lel® e T o etdp duy
=0 j=o0 L20R+)

en supposant que sSupp VC[O,T 1 [

Des estimations précédentes on obtient

2

L?(r,)

r' r'. 2 . .
m-r s+= (r=2)  (q-q'z ) qipJ
.z ( +‘€'2) r ”t T Di: {t Dt V} “
=0

o~

=0 j

<c{ a+glH v_uzz( + (+lE]1H® |l w-Mor dv]| %,
2,

2 L°@®,)
) )
r-1 s=1+3(r-j) (q-q'%)
LIoaslglh 7 e~ ol L}
t=0 L™(R )

On montre alors que pour tout n > O il existe A > O,
§ >0 et 61 > 0 tels que si supp v C [O,Tl[ et si |&] > A on a

a+g15 %] @M o Ll)v|F <n}] Tas+gnH T~ lle Ty tanjv||22
L2GR+) =0 j= +
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I1 est alors facile de montrer quel'on a

r m-r s+£2r-2) (q‘q'g')l
2 i 2
Lo Daslelh T e T o e ol
=0 j=o 2
L7(R,)
r'.
-1 m-r s=1+= (r-%)
2 2 r
scta+lelH® L 800wl 2, +1 T adelh T
L (fR+) =0 j=0
' s 3 2
e CamatED g et 0 T vl
L°(R,)
b)Etude sur [TZ,SE.
-1
|

On note T, = SZIEI q avec 62< 61 et on étudie l'opérateur

L(x,,E,D.) de H™(T,,8) dans L2(1,,8 ).
‘lé 'lé
Dans 1l'équation h L(xO,E,Dt) v = h £
oq'r'|g| e q'm m 71
o8 h(E,t) = [.t + t* Te]| J/;
tqm

on fait le changement de-variables défini par
h(E,t)dt = dy

et le changement de fonctions

w(y) = n 2 ¢9272' Ty

N|—

£,(t) = n 2 og(ey.

On est alors ramené 3 1'8tude d'une équation différentielle
. S . . . .. .
ordinaire 3 coefficients peu variables " (cf [5]) et ainsi on obtient
pour L(xo,ﬁ,Dt) l'estimation

. . 2 2
2 1 _— 1t
I aslehylely adnatlela's'y 3o " < caueBoiag.eo vl

la]|+jem L°@R,) . L®))
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c) Etude sur [Q,G[ .

1
On munit l'espace whatedsd (0,8)de la norme dépendant de £
s

r m-r 9 s+§2r-2) (q_qu')zl .. 2
[E T oa+|E]) | & Ty (thDtJvlo Ol +
~o j=o T 2R
1/
2 s+ lal aj*+q'lal-q'r" _j 2 2
+ o a+lgl Il DI v 1.2
al+j¢m t (‘2 Y'L @R+)
Soient ¢] et ¢é deux fonctions de classe c” sur R telles que :
2 2 .
¢1 + ¢2 = 1 avec ¢l(y) =0 si y > 51 -p
8,79,
et ¢,(y) =0 si y <, +p o 0<p< —5
/g
On pose alors, pour i = 1,2, @i(t) = ¢}(t1£| ).
Soit alors v ¢ wm,?,q,q'(o,d) avec supp v C BLG[ on a
. 2 2 2
2 rrqq o oS CLAHIED il %, wllrey wll, s
WS,E (0,9) L"®,) L7GR,)
10, il
+ V) '
1 r,q,q
WD (0,8
d'ot
© 2. s
<c {1+ L(x ,&,D.) + .
HV“ Wm,r,q,Q' - {( |£l ) H (XO E t VH LZ(FR ) HVHWm,r,qsqzo,G)‘
S»¢ + s=1,¢§
2°) Etude pour |E] < A.
Soit Eo ¢ R" te1l que IEoli A. Pour tout § eRr™ tel que

| £ | < A on a
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vl ? : < cllvl? cc{a+e 5% || Lex g ,p vl
»Ts9,9 - m,r,q,q 0 o) t 2
WIZ, 3 (0,9) Vs, £, (0,9 LOR,)
o 2
W bl ’ ’ (0’6)
S_lago
d'od
I+ 2 coccla+lEl 5% Lex ,£,0 v || ? + vl 2 '
Wt (0,8) °U T i w,) wepgt (0,5)25.
s, € ' 374

3°) Fin dé la démonstration de la proposition 3.3.
\ ]
Soit u éwx:,r,q,q ('xR+ x R?) avec supp u < [0,6[ x RD.
A
En appliquant les estimations précédentes 3 u(t,f) et en intégrant
par rapport i & ¢R™ on obtient

'l

<cC {”L(xo,Dx,Dt)uH 5

+ Hu” 1 ¢
m,r,q,q' n ) S mTl m,r,q,q n, .
W R,x R) LR _,H{R") w2 ® xR

En utilisant le lemme 2-1 on atteint le cas des coefficients variables

et ainsi on a la proposition 3-3.

IIT.B.2. Régularité partielle.

1
Proposition 3.4. On suppose que l'opérateur L(t,x;Dx,Dt) vérifie

les conditions 2,2' et 3'. Pour tout xoé 0, il existe une constante

. m;r,q,q' n
e >0 telle que si u € w_ (R, x R") avec supp uc{(t,x)el xQ

s+1

| (t,x)= (O,Xo)” < g}) et L uéLz((R+, H (R™)) pour se¢R alors

1
u € w‘:;f’q’q R, x R™Y.
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Démonstration. Elle consiste 3 appliquer la méthode des quotients

différentiels tangentiels 3 partir de l'estimation a priori obtenue

d la proposition 3.3.

III.A.3. Un résultat de dérivées intermédiaires.

Lemme 3.1. Soient s é€R, s'€ R et pedN. Si u€L2(1R+, Hs(l'Rn)) et si

, : Jegr-
oP uwer?@®,, BS'(R™)) alors D} werlm,, 8257 @M.

III.A.4. Démonstration du théoréme 1.5.

<]
Soit u € C(I+,<QY(Q) tel que L u € C?I; x Q') et soit
(to, xo)é I; X Q'. On veut montrer que u est indéfiniment dé&rivable

au point (to, xo).

Pour to # 0 le résultat est classique en utilisant la

condition 1.

Pour t, = 0, soit V un voisinage ouvert de (O,xo) dans
I x Q' avec V CC I' x Q' et soit ¢<:C: (I' x Q') avec ¢ = 1

sur V. D 'aprésle lemme 2-3 il existe s € R tel que

s u eﬁ'w'm,r',_q,Q'(rR_'_ x R%). Soit alors Q €C_(V) tel que (p(t,x) =

@, (1) ‘?2(5:) avec supp@ € {(t,x)€ I' x Q' ; [[(t,x)=(0,x )| < ¢ }

ol ¢ est défini 3 la proposition 3.3.
2 s+l ,_n m,r,q,q' n
On a LHu) € L (fR+, H m®™)) donc‘.\-?uE.Ws"_l (('R+ x RY).

En itérant ce procédé on a
1 .
Yu é W:,r,q,q (IR+ X mn) pour tout s €R.

Soit maintenant Py E N et soe R et soit 3 montrer que

P
p ©

. (P u) GI?(R+, HSOGRn)). D'aprés le lemme de structure des éléments
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on choisit s &R tel que
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s
. . P
ET@®M).i1 existe s'€ R tel que Dto

+1

on a le résultat annoncé grace au lemme 3-1.

(¢uwer’®, 8

"®™);

'-s) = s, - Comme Yu ¢ LZGR+,HSGRH))

Ainsi on a démontré que a est indéfiniment dérivable au

point (0,x°).

@ Cas q7l,

q'>0,

- q'E'2
g - q'Z ¥4l

Démonstration du théoréme 1.6.

On utilise encore la méthode des quotients différentiels

3 partir d'une estimation a priori.

IIT.c.1.

Une estimation a priori

Proposition 3.5. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx

’Dt) vérifie

les hypothéses 2,3" et 3"'. Pour tout xoe$2, il existe un entier

po'zo tel que pour tout entier p

deux constantes C

u

telles que si

7P,
>
0 et € 0
p,S P'>
m, l’,Pa n
c W R, xR avec
vtk e 2RO

supp u ‘C:fkt,x)é I, x Q; “(t,x) - (O,XO)H < ep } on ait :

I e,z 0,
q,q sk

(rR+x R

Démonstration.

<

™

c. 5ot ol boh,,
P28 o & LZGR

+[lu
wln,r,p,s l(lR+x R

et pour tout s € R i1l existe

}

Par transformation de Fourier tangentielle on est

ramené 3 l'&tude de 1l'opérateur différentiel ordinaire

L(xo,E, D,) =

t

2

la]+j<m
r|a|+r j>rr!

. .
a_.(0,x )tk+q ol +aj g
aj o

e T S S—
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1°) Etude pour |&| > A (A>0 sera fixé ultérieurement).

Pour & fixé dans R" avec | £ > A on se propose d'étudier
L(xo5£,Dt) sur 1l'intervalle [0,8[ .

Pour cela on recouvre cet intervalle par [p,TIE et‘]Tz,S[ ol
=L

- q' . . > N
T Si IE' avec 0< 824 Sl' (S 0, 61> 0 et 62 0 sont

choisis ultérieurement au cours des calculs).

a) Etude sur [O,Tl[ .

D'aprés [\] les conditions 2, 3" et 3"' montrant qu'il

existe un entier P, >0 tel que pour tout pi;po, entier, il existe

une constante Cp> 0 telle que si v e'wg’g(m+ x R®) on a
b}

-h
.. s+2 24|l . .

i 2 (1+IEI2) J to+6|a|+JD2+Jv|| 22

h=o0 r|a|+r'j<rr' L")
-h
B2 45

<o §oasie® Io® 1, vl 2,
P h=0 (D

En remarquant que les conditions 1 2,2' et 3" impliquent

des propriétés de régulatés pour l'opérateur

m-r a_ ., _(0,x ) . .
M(t,D ) = z OLJ+r o th D J
t j=0 ao,r(O,xo) t
on a
p-h P-h
p m-r —ts . . 2 s
oY a+edh ¢ HD};(thDi(L]v))“ , < C §(1+I£|2)d‘ Hntt1 oL, v||
h=o0 j=o L 0R+) =0 L7 "

En regroupant ces inégalités on obtient
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P — !d‘ %;hs ' )
) ] I aslel? | e#dlald phedpatpl o) 2)
h=o r|a|+r'j<rr' =0 £ ¢ L"®,)
p-h,
< ot Fasey ®

h=o ) L"R,)

On montre alors que, pour tout N > O il existe

6]> 0 et A > 0 tel que si supp v C’[b,TIE on a :

P -h
2 s 2
I (+]gl 1% (L-mor v || 2,
h=o L (]R+
< o 2 e+ B oislales nei at
€ nf ] 1 aslel?) Ie i ph*ia
h=o rl|a|+r'j<rr’ =0
On en déduit que si |E|> A et si supp v C [o,rl[ :
P m-r E:E+s+|d : Lo '
) ) ) (1+|g[2) g |1k0+5!a|+3 Di+h,tq£ni vl
h=o |a]+r'j<rr' %=o
phog
h 2
< Sasadh T Rt Len?,
h=o L (fR+)

b) Etude sur ]TZ,GE

1
On note 12 = GZIEIq avec 0< 62< 61 et on étudie

l'opérateur L(xo,E,Dt) de Hm+p(T2,6) dans HP(TZ,S)

S
o™ vl 2, +|p P@-MorL v|| 2 ) }
t LZGR t 1 2

Dtv
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—]/ -1/.
Dans 1'équation h 2 L v =4 "2 f
q|r' r'

n(g,e) = | LEl

]
+ 9 mlilm 1/
¢ 4m

on fait le changement de variables défini par

h(g,t)dt = dy

m-
et le changement de fonctions

W(y) = h geram,

v(t)

f](Y) = h “f(t).

N Ni—-

On est alors ramené 3 1l'étude d'une équation différentielle

ordinaire 3 coefficients par variables " (cf ril ) et on obtient
. ' . 2
L aspetyelel geainalaly gy )7, ccanel il
a|+j<m L
rla +r'j>rr’

L (R
+)
si supp v C ]TZ,GE

Ensuite par récurrence sur p €N on obtient

' L8,
s . 1 : 2
g 5 aslel?y © “tk+q1+q ] 3+h iz
h=o la|+34m *
|a|+r j>rr’ - »
< ¢ Fadgd” T oty
h=o0 L"R,)

o+

¢c) Etude surj'.O, 6[

En utilisant les fonctions ¢1 et ¢2 définies au "
et en utilisant la m&me méthode on a

-h
5 -Ear +
I+ GE RS (o 5y = Z (r+]gl %) NIRRT L2@,)’
1,9'k,§ t i
pour v € Wm r,p,

(0,8) avec supp v CEO 6[
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2°) Etude pour |E]<

Soit goemn fixé avec |€oi_>_ A. Pour tout SG)‘Rn “tel que

l&] <A ona

I v]| <|| I? < cf Saslgly Ernohux ool )

Wt:’ 9?1’( g wm9 9P ; E (0 ,6-)- h=o t o 0" t LZ((R+)

d'od, en utilisant des formules de Taylor,
p~h

. rn ==+ S 2
Iolf <ot farle® T o, 0ol ol I
WIII,I':P,SE(O’CS) h‘=° e Wm’ ,p,S (0 6)
q,9',k,

3°) Fin de la démonstration de la proposition 3.5

m;r,p,s
9,9',k

A . -
en appliquant les inégalités précédentes 3 u(t,f) et en intégrant

Si 1'on prend u € W (R, x R™) avec supp u clo,8|x R™

par rapport 3 § & R® on a

-h
ul <c{ fllnh L(x,,t,D_,D)v|| s+R
% ET®x R h=o ’ L¥(m, ,H F &)
9
¥ ”u” m’rspas—l ( l !Rn
q,q’ Byx B

On passe au cas des coefficients variables en utilisant

le lemme 2.1 et des inégalités de Hardy et ainsi on ala proposition 3.5.

IIT.C.2. Régularité partielle

m,r,P,S

Proposition 3.6. Si u € W
£ q9,9',k

(m+x mn) avec h

supp u < {(t,x) eI, x & ; e, x) - (0,x°)||< g,jer S
h 2 P-hissr 4
D, Lu e L” (R, HF (R")) pour 0<Lh<p alors
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m,r,p,s+l

uéw(l:q':k ®

x R)

Démonstration On applique la méthode des quotients différentiels

tangentiels 3 partir de l'estimation a priori de la proposition 3.5.

III.C.3. Démonstration du théoréme 1.6.

Soit u C(I,,D'(R)) tel que L u € C (I, x Q') et soit
(to, xo)E IL x 2'. On doit montrer que u est indéfiniment diffé-

rentiable au point (to, xo).

Pour £, # 0 le résultat est classique puisque l'opérateur

L est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # O.

Si t, = 0, soit V un voisinage ouvert de (0,xo) avec

v € I', x Q' et soit ¢ € i)(IL x Q') avec ¢ = 1 sur V.

D'aprés le lemme 2.4, pour tout p entier > 0 il existe

m, ryPQ

s €ER tel que ¢ u é’Wq R, x R™). En particulier pour tout

? ’

feDV) Ju=Pouewy r,PS(rR x R™)

,
Choisissons pipo ol p, est l'entier associé 3 X dans 1la
proposition 3.6 et P€ D(V) de la forme Lpl(t) i-(’ (x) Aavec
supp Y ¢ {(t, x)€ER_x R | (e, x) (0,x )|| < € } On vérifie alors

que D L(u?u)éL (!R Ha +S'H(\R )) pour 0<h<p.

I1 en résulte : tP\lé Wi r'ka+](R+ x R®) ; en itérant le procéde

on a : Yue WZ:::?QS (R+ x R™) pour tout s €R.

Comme J:L WE’Z:PQS(R+X RnC_COO(I'R+ X Rn) on en déduit
ZPo ’ ’

. ... SE c e . . T P
que u est indéfiniment différentiable au point (O,X°)§ d'old le théo-

réme 1.6.
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IV. REMARQUES.

Remarque 1. Lorsque nous sommes dans la classe décrite en C l'opéra-

teur L(t,x,Dx,Dt) peut &€tre hypoelliptique. Par exemple lorsque
k = - qr = - m l'opérateur entre dans la classe &tudiée par

dans [4] on a alors le résultat suivant :

Si ¢’>1 et si les conditions 1, 2 et 2' sont satisfaites

alors L(t,x,Dx,Dt) est hypoelliptique.

Remarque 2. Pour les opérateurs du type B, on montre que lorsque les

coefficients possé&dent une propriété d'analyticité il n'y a pas hypo-
ellipticité 3 partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C%

dans la direction normale.

La démonstration consiste 3 employer les méthodes utilisées
par Helffer -Zuily dans [Gjet par Bolley = Camus - Helffer dans [é]

pour l'opérateur Ll(t’x’Dx’Dt) et 3 remarquer que l'opérateur

"

L(t,x,Dx,D ) -~L](t,x,Dx,Dt) est " suffisamment dégénéré pour ne

t

pas perturber la méthode.

V. Extensions 3 d'autres classes d'opérateurs

1°) On peut considérer des opérateurs de la forme

[k+ai+a'[all i
X

L(t,x,D_,D,) = ¥ aaj(t,x) t .

la|+jem

ol [k+qj+q'|a|] désigne le plus petit entier > O supérieur ou

égal 3 k + qf + q'|a| .
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On introduit un opérateur principal associé

L - k+qj+q'la| o o j
|a|+§5m faj (£ Px Ut

k+qj+q'la] ¢ W
et les conditions 2,3 (ou 2,3' ou 2,3",3"') portent surd>.

2°) Dans les cas B ou C, c'est 3 dire lorsque q>1 et q' >0

on peut considérer des opérateurs de la forme

——

2___ a .(t,x)tk+qj+q'!a|Da Dj X )

@3 X tArlal+r'j<rr'

2 0]
(t,x)t Dx Dt
rlal+r'j>re!’

an

la|+j€m

= L(t’x’Dx’Dt) + Q(t’stst )3

t

1q forme deslaj devant &tre :

2 k + 'rl + ( - 1 E')- Si - 15'71
& q ¢ - q' 2] a-q'Z 7

L .
aJ

o+ 8laf+ j si q-q'f'< 1

avec 0 = k + (q-1)r et § = q'f.(q-l)

Les conditions 3' ou 3" et 3"' portent alors sur

1'opérateur &f (x,D_,D.> = L (x,D_,D.) + Q(0,x,D_,D)

VI.EXEMPLES.

@ 1°. L'opérateur t p? 4 sz + i D_ vérifie les conditions
t

1, 2 et 3 pour t> 0, il est donc partiellement hypoelliptique sur

n 1
fR+XlR (q=§,q'=0,k=0)
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- 2 . P .
2°. L'opérateur Dt + t sz + 1 Dx vérifie les conditions

1,2 et 3 pour t 50, il est donc partiellement hypoelliptique sur

1
R, x R". (g =3, a' =1, k = 1)
1°. L'opérateur e/ Di + t Di + t3Di + D}Z{ vérifie les

conditions 1,2,2',3' pour t >0, il est donc partiellement hypo-

elliptique (on am =4, r =1r' =2 q =2 q' =

2°) En tenant compte de ce qui a &té dit au V on a le méme

résultat pour

t7 Da + t D4 + t3D2 + D 2 + t2 D + D
t X t X t X
3
car tzD + D = t[/2]D + D .
t X t X
o ' = 3 2 2 . . .
3°) L'opérateur t Dt + Dx + it Dt est aussi partiellement
hypoelliptique sur R X R® . Onaq=2, q' = %, m=2r7r'"=2e%etr =
k=-1).
4 4 8 4 2 2 2
! a -
C) L'opérateur L t Dt + t Dx + Dt + t Dx

L = t4 D4 + t8D4 + D2 + t2D2 + AD
t X t b 4 X

est partiellement hypoelliptique sur R, x R® si A # +(2n+1),n eN.
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