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I. INTRODUCTIGN

Cn s'intéresse & la fonction spectrals et aux valeurs propres d'opé-

rateurs hypoelliptiques dg typs :

(1.1) G= = X¢X 4+ c.

les )(“,...,X.p étant des champs de vecteurs réels C® ; ces opérateurs
sont ceux qui sont formesllement autocadjoints positifs dans la. classa

des opérateurs introduits par H8rmander ([?7]) :

2
(1.1') X+ X,

X, étant un opérateur différentiel réel d'ordre < 1 . Ces opérateurs

ont été étudiés du point de vue de la sous-ellipticité et de 1'hypo-

ellipticité dans ([27), (101 , [13]) (voir aussi [g9] pour les opére-
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teurs (1.1)). Rothschild et Stein ([14]) ont construit des parametrix
pour ce type d'opérateurs st obtenu des inégalités fines ce tyﬁe LP s
Lipschitz , etc... (voir aussi les cas particuliers raj, [s]) i dans
(r3]) . Folland a étudié le cas "modéle™ d'opérateurs sur un groupe
de Lie nilpotent. On renwvoie & ([12]) pour une étude détaillée des

opétareurs de type (1.1')s

Nous nous plagons dans la situation suivante : soit M une variété
1 » . . K3 3
(') réelle, C% de dimension n, munie d'une densité positive no-

tée dx.; soit c une fonction réelle C® sur M.

Soient X1,...,Xp des champs de vecteurs réels, C® sur M. Pour
toute suite I = (11,...,ik)€ {1,...,p}k on note |I| = k la longueur

de I et XI le champ :

XI = fxi1fxia---lxik_1: ik]"']

On convient ds noter si I = (i) est de longueur 1 : Xp= X

Pour tout entier k et tout x € M, Vk(x) désigne le sous-espace

de T M engendré par les vecteurs XI(x) pour [I‘:S k .

Soit @ un ouvert de M ; nos hypothéses fondamentales sant les

suivantes :

pour tout entier k la dimensian de Vk(x) est constante

(1.2 {
pour X € @ i on la rnote M et on convient que y, =0 .

i1 existeiun entier k tel que Y = n i soit r 1l'entier tel

(1.3) {

ue < n .
W8 Vpg SV T
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Remarquons que la suits Vareservy, est strictement croissants.

Les hypothéses (1.2) et (41.3) entratnent la sous—ellipticité ot
1'hypoellipticité de 1l'opérateur G sur o ([7]) , [10], [13]) : ces
hypothéses sont m@me beaucoup plus fortes que la condition suffisar-~
ts de Hirmander ([2]) qui est gque pour tout x (de ) il existe un

entier k tgl que dim Vk(x) =N .

Soit Q un ouvert de M et soit (A,D(A)) une réalisation miroréas
autoadjointe dans L2(0 ; dx) ds G . (Une telle réalisation =xistz
toujours si c est minarée sur Q).

Remarquons pour la suite que H(0) c D(A*) = D(A).

Notons E(1) la résolution de 1'identité associée & A : on cédult ce
la sous ellipticité de G que les fonctions de D(Ac’)-:kf;ndAk) sont o°
sur o N N ; E(A) prenant ses valeurs dans D{A) , il en résulte qus

son noyau e(\ 5 x,y) est C®sur (o N N) x (o N 0). Nous avons alors:

Théoréme 1.1. : I1 exists une fonction vy continue et stricte-
ment r;_:t:‘s:!.’t,ive sur o N D telle que si 1l'on pose

vag k(\k— \'}<r-1) , on ait :

- v/2
VxEoN0: 1lim 3 e(n 5 x,x) = y(x)
AP+ =
la convergence étant uniforme sur les parties compactes de

o N L.

Ce théoréme admet un corollaire immédiat : si M est une variété

compacte et si g = M i.e. si les conditions (1.2) et (1.3) sont sa-



tisfaites sur M, il résulte toujours de la sous-ellipticité de G
que pour un £ >a D(A) cHe(M) (rz3, 81 , [10]). Par suite le
spectre de A est constitx;é d'une suite de valeurs propres )\ 3!
réelles tendant vers + « . (On répéte chaque veleur propre confor-
mément & sa multiplicité). Notant N(A) = lz \ 1ona

N(x) =f e() i x,x) dx et il résulte du théortme 1.1 le
M

Corollaire 1.2. sous ces hypathéses on a @

un 2 "2 w0 - j’y(x) dx .

A+ e
M

Revenant & un probleme sur 0 c M , se pose la question d' Stu-
dier les valeurs propres d'un probléme aux limites sur (%
Nous supposons maintenant que 0} est compact et que @ O "ﬁ j nous
supposons aussi qus 3N est de mesurs nulle dans M. ¢ &tant bar-
rée sur 0, 1l'opérateur (G, ﬁ(ﬂ)) -est semi-borné et symétrigue;
soit (A, D(A)) 1'extension de Friedrichs de (G, 5(Q)). Alors

D(A%) est d'adhérence de S{N) dans 1'espace :
{u el.z(n) /V1i=1..,p:Xu eLz(n)'} .

Il résulte de ([7] , (9], [10]) qu'il existe € > o tel que

1
D(Az) c HS(Q) « Par suite le spectre de A est & nouveau consti-
tué d'une sulte de valeurs propres 7\5 réelles tendant vers + o .

Notant encore N(A) = Z 10ona N@A) = | e(rix,x) dx =t
Aj =2
f
Théoréme 1.3. sous ces nouvelles hypothéses on a :

1lim x-vlz N(p) =/~ y(x) ax .
A+ @ a
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Remarques 1. La fonction y est continue sur 0 d'éprés le

théoréme 4.1 et o<fy(x) dX <+ @
9]

2. Ls thécréme 1.3 n'est pas un corollaire immédiat
du- théorama 1.4 :il faut établir en plus du théoréme 1.1 des ma-
jorations d'intégrales du type : [ e\ i x,x) dx pour K

nNK

compact c

La démonstration des théorémes 1.1 et 1.3 se fait en plu-
sieurs étapes; on commence par transporter les .champs Xi et
1'opérateur G d'un voisinage de x,€ @ N 0 sur un voisinage de
1'unité d'un groupe de Lis nilpotent stratifié ([3], [6], [14]1),
de sorte que les champs images da_s Xi soient convenablement
gpprochés par des champs invariants a gaut:he ')’(:- i nous nous
distinguans de ([6], [14]) en considérant des groupes de méme
dimension que M et_ceci gr@ce & nos hypotheses (1.2)(1.3). Les
opérateurs G = - 12;1 ')\(i sont homogénes (de degré 2) sous 1'action
d'une famille ce dilatations hy (raj, 11a]) et plus géréralement
notant (I1 1'opérateur sur le groupe déduit de G, st (?.,c 1'image
de t_zﬁ,, par ht on a la convergence, dans un sens raisonnable,
de Gt vers elorsque t 4+ o; les ht Jouent ici le rdle des
homotéties pour las opérateurs elliptiques. On exprime alors la
Fonctit.an spectrale e()) de G & 1'aide de la fonction spectraie
ey de Gt évaluée au point t'zx. Prenant ¢ ~\j7,\ on transforme
alers ls probléme du comportement asymptotique de e(3) en un

probléme de perturbaticns: déduire de la convergence Gt - ’0?
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la convergence & 1\, fixe de et(xo).

2. ESTIKATID!IS de NOYAUX

2.1 Régularité
Nous rappelons d'abord le résultat de sous-ellipticité concer-
nant les opérateurs (1.1) ([2], [9], [10], [1_3_]) mais en précisant
1'uniformité des estimations pour une famille d'opérateurs. Nous
utiliserons les notations suivantes: pour s € R, H°(B") est
1'espace de Sobolev usuel d'ordre s ; on note ""s sa norme et
s

A® désigne 1'opérateur (1+ ]D]z) /2 défini par transformation de

Fourier.

Pour un ouvert N de A" , on note T(N) 1'alg2bre de Lie des
champs de vecteurs réels C* sur 0 . Pour X € T(n) ad X désigne

1'opérateur dans T(Q) défini par : (adX) (Y) = [X,Y] .

Pour X,€ T(Q) (3 =1,.00,p), x(x1,...,xp) désigne 1'algébrs

de Lie engendrée par X1,...,Xp i s1 I est la suite

(11,--a,i‘<) 6 {1’onn’p}k on note 'I' = k et
(2-1) = (adx ec e adX )(X ) .
T
Soit @ un ouvert de I-!n; soit X une partie compacte de
fT(w) P telle que :
(2.2) v (x,,...,xp)e X ,VX€Euw: .s:x(x1,...,xp) =R .

Soit d'autre part 8 un borné de C&[m) 7 on considére alors la

famille a des opérateurs
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13}
(2.3) Q= iz=:1 XX +c .

pour (X1,...,Xp)€}{etc € R .
Nous avons alors ([2], [9], (107, [13]).
Théoreme 2.1. soit mecw® (2) i 11 existe £ > o tel que

pour
tout s € R .et tout couple de fonctions g st ¥ de .B(m1) veTi-

fiant p-T=9, 11 existe une constante C telle cue pour
tout G € a et tout u Eﬁ'(m,‘) pour lequel ¥Yuc€ Hs(m1) et
Y Gu€eH(m,) , on alt gue o * (o) et

(2.4) Fouly,.=sctllvaull + vdl}

wHema: ues 1. Les normes déns (2.4) sont celles de Ht(IBn)
(t=sout-= s+8) : on identifie en effet, en le prolongeant par
o , un élément de Ht(m1) a support‘comp’act dans m1,élément de
HE(R").
2. Comme on l'a déja signalé, ssule 1l'uniformits
pour G € 8 , des constantes C de (2.4) est & vérifier. C'est ce

que nous faisons maintenant en reprenant les principales étepes

de la démonstration donnée en ([107)

Lemme 2.2. pour tout o CCw, i1 existe un borné f, de
C“’(Bﬂ, et un entier r tels que pour tout (x1,...,xp)ex, i1
existe des fonctiaons a1 (3 =1...,net |[I]=r] de 8B,

?

telles que sur 531 on ait

3
2.5 V = gesey : Se—— = e
(2.5) J=1 n BXJ- 'IEI‘ 8.1 X
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- N \

Déranstration : soit x,€ w, et soit (x1,...,xp)e X i d'aprés
(2.2) 11 exdsts r et des suites I.--,I avec ‘Ij‘ <r , telles

A n
que les vecteurs X (xq) (3 = 1,...,n) forment une base de R .
I1 existe alors un voisinage V de x, et un voisinage 7 de
A N
X ,...,xp, tels que pour x €V et X

1 1
X (x) (3 = 1,...,n) forment encore une base de A" .

,...,Xp dans ¥ , les vecteurs

D'autre part pour (X1,...,Xp)€ Xon a:
n

X b

J=1 Ird 9%y
ol les by 4 pour |T|=r et j = 1,...,n sont dans un borné de Ca).
H

L'inversion de la matrics ((bIk ))j K = 1 n nous donne (2.5)
I = dgeesy
yJ

pour x €V et (X,!,...,Xp)e X N7 , les fonctions a, 1 pour
]

J=1...yn et 'I[Sr étant dans un borné de CT(V).

On obtient alors le lemme par compacité de 61 X ¥ et par par-

tition de 1‘'unité.

Lemme 2.3. pour tout , cCcug il existe £ > o0 et C tels
que

p
V(X reen X JEX, ¥ F € 2n) IF12 < of 2o I IR+ IFI2)
1 P 1 € =1 i
Déronstration : pour € < 1 on a 1'inégalité :
2 2 -~ af n2
vees @) RS X2 A

D'aprés le lemme 2.2, il nous suffit d'établir qu'il existe

€ >0 et C tels que pour |I|<r, et (X1,...,Xp)€ X on aiz :
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e ) s IxflE st X2 kel 0y

On établit ces majorations pour £ < 27 , ‘par récurrence sur

|Z] & partir du

Lemme 2.4. soit 8, un borné de T(w) et soit ® € ¢« Four
£ <3 il exdsts C telle que pour (X,Y)€ 8, x B, et pour
f 6-5(031) on ait :

Ioval2 _, <ctlixel3e Irels,_, + 193 3 .

Démonstration : 1& encore seule 1'uniformité pour (X,Y)e€ B,' x 8

1
de C est & vérifier. Soit € € 5{y) valant 1 sur 61 . Posons

oe —
Z:FA,Y]§,81=Z*A8 2,32= [5,,X8], et 55 = [5,7¢€] -

Suivant ([9], [10]) on a pour f € .b‘(w;l) :

Iz el _ = (5,77, %) + (8,7 7,F) = (5,XF,v%F) = (5x7,f) .

On cbtient alors le lemme en remarquant que pour T € 81 '
T* = -T+ a, a restant dans un bormé de C{w) , et que las
opérateurs Si(i = 1,2,3) sont bornés et de norme majorée incépen-

demment de (X,Y)¢€ 8, xB, , de HS(®E") dans Hs-28+ 1 (®").

1 ]

On se fixe @y ccwi £ est donné par le lemme 2.3 et 1'on a

Lemme 2.5. il existe C telle que si G € a et si
u € Lz(e,,,) N é“'(m,l) est tel gue 1'on puisse écrire sur

o, Gu = ~ X, £y + o avec £, GLZ(w1) (L = 0,004,p),

glors u € Hg(%) et @

P
(2.6) ufZ < o ¢llull3 +

YA

i=o
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Démonstration : ce lemme reprend la proposition 3.1 de ([7]) .

Soit V, 1'adhérence de .D(m1) dans 1'espacs

{u ELa(m] /Yi=1...,p: X, u et.z(m1) }
Notons V' le dual ds V, (AP~ .B'(w1)). On déduit du lemme 2.2
1'injection : V&g Ha[m,l)‘. De plus, C st C' notant des constantes
indépendantes de @ € @ on a pour u €V, :

ol < ol < G e ul, + ul) .

D'ﬁtre part pour 'FiE L2(m1) (i = Oy++s,p) ON &

f A 9
o ¥ Py Xi f‘i €V avecp o
Z f =
IFe + % 1"\,, ;o el

Il suffit donc de vérifier qus tout u € L2(a,) N &' (o,) tel
que Qu€ V' , est dans V,. Pour un tel u , on pose, suivant ([7])

ug = g1 -52A)-1 )

ol £ € .B(m1}./aut 1 sur supp u, ol u est le prolongement de u par o ,
et ol (1'-6215)—1 est défini par transformation de Fourier.

uae Hﬁ(m") cV, , u, converge vers u dans Lz‘(m1) lorsque § + o et

§

on vérifie que Gu, est borné dans V'(cf [_7_]) 3 par suits ug est

6
borné dans V, et u €V, .

Démonstration du Théoréme 2.1

Soient g et Vv dans ﬁ{m1) tellespdua @Y = § s étant donné

posons R = ¥ As @ » Ecrivant o= -?_:1 x?-«-x, y Xo étant un opéra-

teur d'ordre 1 on & :
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(2.7) [(@,R] = é X Fy +F,

avec F; = 2[R, X,] et Fg= Xq:R] + g Xy X0 R1D-

Le point essentiel est de vérifier que les opérateurs F 5 sont
d'ordre < s y qu'ils ont leur noyau porté par supp ¥ X supp P at

que pour une constants C indépendante de G € ¢ :
(2.8) VueH (o) IIF ule =cllvullg

Maintenant si u E.D'(m1) vérifie Yu € Hs(m1) et YGu € Hs(mj)
onpose v =Ru. Ona Gv= RGu + [G,R]Ju ; on déduit de (2.7) et
du lemme 2.5 que v € Ha(m1). Enfin on & gu= AV = [A ", 7] Ascpu

et pour £ <1

oo, , o= IMgx ool

On obtient (2.4) en reportent dans cette majoration les

estimations (2.6) et (2.8)

2.2.Estimations "& 1'intérieur™

Nous allons déduire de la sous ellipticité des estimations
concernant les noyaux de ‘certains opérateurs liés aux opérateurs

.G (on peut penser en particulier aux projecteurs spectraux).

No}.:s COMmmENgoNsS par préciser'uh point concerrnant les noyaux
d'opérateurs: soit P l'ensemble des opérateurs bornés dans La(Bn),
de norme-<-1 ; on munit P de la topologie de la convergence forte

gui est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
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parties compactes de LZ(ZB“) . S1 E € P, considérant E comma opérant
de A(R") dans £ (R"), on définit une distribution &e& (B4 (R"))
et 1'application E 2 € est clairement continue. Suivant le théoré-
me des noyaux de Schwartz ([1_5] proposition 25) on associe & € la

distribution e € *( R" x B") telle que :

V(st)eﬁ(:ﬂn)x-ﬁ(ﬁn) 1<8,p@ ¥> = (Evta)

L&) .
De plus

Lemme 2.6. 1l'application qui & E associe son noyau e est

continue de P dans &' (R"x R") .

Nous nous donnons maintenant une famille d'opérateurs (1.1) :
T étant un espace métrique compact et @ un ouvert des A" , ONn se
donne pour tout t € T des champs Xi te T(w) pour 4 = 1,...,p et
. ‘

une fonction cy € C*(w) - On suppose que :

(2.9) Les applications t < Ct‘et t 4 X, . sont continues de T
7
{ dans C™(w) et de T dans T(y)

. . . n
(2.10) YteT, Vxew:.;x(x,,t,...,xp't)=n .

Soit T, € T ;5 pour tout t € T, on considére un opérateur Et
autoarjoint dans La(m). On suppose que pour tout t € T, tout

u ELZ(ZBn) et tout entier k d:Etu € Lz(m) et qus :

(2.11) © VYkeXN : sup

o e, <+
teT, ”‘jr:-z(w)— 1 L (w)

Nous avons alors :
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Proposition 2.7. sous les hypotheses (2.9), (2.10) et (2.11),

le noyau e, de E, est C® s t la famill est
y £ L © ur gXwm € e (et)t€T°

bornée dans C(wx w) -

Démonstration : la compacité de T et les hypothdses (2.9) et

(2.10) nous permettent d'sppliquer le théoréme 2.1 a la famille
des opérateurs Gt(t €T).

Soit mcc o et soit g€ Hw,) i on déduit alors de (2.11) et
du théoréme (2.1) gque pour tout entier k , i1 exists une constan-

te G telle que pour tout t € T, , et tout u € La(m) :
loE ol =g llull 5
ol €& > o est donné par le théoréme 2.1.
IL en résulte que gE u € Cw) et que pour tout g€ N"

i1 existe Ca telle que pour tout t € Tg » tout u e Lz(m) :

o (0% u)(x)] = Gallulle o

Par suite les opérateurs D%E, @ sont de Hilbert-Schmidt et

ont leur noyau eg dans Lz(mx w) i de plus :
i, A
(2.42) Vo €N : tzuq_ l]egnz <+ ®.
° L (ox o)

Au sens de 5'(wxw) on a eg(x,y) = Dgeg (x,y).

De plus Et étant autsadjocint on a :

o(x) e (xy) oly) = e2(x,y) = egly,x) .

On en déduit que pour tout € ' D:'eg et D?: eg sont

dans Lz(mx w) ; par suite ef € Hox o) et utilisant 1'équiva-
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lence de normes sur Hﬁ(mx q)) :

leC-,d ,  scte. X 0%

el + [Ip%ell
H'(oxwo MEY x Lz(w ) YO 2

X wxm)

g sont bornés dans H‘g(mxm) pour

tout entier g , et la proposition suit .

on déduit de (2.12) que les e

2.3. Estimations. "sur le bord"

Nous voulaons maintenant étudier le cas ol les opérateurs Et

ne sont plus définis sur tout @ i nous nous plagons toujours
sous les hypotheses (2.9) et (2.10) et nous supposons de plus

que

(2.13) VteT: cy € L®(w) et tsng”'ct"La(m) <

Pour tout t € T on se donne un ocuvert ﬂt C wi on définit

alors 1l'espace Vt comme étant 1'adhérence de .B(Qt) dans 1l'espace

+ @

2 2
{uEL,(Ot)/ Vi= 1,000,p ¢ Xi,tu €L (Ot)}.

Soit at la forme hermitienne continue et coercive sur Vt :
>
at(u,v) = L { = xi,t u . Xi’tv + ctu.v} dx .
t

T1 résulte de (2.13) qu'il existe une constante C telle que

pour tout t € T et tout u evt an ait :

2 < a,(u,u u 2
(2.14) I ll\,t glusu) +cfl llL2 (0,)

On note (At’D(At)) 1'opérateur défini par le probléme varia-

tionnel (Vt,Lz(Qt) , at) : c'est 1l'extension de Friedrichs de
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(tz,c » H(0.)).

On considére alors pour t € T, c T des opérateurs bornés

Et , positifs autoadjoints dans Lz(nt). Nous supposons que ¢

2 2
(2.18) vkenN,vuel(n): dEucL ()

(2.16) YKk EN : sup _ sup l&e ol , <+ =
teET, ”uﬁ 2 =1 L .
L*(a,.)
Nous supposons de plus que pour tout t € T, st tout u €

u GLz(Ot) :

(2.17) Yk eN , Vg € Ha) cdeEtuevt.

Remargue : le paregraphe précédent correspond au cas ol
m = @ pour tout t ; alors (2.11) implique (2.17). Mais notrs

conclusion est ici plus faible et de nature différente :

Proposition 2.8. sous les Hypothéses précédentes le noyau

e, de Et est b" sur (p.N nt) x (o N Qt) . La fonction

et(x,x) est positive sur wN O et pour tout o € Hp) on a:

(2.18) sup f [(x) [2 et(x,x) dx <+ .
t €T, wﬂﬂt

Le feit que e, soit C¥sur (0 N B) x (0 N 0_) résulte

immédiatement de la propeosition 2.7 eppliquée & un seul opérateur
sur l'ouvert o N Ot : d'autre part Et

par hypothése, on a et(x,x) > . Pour démontrer 1'estimation

étant positif autoedjoint

(2.18) on utilise le fait que 1'intégrale de (2.18) est la trace

de l'opérateur g E o et on estime cette trace & l'eide de majora-
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tion de n-idmes diamétres. ([1]) .

Nous notons Wt l'espace des u € LZ(Ot) tels que Gtu € Lz(nt)
et tels que pour tout ;peﬁ(m) q,uevt .
Prouvons d'abord le

Lemme 2.9. soit 0 CCwi il existe € > o et pour tout
couple (¢, Y)€ ﬁ(q)x‘ .ﬁ'(‘m1) tel que ¢ Y=g , une constante G,
‘telle que 1’ pour tout £t € T 1'epplication u =+ ?ﬁ prolonge-
ment de pu par o sur :Fln\ﬁt est continue de W_ dans He(Bn)

t
et :

vuen, U2 sofloc,ul 5+ lval

|

Démonstration : eppliquant le Lemme 2.3 aux fonctions de

ﬁ(m1 n Dt) y, on cbtient qu'il existe € > o et C tels que : si
pu€ Vt alors ;G € HS(Bn) et
(2.19) loully <clloul -

\"
t
Donnons nous u € Wt; remarquons d'abord que pour tout Eﬁ(m)

et tout 1 = 1,..0,p {Xu= X Lu- xi(z;).u est dans Lz(o't).

Pour veﬁ(ot) on a - |

(2.20) at(q, u,v) -at(u,q;v) - i",[o Xi’t((p) [u.xi’tv -Xi’tu.v]dx
t
1'intégrale définmissant e.t(u » pV) ayent un sens d'aprés la remar-

gue précédents; mais pour v E.B(Qt) y PV E ﬁ‘(ﬂt) et :

(2.21) at(u,q,v)= <Gtu 1§ V> py (Qt)x-D(Qt) =Lt ] G.,cu oV X .



XI-17

On reporte (2.21)dans (2.20); puis par densité on peut pren-

dre \/EVt et choisissant v = gu on obtient que :
p

(2.22) at(;pu,qpu)= Re [ q;Gtu-ng dx+f (_i=1]Xi t(rp)‘z)lulzdx
0t Qt !

D'apres (2.9) 1les X;  sont bornés sur g, et le lemme résul-
s

te alors des estimations (2.19),(2.14) et (2.22)

Remarque : on déduit aussi de (2.22) et (2.14) que

o uujts cfle i+ %

L2(a,) (nt)}

ce qui prouve que Wt est un sous espace fermé de

{ue Lg(nt) / Gu € Lz(ﬂt)} < W_ est donc un espace de Hilbert si
on le munit de la norme :
2 2 2
llu"wt = {"Gt I’Lz(nt)+ I “‘-2(“1;)} .

Par récurrence sur g > 4.on définit les espaces

e fet 1 et

murnis des normes :
o (A 1

ol
" : ¢

On convient que W2 = Lz(nt) . On a aussi

2 k 2
(2.23) wh - {uet_ () / ¥k =100, : Gou €L%(0,) et
VK.=O,ooo,z-1 G.:U ewt} .

On note z,’é la boule unité de -Wﬁ et pour ¢ € Hou)

dj(‘? Z“f:‘ ) La(ﬂt)) (5 = 0,4,00. ) 1o j-itme diemdtre de 1'ensemble

¢ Tf dens Lz(nt) (t117) .

Nous avons alors :
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Lemme 2.10. soit Wy CCw et soit € > o donné par le lemme
2.9. Pour cpéﬁ(m) et pour £> 1 il existe une constants

C=20C(2, ¢) telle que :

VEET, Vi=o e 1 g, L3(0)) = c(145)” % 4/n

/
Démonstration : donnons—nous @g yese; @ , € 5 w) telles que pour

i = 1,0.0,! . ?i-1 .@i = ¢i—1 .
Soit B une boule contenant 61 . I1 existe une constante C,

telle que si T' désigne la boule unité de HE(B) ona ([2]) :
Vizo dj(z',sz_(B))S c,(1+3)” %n

De plus pour tout p > o0 , i1 exdste un sous espace §p. de

n
codimension finie et majorés par (Cfu.) /28, dans HS(B) , tel qus

2 2
(2.28) vues = pfu < [lull
b 2(8)  H(s)
p>o et @u étant fixés soit ¥, le sous espace des

7

u€ Vt{: tels que @J' € §u pour tous les indices i et k tels
B

queo<k<i<g-1. (Yt est bien défini grice & (2.23) et au
Lemme 2.9).

On déduit du Lemme (2.9) et de (2.24) qu'il existe C (dépen-

dant de @aree*1Gy » mais indépendant de p telle que tout t€ T ,
tout ue\’lﬁ :
k 112 k1 112 k 112
ulle, GGull <C {llo;, o @ ull + Jlos o G ull } .
iﬁ’t LZ(Ot) { i+1 t LZ(nt) i+1 °t LZ(nt)

Par récurrence sur i on en tire que pour k< ¢ -ion a:

i k 12 i 2
ll:‘-”(pz_i G'tu” 5 < Cl” G:u”w::
L"(q) t
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et pour i = L on obtient que :

2 2
(2.25) WHloaull®s, = cHul
L*(n wl
t t
Soit (1 --nt) le projecteur orthogonal dans Wt sur ¥, .

n
m, est de rang fini < L_(!g-_ﬂ_) . (Cop) /28, et on déduit de (2.25)

que pour tout t € T et tout u €W€ :

2
(2. 25) p,!' ©oU ~ P U

L%(n,)

< c‘”( 1 -nt)uuz < c"ﬂun
wl We
2 25 )%
L'entier j étant donné on choisit y = C, .(m N de

sarte que LI est de rang < j i on tire alors de (2.26) que

dJ(QQZé , Lz(ot)) <2, ct. (H%JTF))- o

On achéve la démonstration en remarquant que zf:c 2; et

que par suite :

do(‘PoZﬁ ’ Lz(nt.)) =1.

Démonstration de la Proposition 2.8 : soit ¢ € ﬁ(m) ;7 soit

®m CCo tel quse ©4 D supp @ 5 soit alors € > o donné par le

Lemme 2.9 .

I1 résulte des hypotheéses (2.16) et (2.17) que pour tout

£ 2111 existe C telles que :

VEET, EqIcC.I
On déduit du Lemme 2.10 qu'il existe C' telle que :
2 . \=E
(2.27) YteT,, Yi=o0,%...: dj(?th,zg,L (6,)) <c (1+3) 2/n.

Choisissant £ > n/€ on en déduit que 1'opérateur PEL P s

positif autoadjoint est dans la classe C1 de (l'_1]) et sa trace
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est :
tr((ptha) / ]q,(x)| e(xx)dx ;d‘j((petq) L(n )) .

et on conclut en utilisant la majoration (2.27) .

3. HOMOGENEITE
3. 1 s Notaﬁ.ons

, Le but de ce paragraphe est de définir pour les champs Xi de
1'introduction une "partie principale homogéne". Meis auparavant

nous précisons quelques notations empruntées a ([37, [6], [14]).

Dans touts la suite de ce paragrephe la suite
0 = Vg < vy <eee< \.;r= n est fixée; on définit la fonction poids
[]de {1,...,n] dans {-1,;..,2'} en posant [j] = k pour
% q<dSy - Pour £>0 on définit h €6 L(B") en posant

ht(ej) - £0; ey ((e’,_.;.,en) étant la base canoniqﬁe de :Bn).

On dira qu'une fonction .1"‘ est homogéne de degré p si pour

tout t >0 f o h_= tP.f j.de méme un opérateur différentiel

t.
T (& coefficients C“) séra dit homogéne de degré p si pour tout
t>o ~h T =tPT (h T est l'cpérateur imege de T par h, défini

pour u‘e.B(:a”) par (h, T)(u) = (T(uah )} eh 1) .

Par exemple la fonction g+ £% est homogéne de degré
[a] 32 ay (3] , st 1'opérateur §°' 3 § est homogéne de degré
(3]-1[e] -

Suivant ([6]), nous définissons 1l'ordre d'un opérateur en o
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de la maniére suivante : on munit d'abord B" de la "norme homgé-.

h !gl = { Z ‘gj }2 gui est une fonction C% sur Bn\ o,

homogéne de degré 1, ne s'annulant qu'en o.

Pour un voisinage U de o , on définit C:[U.) 1'espace des

fonctions "nulles & l'ordre m" en o (m € Z) en posant :

c:(u) = {uecu)/ |u(e)! =0 (]gl™ quand £ o} .
On dit alars qu'un opérateur T de CZ[U) dans C(U) est d'ardre
<peno (peZ) si

vym Tcu) ccd_ p(U) .

Avec ces définitions un opérateur T = Z a 3% est
@ <k o E
d'ordre < p en o si et seulement si pour tout ¢ a 6 C[ ] - p(U) ’

ce qui équivaut & dire que pour tout o et tout R tel que
- . (3B -
(8] < [e¢]-pona: (ag aa>(o) =0 .

A un tel opérateur d'ordre.<'p en o , on associe sa pertie

» /\ » o
homogéne de degré p , T , définie par :

e Z Ba Y(o)eB . 3%
(3.1) T = = o8 gj_p (a§ Jole /81 CH

~ .
Il est clair que T - T est d'ordre <p - {1 en o . Notons

aussi que pour tout borné R de S(R")

(3:2) | t (ht*T)F T 0f
la caonvergence ayant lieu dans ﬁ(:ﬁn) et étant uniforme en f € R.
(Noter gu'il existe un-compact K tel gue supp f.c K pour tout £ . .

de B et que h, T est défini sur K pour t assez grand).
»
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Notons enfin que si T et S sont des opérateurs d'ordre < p
et d'ordre Sq; eno, T.5 et [T,8] sont d'ordre <p4+geno , et

. . AN AA
pour ce qui concerne les parties homogénes T.S = T.S et

-\
(T.s] = ﬁa/s\] *

3.2. Le Théoreme 3.1

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une
variété réelle , C® de dimension n ; x1,...,xp sant des champs ds
vecteurs réels , C” sur M . Nous notons Vk(x; x1,...,xp) le sous
espace de T M engendré par les vecteurs XI(x) pour |I|<k .
(Notations de (2.1)). @ étant un ouvert inclus dans 0 nous

supposons que
(3-3) Vxe(n; Vk=1,-co,r: dika(xiXA‘,.-.,Xp)-_-\,k.
Nous avons alors le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3.1. : soit xo€ w» 1l exdiste deux voisinages

HCEC Wy CCw de x4 , un voisinage U, de o dans : y et une

application ¢ C® de 61 X @, dans R tels que :

i) pour tout x € 51 1'epplication @, : y * 8(x,y) est un C%
difféomorphisme de ¢ sur ex(“’“) , tel que ex(x) =0 et

ex((nn) > Uo .

ii) pour tout x 661 les champs X, . images de X, par €
?

(f =1,...,p) sont d'ordre <1 en o .

A\
iii) si 1'on désigne par X
’

4 x la partie homogéne de degré 4 de

A
)(i % ! les champs Xi x engendrent une algébre de Lie nilpotente
? ?
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de dimension n et :

=" ) o
VEEeR , Vk=1,...,r dim vk(g,x1'x,...,xp,x) =y

G m1

Ce théoréme s'inspire de ([6]), bien que pour des raisons

N dépendent différentiablement de

techniques le schéma de la démonstration soit différent. L'origi-
ginalité par rappaort a (fs] , [14]) est que sous 1'hypothése
(3.3) on "approche" 1'algébre de Lie engendrée par les X;s par

une algebre de Lie nilpotente de méme dimension que M .

3.3. Démonstration du Théaoréme 3.1.

Soit x € wi nous choisissons des champs Y1"“’Yn de la
forme —
(3.4) Yy = NPT RELIE: X (a; 7€ CTM))
de sorte que les (Y1(x°),...,Y‘k(x°)) forment une bass de
Vk(x° i x,l,...,xp), pour tout k = 1,...,r. Il résulte de 1'hypo-
thése (3.3) que pour x voisin de x, les <Y1(x),...,Y\"(x))

forment encore une base de Vk(x i X1,...,Xp) et par suite au voisi-

nage de x, on a :

05 A=
(3.5) 7 =i P (bg, 5€ ©%)
Regroupant (3.4) et (35), on obtient gue pour toute suite

J = (31,...,35) € {1,...,n}£ on a, en notant [U]=[j ]+..c +[4,]

et Y, = (ad Yj1... ad YJ.L_1)(YJ‘£) :
3.6 Y, = oy dec™ .
I O T e e
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n
Pour E€ R" on considere le champ Yg = Z §j'Yj .

J=1
Notaons &(ti x, §) le groupe local a un paramétre associé a Yg H

(3.7) { w el

3 est défini et C* sur un voisinage de (o, x,,0) dans

R xMx B" et vérifie
(3.8) Vrlr|<s1: #(ttix, g =38tix,rg)

I1 en résulte que % est définie sur un ouvert du type :
J1-2,2[ X g XUy 0l v, et U, sont des voisineges de x, et o res-
pectivement ; on pose alors eo(x, €) = 3(1i x, E) et o, est 1'sppli-
cation : €4 o(x, E) . On a : n

dwx(ﬂ) e = j=1 ‘HJ Yj(x)

Quitte & restreindre @, st U; on peut donc supposer que les
o, (x € mo) sont des C% difféomorphismes sur leur image ; on
supposera aussi que U, est symétrique et que pour un voisinege
®) CCap de X, on & q;(w1'xU°) Cap -

Prouvons d'abord le

Lemme 3.2. : soit fEC®(w,) i la fonction @

h(x)t) = ( 3%-(F 00) (Yt E))
. Yy = m(X,-,E)
est C” sur wy % Uy et sa série de Taylor en £=0 est :
k
o8 2 (B e e
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Y

Démonstration ¢ si l'on note e §f= f cpon a:
e 3 e
n(x, ) =(e 5. 52 e 50) (x) .
5

Pour (x, E)€ my XU, on & o(x, -E)€q, et il est alors clair

que h est C” sur (g X Ug -

I1 résults de (3.7) et (8.8] que la série de Taylor en E=0
de f o @ est

1

6.9 (Foallen o Xy g 05P)(

et la série de Taylor en £ =0 de g(x, €) = S%-(foq;)(x, E)

=
est alors :
o8 (Yo, 1)

ot pour deux champs X et Y an note @

X ¥) = e (e X Tyxa Lol 4 v X)L

Ré-appliquant (3.9) on obtient la série de Taylor de

h(x, g :

k
AZ(_Y a)k“" .G(YDEYi) f)(x)

h | .
(Xs §)~ k>0 <D=O (k-p)! p1
Le lemme résulte alors de 1'identité suivante (cf.[8]) :

pour deux champs X et Y on a :

' k k
Z (x)P  SxPvy) _ (=dx) (v)

P=0 (k-p) ! °  p1 (k+ 1)1

On utilise alors (3.6) pour développer le terme
k
(ad Yg) (Yj) : —

k = . .
(ae0) feavglry) !Jgk msztﬁafm ¢ g oY
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ol J = (31:" )Jk)e {1," vn}kv EJ=
la sults (31! ujk:\j)e {1v' oyn }k+1
On déduit de (3.10) 1e

vey et ot JUJ est
i

Lemme 3.3. : soit f € C”(@,) et soit h comme au Lemms 3.2.

Alors

(x, 8) = (v,F)(x) + 2. 9 ¥y (00 ) (ke

1<[J]=<r-1 (JJ]+ )
[L1=[Y]+ 3]
+0(|g") .

Nous avons alors la

Proposition 3.4. : avec les notations précédentes, pour

x €wy , les champs (cp )* Y sont d'ordre < [j] en o .

Démonstration : soit T, 1'image de aanar o, « Pour f € CTa,),
~J

on a, en notant h la fonction introduite au Lemme 3.2.

(r, o le)) - ;Ej-('fo;x)t.e) - o8, €) -

Soit g € BH(U,) ; alors £ =g , .;,;’e.&(m,) et

Notant Z.j,x 1 imege de Yj par q;:‘ on a aussi :

(vF g (&) = (24 ,5) (8)-

On déduit alors du Lemme 3.3 que :
n

C52o)(e) = (2,00 (9 + 2oy 2,092, ,5) (9) + (1)

ﬂ
avec

(a.11) ZJ,L(X' e) - [L]-[J];[J]<r 1 (%3‘8)1)! Yt ‘(?x(g))'
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Notons A la matrice ((ZJ,L)) ; soit B = ((Zj,z))

j,j=1, ceeey
la matrice : B = —A+A2+...+(—1)r- 3 1- Puisque A =U(‘§” on a

(1d+B)(Id +A) = Id+0(]g| ) et on tire de (3.11) :

0+ 2T 000 ZE00 +oe):

(3.12) (z, q)¢)

Ecrivant que : n

J,x = 3E,

%*z=1ddh'gag

on tire de (3.12) que E'J,‘ = ;j,g*'o(lg!r) .

Enfin 2 i, est somme de termes de la forms :
?

...z avec g <r-2.

ity Tt

Tenant compte de (3.11) on en déduit que

y e C f' {

J z(x ) € [e]- DJ(UO) et finalement que

~,j z(x . JECT (] - U](Uo) , ce QL'li achéve la démonstration de la
proposition.

Fin de la démonstration du Théoréme 3. 1.

On définit § par : o(x,y) = o (y) = oy (v). 0 est défini
d'un voisinage de (x, X,) sur U, i 1l'epplication
(x,y) @ (x, 8(x,y)) est 1'application réciproque de

(x,8).% (x, p(x, €)) et g est C¥; de plus o(x,x) =

Pour satisfaire le 1) du théoréme il suffit d'ajuster

les voisineges w, , w, et U, , en les restreignant si nécessaire;

nous supposons dorénavant que ceci est fait.
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Soit X . = (ex),,xI i Xp, est aussl défini par la formile
(2.1) & partir des X; , » 8t est d'ordre < |Z] en o .
H
Prenant les parties homogénes aprés avoir appliqué (ex)* a
(3.4) (3.8) et (3.6) on obtient :

A

{ Zx 'I'Z:[j] aJ,I( " X7,
2

9" {5]2:‘1‘ I,,j x Jyx

(3.14) [231,x , 32"‘] -

(3.13)

3 N
(33= 13,3+ %] (ORI
Il est sous-entendu, dans (3.14) que si 1+ 0,1>r,
la somme du terme de droite, portant sur un ensemble d'indices
J vide, esf: nulle. I1 résulté aussitft de (3.14) que les Z i,x
engendrent une algébre de Lie nilpotents de dimension n dont
les Y:(,J '32)(x) sont les constantes de structure. On tire de
(3.13) ;:;.13 les i'\i,x (1i=1,+++,p) engendrent la méme algdbre
de Lie et que ‘pour tout k-, 'V (g;/x\

1,%x°°" ’/;(;,x) est 1l'espace

engendré par les Z (g) pour [j]<k.
I1 résulte de (3. 12) que 1'cn a

P X
DR T DI - I - 5%

pour certaines fonctions Cg I(X)G Ca(m1) . Par conséquent
’
A
les Z 5 x(g—) sont pour tout £ € Bn indépendants et par suite
1

n AN 2
pour tout £€ B ; dim vk(§;x1,x""’xp,x) =y -

On achéve la démanstration du théoreme en remarquant gue
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)(i < dépend differentieblement de x € g puisque @ est C% des

1

deux variables (x,y), et qu'il en est de mime de /X\i , qui est
]

un "développement limité". (cf. (3.1)) en E=o de Xi <
H

3.4. Etude des opérateurs homogénes =~

A
Nous étudions maintenant les opérateurs assaciés aux Xi <}
. H
on renvoie & ([3]) pour une étuds plus compldte de certains

aspects du probléme.

On rappelle que les champs /X\i " (1=1,...,p) sont homogines
9

de degré 1, dépend nt différentiablement de x st vérifient :

AN\ A\
(3.16) V E€R", Vk = 1,000,r ¢ dim Vk(’i*"x1,x"“’xp,x)"k'

On déduit de (3.1) que, comme tous lss champs homogénes de

degré >'1, les &\i x sont formellement antiadjoints. On pose @
?
. P
' 2
(3.17) Vx € m, 6‘X=-; @,x)

Il est clair que les @x sont homogénes ds degré 2 et

formellement autcedjoints positifs. Nous avons :

Proposition 3.5. i) Pour tout compact ;’2 Cwmy » tout

compact K de L2(H"), tout compast T de €\ fo, e, et
tout- £ > 0., il existe un-borné 8 de L{R")-tel gus :-
V(x,fp)€ o, xKxT, Ju €8: “(6\,(- pu - fll, e

ii) Pour tout x€ @ » AXA") est dense dans

Dé;) a {ueLa( R")/ f_z\xus Lz(}in) 1 , et 1'opérateur

N 2ran
(ﬁ\x . D(Ax)) est positif autoadjoint dans L°(R'") -
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Remarque : le ii) est prouvé en ([3]). nous le déduirons
aisément de 1i).

Démonstration : soit Vx 1l'espace de Hilbert :

= {u€ LZ(B”) /Vi=1,...,p: /X\'xué Lz(Fn)}

et soit a la f‘ome hermitienne continue et coercive sur V :
o, urv) =Lf (x, u)(xi Sde .
[ Ko

On def’im.t donc par la méthode variationnella un opéra-
teur A D(A ) positif autoadjoint dans L (ZR ) (I1 n'est pas
clair que le D(\ ) ainsi défini coIncide avec celud défini en

11) 5 nous le prouverons par la suite).

Fixons nous ;@K,I‘ et £ ; i1 existe un borné B, de AR")
tel que :

(3.18) Vfek, 3geB, : [IF-gllo se/2 .

Pour p€r st x € E)z s 1l'opérateur (Ax- p,)- est défini, et
borné de LZ(ZBn) dans V_ , de norme majorée indépendemment de

LnET etxe'&é :

(3.19) IR -w"sg A, = el
2 _ sup 1+t -.
avec Cj u.ué?‘ tE[O lt-ulZ) <+

Soit ¢ € H(R") , € valant 1 au voisinage de o ; pour
=5 > 0 et pour u = @- p.);', on a, compte tenu de 1'homogénelté
des g(\i,x et de /A\x : P
( ﬁ\x- p)(Ceh_.u) = ((oh )g - 2s Z(;(\ (L) ehg- Rou+

i1 s “i,x

+s( (g) hg Ju .

On déduit alors de (3.19), que C étent une constante indé-
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pendante de p €T , X € v, et g € L2 (B") on a:
G -wcan (A )" - (Can)all, = cls+ )l -

or (¢ o hs)g - g dans LZ(ZBn) lorsque s % o , uniformément pour

g€ 91 i on en déduit qu'il existe s, assez petit, pour que :

(3.20) VgeB, , Ve, [@-u)(con, JA-4)"5-gllse/2.

De plus (3.16) et la différentiabilité en x des champs
/)'(\i x noué permettent d'eppliquser le théoréme 2.1 sur tout compact
!
de B"; on en déduit que R, = J U (ﬁ\- IJ-)—1 81 est borné
0 n€r xe€my *
dans C(R"). Par suite (C » hg )32 est un borné ds A{R") et le i)
o

de la proposition résulte des estimations (3.18) et (3.20).

Tl résulte de i) que pour tout x€ @y s BH{AR") est dense
dans D(K; )i par suite A, est la plus petite extension fermée
de (é: , ﬁ(Bn)) et par passege & 1'adjoint {A\x est aussi 1'ex-
tension maximale , i.e. : b(Ax) - {ueLz(:a”)/ GxueL2 (®")3.

le ii) de la proposition est alors clair.

Nous voulons donner maintenant quelques propriétés
~ .
spectrales des opérateurs Gx i nous utiliserons la Théoréme

suivant (cf Kato [8]) :

soient (An , D(An))ne n ot (A.D(A)) des opérateurs auto-
adjoints positifs dans un espace de Hilbert H j on note En(x)
et E(A) les résolutions de 1'identité associées & ces opéra-

teurs. On suppose que An converge vers A &u sens suivent @
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I1 existe un sous espace B dense dans D(A), tel que pour tout

ude &, u est dans D(An) pour n assez grand et

nl_}m@ﬂAﬂu-—Aul]H =0.

Théoréme 3.6. : i) pour tout peC\[o, [ et pour tout fEH:

nl,_}':"(An —p)7 e - (A~u)-1an =0 .

ii) pour tout )\ non valeur propre de A, et

pour tout f€H :

Lim l]En(x)f' - E(x)fIIH =0 .

. A
Nous notons /'R‘x la réalisation de G de domaine D(Ax) et

{E\x(x) la résolution de l'identité associée a /A\x .

Lemmg 3.7. : soit fe Lz(Zﬁn) :

i) 1'application (x,p) - (ﬁ;-p)-1 f est continue de
o x C\[o o[ dans L7(H")

ii) 1'application (x, l)"/E\x(l)f est continue de w,x Jo, =

dans LZ(IBn) et /A\x n'a pas de valeurs propres.

Démonstration : soit H (t>0) 1'isométrie dans LZ(H") définie

par :

(3.21) (Hf) (g) = ¢

/2

(f °ht) (g)

. . . n
ol v = ; k(\k'\’kﬂ) est la dimension homogéne de R ([3]) .

A
I1 résulte de 1'homcgénéité de /Cl que Ht<D(Ax)> = D(f‘\;)

et que :
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-1 A 2 A
HOVA H = £ R
Par suite on a :
| e R
(3.22) H' B (\) H = Ex(tﬁ)

On en déduit que :
IEL00F - B (2062 = [E,00F, 7) - E 0y, HA] et
IE,0) - B (£ 2)el2 < 2liell, [l4,r - #ll,

X

Lorsque t = 1 "Htf’-FHo'-' o et on a pour \,>0 :

(3.23) e { s [E0)F -8 00} =0 -
AR Ay ~ XE Wy

On en déduit que 'tout A, > o n'est pas valeur propre de A .

I1 résulte directement de 1'équation résolvante :
o -1 A -1 A T A -1
(Ax—u) - (Ax-p.o) = (p - uo)(Ax-u) (Ax-uo)

et de (3.19) que pour tout p € C\[o,=l oOn a:

(3.24) llm { sup "(A p)_1f - 6\\ -1o) -11"‘” }- 0 »
B, X€ g

Fixons x,€ w, i on a vu que H{B") est dense dans D(//\; ) et
1
il est clair, d'eprés la différentiabilité en x des champs

2 A
xi,x’ que pour tout q;e.B‘(:Bn)cD(Ax) :

x§g1lle¢ - Ax1q>ll., =0 .
On déduit alors du Théaoreme 3.6. que :

A -1 AN -1
(3.25) x];.i§1[[(Ax—:p°) f - (A*"- wo) Tflle = o
)
(3.26)  1im [ (x.)F -f-:\x (Ao)flle = o
x‘-')x,l 1
(3.24) et (3.25) donnent 1e 1) ; (3.23) et (3.26) connent 1e ii).
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Pour 8tre tout & fait complet il ne nous reste qu'd vérifier
que o n'est pas valeur proprs de ﬁ‘\x 7 supposons que u€ L2( ") véri-
fie Qu = o . On déduit de la densité de H(E") dans D(XZ) , ou du
fait que /A\x est aussi 1l'opérateur variationnel défini plus haut,
que :

0 = (ﬁ:‘u,u) =ax(u,‘u) .

i,x°

alors de (3.16) que u est une constante et donc u est nulle.

Par suite X, _u = o et pour tout I , /X\I u=o0j; il résults

A
Proposition 3.8. : le noyau éx(l) de Exh) est C®sur F'x R,
et 1'application (x, 1)~ §x(1) est continue de w,xJo , o dans
Cm(fﬂnx Bn) « De plus pour tout x€ g s la fonction

A2 éx(l 7j0,0) estr strictement positive et homogene de

degré v/2ou v = k21 k (%.-\1(—1) .

Remarque : pour tout x€ @ on peut munir R" d'une structure
de groupe de Lie nilpotent telle que l'algébre de Lie engendrée
par les /X\i,x soit précisément 1l'algébre de Lie des champs de
vecteurs invariants & gauche. On en déduit que éx(l) est un nocyau

de convolution sur ce groupe et an particulier on a :
(3.27) veeR :2(ig, 8 =28io,o0)

Démonstration : soit w, un compact inclus dans wy et soit [a,b]

un compact de Jo, = ; nous appliquons la proposition (2.7) en
prenant comme espace de paramdtre T = &2 x [a,b] , corme chemps

de vecteurs X, , =X, si t = (x,1), comme ouvert @ R" et
i,t i,x
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come' opérateurs Et =/E\x(1). Les hypothéses (2.9) et (2.10) sont
satisfaites grace a (3.16) ; /gxh) étant de norme majorée pear

(1 +1)k en tant qu'opérateur de LZ(B“) dans o(/; ’;) 1'hypothase
(2.11) est aussi satisfaite. On en déduit que les noyaux ax()‘)

sant pour xGBz et A\€[a, b] dans un borné 8 de c(®" x ®").

Or il résulte du Lemme 2.6 et du Lemme 3.7 que 1l'application
(x,1) - 'éx(x) est continue de mgxJo, = dans H(AR"x B"); par
suite elle est continus de 62 x [a, b] dans CIR"x B") puisque

sur le borné 8 les topologies.C® et &' colncident.
Uﬁ déduit de (3.22) que 1l'on a, pﬁur tout t >0 ¢
8 [t g, m) =tV 8 (Aingg, hen)
En particulier on a
(3.28) e (t%50,0) =tY8 (A50,0) -

I1 nous faut encore vérifier ‘que EX(A io,o0)>0 ; cela ré-
sulterait directement de (3.27)'mais on peut le voir de la ma-
niere suivante :

Ex(;\,) étant un pmjecteurf,orthogonal,' on a:

(3.25) , éx(x jo,0) = anléx(xi o, g)la dE 20 +

Supposons que éx()“' jo,0) =0, par (3.28) éx(), jo,o0) =0
pour tout A> o , et par (3.29) on a (ﬁ;(x)?)('o) = 0 pour tout
fe LZ(IBn) ; or pour f€ D(/R':) Ex()‘) » f dans D(Al;) lorsoue
AF+ o, et par suite ’s\x(x) frf dans_c"(rt”) lorsque A @ + o si

2\
fe ﬁ(:ﬁn) . On en déduit donc que f(o) =llim (Ex(x)f’>(o) = 0 pour
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tout fe H{R") ce qui est évidemment faux, et cette contradiction

achéve la démonstration de la proposition 3.8 .

4. DENONSTRATICON DES THEDREMES 1.4. ET 1.3.

4.1. Localisation

Nous reprenons les notations du paregraphe 1 : M est une
variété C® munie d'une densité positive dy(z) i met 0

ouverts de M ; les champs X por e X vérifient (1.2.) et (1.3.).

1
(A y D(A)) est une réalisation minorés autoadjointe dans Lz(n)
de 1'opérateur (1.1.) G ; sans nuire & la généralité, rous suppo-

snons que A est positif.

un note E(A) la résolution de l'identité associée & A ; il résulte
de la sous—ellipticité de G (voir Théortme 2.1.) que les fonctions
de D(Aw) = kgo D(Ak) sont C% sur w NN ; par suite le noyau
de E()) est C®sur (o N Q) x (0 N N) (voir proposition 2.7.).

On note e( % i x, y) ce noyau.

Le point x,€w N 0 est fixé: on note Wy 1 o s Ug BF 8 les
voisinages et 1l'application construits au théoréme 3.1. i on

supposera que U, est une boule de centre o.

Pour tout x€ 0, la densité dy peut s'écrire dans la carte
locale @ sous la forme : 52(x , £)Jdg , la fonction § étant
strictement positive et C® sur un voisinage de (x,,0) qui

contient g xU, i on note 5x 1l'application g- 5(x ' g) .
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Pour x€ ®, on définit les opérateurs o, de Lz(Bn) dans

Lz(mo) et & de Lz(m) dans Lz(u,,) par :
v ue L(E") Vyeam : (00)0) = (7, ) e g(y)

(a.1) {
vvel®(M) v ey, : (2v)(g)=(voe])(E)

On a les relations :

¥ Ilz

el 2y = Mz, (o °

Iz, =l I o = M

(B™)

(a.2) {

De plus §x et gx sont adjoints l'un de l'autrs au sens
suivant : pour tout u de LZ(ZBH) a support dans U, et pour tout

Ve LZ(M), on a

(4.3) f (exu)..v dy =.f u.(ixv) de
Wo Ug

On remarque encore qus @ opére de Au,) dans H{w,) et
se prolonge de ' (R") dans 5" (w,) st que § opére de c(m)

dans C=(U,) et se prolonge de 5'(M) dans 5 (U,) .

Conformément au théoréme 3.1 on note X =(9 )

1'image de X, par @ i pour u€ Cc®(M) on a donc :
' 1 -1
(X U) o ex i,x(u o e )
S 2 ~1
(x¥u)og, = & x;x(axuae )

Utilisant en outre le fait que :
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Xg'x(u.v) = (Xz’xu).v- Ue (Xi'xv)

on obtient qus :

(a.4) Y ue c(n) 8 Qu = G3au
ol Qx est l'opémﬁw

(a.5) Qo= &4 XF o0 Ry x* Oy
avec

(4'6) cxzcoe-ﬁ{g ix ix)(a)}/

Notons que (x,E) @ ¢ (g) est C* sur my % Ug
Utilisant (4.3.) pour ve H,) on obtient aussi que
(4.7) Vuedu,) Gau=@Gu.

Nous transformons les G’x par ht et nous définissons pour

t 21 sur ht(U,) D U, les opérateurs at,x st xi,t,x per
(a.5) X8 = ¥ {i NCPLY)
‘ Gt,xu = t-z{ﬁx(u'. ht)} 0 h:"
etona: 29:
Gp,x =41 X, t,x X,t,x ¥ Ct,x
avec

2
ct,x't : @ By :

" Suivant le théoréme 3.1 on introduit encore les champs
?i,» partie homogéne de degré 1 de X x ot les opérateurs
% de (3.17) partie homogéne de degre 2 de @ . Il sera agréa-
ble de convenir que pour t=+ o X
Al

Gt,x =a -

sE,x x',x ! Ct,x_
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Lemme 4.4. soit 'q;z un compact de ®, i les opérateurs q, .
H

et les champs xi,t,}k y -pour [t,x)€ [, «] x ;2 vérifient

les hypotheses (2.9) et (2.10) sur 1'ouvert U,

Démonstration : (ex)* étant un homomorphisms d'algébre de Lie
ona: |

’...’xp'x) =

= %

Vx€my, VEEU,, Yk=1,.c,r: dimvk(gix1,x

on en déduit que pour t€ [1, = [
L K

= %
Le point iii) du théortme 3.1 affirme que (4.9) a encors

(a.9) Vx€m, » ¥V EEUch (Uy) Y=ty eeu,r s cinV, (835X

lieu pour t=+e ; 1l'hypothese (2.10) est cbnc satisfaits.

Ecrivons le champ X, _ sous la forme Z a, (x,8) <=— ag .
,
: J

Les fonctions a, sont C” sur m, xU, et puisque X,  est d'ordre
?
<1eno, pour tout x€m, aj(x, .)G‘Caj_’(ue) ; on peut donc

écrire :

. Uy 7). e¥ O
1, = =1 [a].[j]-1_aj(x: 2.5 35
les fonctions ag(x , E) &tant C* sur wy XUg -

On a:

DD
-
Koot 1 (o S0 5

n
et S(\ 32

1x ™ 1 [0 j"‘ 0)-57 a- ‘

Le lemme 4.1 résulte donc du lempme suivant :
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Lemme 4.2. : soit c une fonction C® sur , xU, i pour

t€ [1, o on pose g (x, &) = c(x, hy'€) et C_(x, O=c(x,0).

Alors 1l'spplication t + c_ est continue de [1, «] dans

t
C‘”(m1 x Ug) , et 1'application (t,x) = ct(x , +) est conti-

nue de [1, =] x o, dans cu,) -
Nous avons aussi :

Lemme 4.3. : soit -"-’2 un compect de w, i soit B un borné de
A
H{E"). Alors G, u converge dans KRB") vers @ u lorsque
y

t % + o uniformément par repport & (x, u)e€ 52 xB .

Démonstration : il existe un compact K tel gque supp u c K pour

tout ude B j pour t 2 t

n
g21onaKk c:ht_(Uc) et G’c,xg ciR).

On vérifie comme ci-dessus que les cosfficients de ﬁ\’c X
9

sont des fanctions continues de (t,x)€ [t1,ca] X wy & valeurs

dans C(K) ; per suite les coefficients de G, , convergent
1

lorsque t # +e , dans C5(K) , vers les coefficients de G, .

uniformément en x€ 52 y et le lemme en découle aussitdt.

Pour u€ LZ(UO) [resp. Lz(m-,)] on convient de noter U 1le

prolongement de u par o sur A\ Uo [resp M\ u,] i en particulier

on note §x et Ex les opérateurs Exu = ‘é:ﬁ et ;xv = QXV .

De méme on prolonge E(A) en un projecteur orthogonal dans

~ . ~
Lz(M) s E (A} , en définissant E())v comme étant le prolonge-

ment par o sur M\ de E(U(V‘o) .

-

Pour te (1, , x€ 0, et A > o on introduit l'opéraﬁeur
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(a.10) Et’x(l) = Ho & E(t5)\) 8, H,

oli H, est 1'isométrie de L°(R") définie en (3.21)
Et,x(l) est un opérateur borné dans Lz(Bn) , de norme < 1.
Notmto=u,ne(m,nn) at ntxah(o),

on déduit de la définition (4.10) que le noyau de E (1) est

C® sur Q. x » €t est donné pour (g, ‘n)e « X Dt y par s

(a.11) &y (58, n) = €7 g (n7'e).s (WE ). e(tzx.e o T
En particulier pour taut x€ m1no . oEOt % et
(.12) Vx€w,N O : e(t2\ 5x,x) = tv(ax(o)>_2. oy (A 7 0,0)

On introduit encore les opérateurs F ()\), bornés dans

2(U ) et de normes < 1 définis par @

(4.13) V ue L2(U,,) : Ft’x(l)u = (et'x(x)ﬁ')lu
Le noyau de F, (1) est C*® sur (U,nn . )x (u,n x)

et y est egalaetx(x. E, ) -
’
Pour u et v dans L2(U°) on a :

e e m
f Fi x(AJuev d§=] n(ix E(t%\) gH.u) HV dE.
Uy R

-1
t

fu o(”t,‘xm“)" dg = fM(E(tzx)'éthﬁ’)- (BHY) @

et i1 est alors clair que Ft x(x) est positif autoadjoint dans
?

Or Ht?; est & support dans h_ v,c .Uo ; par (4.3) on a alors :

L2(U°) .
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4.2 Etude & l'intérieur

Nous passons & la démonstration du Théoréme 1.1 : fixons
nous un compact Eb C2w1 NQ ; il existe t, =z 1 tel gue pour
tout t 2 t1 et tout x € o_, Qt x contienne Uo '3 le schéma de

?

la démonstration est le suivant : utilisant la proﬁosition 2.7 ,

on prouve le

Lemme 4.4, 1'ensemble des fonctions e, x(k; .y .) pour
9

- . . @
t2t,, x€w, et A<1 estunborné B de C (Uo X Uo).

Ensuite on déduit de la convergence Gt

% — ak par une adap-
, J

tation du théoréme 3.6 1le

Lemme 4,5, pour tout A et tout f € L2(RF) , on a:

lim  {sup_ [E. _(NF = E_(A)F| } =0

t-o+o xE€a, B2t X L3R

On en déduit alors, ngc_le lemme 2.6 , la convergence dans
DR xR') dunoyau e, (A) de E, (A) vers e_(A) , unifor-
t,xt t,x X A
mément par rapport & X 6'52 : mais. sur le borné B8 1la topologie
. _

de ﬁ*(uo X UQ]. et la topologie de C (UQ X Uo) colncident ; par

3 ~ . . . Q
suite et,x(k’ .y «) coOnverge vers ex(l y oy o) dans C (UO x Uo)

uniformément par rapport & x € EE . En particulier :

4.4 lim  { su (x; 0,0)-e._(x 0,0 -0
(4.14) t_.1+aixs€p62 |et,x( ) =e( )1B;

Rappelons (cf proposition 3.8) que la fonction
X = éx(k; a, 0) est continue et strictement positive ; prenant

A =1 , regroupant (4.12) et (4.14) , nous voyons que nous avons
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démontreé la :

Precposition 4.6, sous les hypothéses du théoreme 1.1 ,

pour tout Xq € wNQ , il existe un voisinage @, de Xq
une fonction vy continue et strictement positive sur ©,

telle que pour tout compact K C @,

lim . { sup \7\-“/2 e(h; x, x) =y(x})]| } = 0
A-+eo x €K

nNQ , cn ait :

Il en résulte que la fonction

v(x) = lim )\-\)/2 e(X; %, x)
A"+ @ |

est définie sur o N Q , et se prolonge (de maniére unique !) en

fonction continue strictement positive sur o N Q.

11 nous suffit donc de prouver les lemmes 4.4 et 4,5 pour

achever la démonstration du théoréme 1.1,

Démonstration du Lemme 4 .4,

Nous avons déja vérifié que les opérateurs Gt « satisfont
s

aux hypotheéses (2.9) et (2.10) (Lemme 4.,1) (ici t €[ 1, =],

avec la convention G .
?

. cpérateurs F . <(A) , autoedjoints dans LZ(UO) , vérifient
? . .

&x) . Nous allons prouver que les

(2.11) , 1a proposition’ 2.7 donnant directement le lemme 4.4 .,

. 2 o~
Soit u €L (Uo) ; poscns v,=‘@x Ht u. ; ona

Mz, = e,
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soit w = E(t2 A) (VIQ) . alors w € D(AY)

@ w 2(a) e W k
Yk € N v e L%(a) et | "Lzm X v “idl 2 20

Utilisant (4.4) on obtient que :
§x Gk w = G’: §x w dans Qx
et :
' 2
W EN G g w € L7(Q) et
lcS 2wl I LR |

Par (4.8) on a aussi =

: ~_
o H—13w=t—2kH-1d<§w sur o}

t,x £t X t X X t,x

,on'a'puisque Q 2DuU_

Par su1te_,. pour t =t e x g

1

Y €N at’x £, x(x) u ‘€& L (u ) et

d< u : K u
I8 P ¥z, % ke,

ce qui ach&ve la vérification de 1'hypothese (2.11) .

Démonstration du Lemme 4.5

Nous reprenons la démonstration du théoréme 3.6 (cf [ 8] ).
Fixons nous f € Lz(l-'\’n') y, A>0 et ¢>0 (e<1) .D'apres

la proposition 3,7 il existe T >0 tel que pour tout x € 252 :

Héx()\ + M)F - Ex(,z.) fllo < ¢
(4.16) _

E ) F-E-mfll, s e



XI-45

Pour alléger les notations nous posons E: =1~ Ex(l + 1)
et E; = éx(x - 1T) . D'aprés la proposition 3,7 1les ensembles
+ -
K, = { Ex f; x € w, } , images d'un compact par une application

continue, sont des compacts de LZ(Rn) .

On désigne par f+ [ resp. I ] 1le cercle dans le plan com-
plexe de centre{ 0 de rayon (X + TVZ) (resp A =-121], et par
r; [ resp T' ] 1l'arc de cercle des 4 € T, (respp €T_] tels
b =x=Tol 2 en Cresp w-a+ 72|l 2 en] .

On déduit de la proposition 3.5 qu'il existe des bornés 84

et 8 de HR") tels que

(a17) Vlx, w) €T xTy  Ggely: @ -pe -5 flly = €20

Notant la majoration :

1
L2(RY) = L3(RY) = @

on a avec les notations de (4.17)

wery A - w7

-

(a.18) le- (R - eErl, = e

D'aprés le lemme 4.3 il existe tD 2 t, tel que pour tout

q

t=zt_ onait :
a]
: R 5
(4.19) sup_ sup | nat,x u-G ulL < €7
x €W u€f (F
2 + -
D'autre part, on déduit de l'inclusion EE < o, NQ etde la

compaciteé de 52 qu'il existe un voisinage U1 CZUO de 0 tel que

pour tout x € 62 E)},(u),l nQ o U1 . On peut suppaoser t:O assez
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grand pour que pour tout t 2 to on ait

B =
Yu € B+ U _ supp(u , ht) supp H_ u < U,

Pour u€8+UB_ et t 2t  on adone 'HtuC‘..B(U1) et par

suite @ H_u € Ko, N Q) .Par (4.7) et (4.8) on a alors :
(4.20) (G- £° w) @ H_u = t° @ (G. . -p)u € Bo NQ)
* Xt Xt TE,x 1

Nous notons R{u) = (A - p)~1 la résolvante de A et
ﬁ'(p,) l'opérateur défini par : E(pi)v est le prolongement par O
sur M\Q de R(p)(vm) . Pour u € B, UB_ ona

@ H_ u€ ,D(m1 N Q) cb(A) ; on-déduit alors de (4.20) que

2 2 : .
@ Hou = ¢t ‘ R(t* u) ®>_< Ht(G.t,x -4 u
et
(4.21) B H ou = A2 4) .8 H(G _ -p)u
. x g o= B B Pel P, x
On a la majoration suivante :
2 2 1
1 .22) = A= Wl = &5 (w € 1)
On pose pour simplifier :
~ A -1 2 ~ 2 ~
St’x(p,) = © Ht(Ax - w7 - T R(T W) @ H
On déduit alors des estimations (4.17) a (4.22) que
-
(4.23) Sup Sup__ Sup \bt x(p,) £ Fno < 3¢
tzt, xE€Eu S !

On définit encore les opérateurs :
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o~ 2 +
E(t ) St’x(p.] E

[/

A:’x(u)
A;,x(u)

Notons les majorations :

(1 - (¥ ) s, (u) €S

a | +
s A - E s 2
. 2pri- lltag = W™ & /1

T (CORVESR C |
w €I,

sup_ [|(1 - (& X)) 2 AEE W s 2
wel :

les normes étant celles d'opérateurs de ,2

. On en déduit la majoration :

(4.24) supri !\_A,:,‘x(?")..“lv_g (" = 4

TS

) - L3(m)

- . +
On considére maintenant les intégrales 5:‘— f At (b)Fodp
+

On majore 1'intdgrale sur TI! par (4,23) et l'intégrale sur
T\ TL par (4,24) pour obtenir :

(4.25) | ¥ € a, ,"

1 -
¥t 2t | = [1"

) Aix(u.)f- g, © @reek

NG O -E ) F

HE
fom |
.—,\
o
X
-~
i =
(-
—b
[ ]
[o}
=
[']

(1 - E(& ) G HEM-1F

2
-
-

X
—
=
~. L

—b
®

[o
=

]
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Ajoutant ces égalités et tenant compte de (4,16) et (4,25),

on obtient finalement que :

(4.28) sup  sup_ IE(£% ) ’éx H

fF-8 H_E (A
x £ x
tztoxEu)z

. Il

(M)

< (6)\ +18) ¢

Revenant & la définition de E, x(l) ((4.10)) , en notant
?

| ~ . ~
Gt,x = Ht 3; @& Ht , et utilisant une fois de plus que §x et
H;1 sont de norme < 1 , ona :

(6.27) sup  sup_ lEt,x(k)F-Gt’x.éx(k)F‘\Lz(Rn) < (6 + 18)e

t 2 tD X & m2

On aura *erminé la démonstration si l'on prouve gque pour tout

u € Lz(Rn) G, U~ u quand t ~+ =, uniformément en x € 52 ;
. ?

en effet, par la proposition 3.7 1l'ensemble des EX(X)F (x 6'52 )

est un compact " K de Lz(Rn) et alors la convergence G, u ~u
?

sera uniforme en (x, u) € EE X K et par suite, on aura

G ‘x“"é"az ey, , = 1) éx()‘)F“LZ(Rn)}. _ g

ce qui, joint & (4.2?) , donne bien la proposition,

Or, pour ¢ € H{R") , pour t assez grand, on a
H, ¢ € EOJD) et @ H, o E,fwwb) ; mais alors on a

3@ O H o = H o € BU]) et G = ¢ . Comme de plus

‘t,x“P

1 , il en résulte que Gt 4 converge
?

HGt,xHLZ( £ = L2057

fortement vers l'identité uniformément en x € 62 .
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4.3 Etude au voisinage du bord

Nous abordons maintenant la démonstration du théoréme 1.3
nous supposons donc en plus des hypothéses précédentes que Q est
compact, que G Cw et que (A, D(A)) est l'extension de Fried
richs de (G, 5{Q) ) . On introduit l'espace -V =D(A%) qui est

1l'adhérence de JS{Q) dans l'espace :
12 s 2
fuelLs(q) | vi=1, ceer P E X UELS(Q) )

Nous reprenons les notations du paragraphe 4.1 et nous
fixons x o € 3Q et 52 c @, un voisinage compact de Xy e On po-

d = ' = 3 5 1 3 -
se Qt,x Qt,x n Uo et 1l'on définit Vt,x comme étant 1l'adhéren

1
ce de ‘B{Qt,x) dans
2 \

LU EL (nt,x) }

2 . o . . i .
(0.28) {wel(a )/ Vi=t,uptX

_Nous notons d'abord le

2

Lemme 4.7. Pour u € L2(Q) H? 8, u est défini sur Qf

1

, _ , - rx;
de plus si u €V et si Ce€ BHu,) alors CH 3 ue€ Ve x*

Démonstration., si u € L.z(_ﬂ) ’ -§x u est défini sur Qx , et

-1 2~ . . . ]
He' & u est défini sur ht(nx] = Q‘c,x ) Qt,x . De plus, on a,

pour ge.&(uo) :

-1 =
CH, & u = H_ Aéx(gohtoex)u .

On en déduit que pour u € KQ) , 4(1; o o ex) u esta

t

support compact dans 6;1 (h:c'1 (UO)) N Q et par suite que
-1

g‘Ht §x u € 'B.(Q"c,x) ¢

On a d'autre part pour v €V
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-1 -1
X, t,x He & v = t H g X v

d'ol il résulte la continuité de l'application u — ( h;1 § u de

V dans l'espace (4.28)

‘La conjonction des deux remarques donne le Lemme,
Pour (t, x) €[ 1, [ x Z& nous définissons les opérateurs

EL , Ppositifs autoadjoints dans L ( en posant :
?

t, x)

€ v} = (F, (2] Q)
t,x tyx |Qt’x
O étant le prolongement de u par 0 sur U \, t X

Notre but est d'appliquer la proposition 2.8 : nous savons
dé# que les hypothéses (2.9) et (2.10) sont satisfaites par les
opérateurs G%,x (tel[1,=1], x€ gz) sur U c et les Xy
étant bornés sur un voisinage de Q , l'hypothése (2.13) est aus-

si satisfaite, quitte & restreindre w, .

. 2 : . ~ -~
Soit u €L (Q%,x) ; soit v = (@ Bt,u)IQ.

1 .
Sur Qt,x , 0N a :

~1 2
E,'c’x u = H éxs(t A) v

Comme pour le lemme 4.4 on a

' k o -1 -2k 2 .

(a.28) G EL u = Hf 8 ¢ CE(®A) v sur .

. : & 2, .
D'ol 1'on tire que £,x EL LUEL (Q% x) et puisque

’ .

vl < ull on a

L2(q) LBl )

tyXx
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k
ot e ul < A |l
X t,x 27 At
L (ot’x]
{'est-a—dire que les hypothéses (2.,15) et (2.16) sont sa-
tisfaitss, De plus, on déduit immédiatement de (4.29), du lemme
4.7 et de l'appartenance : G° E(t2 A) €eb(A) cv , que l'hy-

potheése (2.17) est aussi satisfaite,

. s o .
Le noyau de Et,x est la restriction a Qt,x X Qt,x du noyau
' _ . s o .

de Ft,x(k) et est donc aussi la restriction a Qt,x x Qt,x du

noyau de Eg x(x) .
~?

Appliquant la proposition 2,8 et utilisant (4.11) on obtient

le
Lemme 4.8, Pour tout A >0 , la fonction
L. 2
K(t, x] = j’ A e(t” \; vy, y) dy
ane  (h, (U)))
est bornée sur [ 1, @ [ x Z& .
Nous aurons besocin du lemme suivant :
: - -1
Lemme 4.9, Posant rt’y ={xe w, / 8(x, y) € hy (UO) I
. . ) ’ . > K3 -'
il existe t, 2 1, c, > 0 et un voisinage Wl C:“b de X
tels que :
vVt 2 t," s Vy € E' : f dx = ¢ .t_v
o o
T
‘ t,y
Démonstration,

Notons 6° 1l'application x = 8(x, y) .
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Pour tout x on a 6(x, x) = 0 ; différentiant on obtient
que :

X0
dexa(xo)-;-de (xo) = 0

Puisque dexo(x o) est bijective, 1'application
(x, y) +=—> (8(x, y), y) est un difféomorphisme d'un voisinage
oy x wy de (x, x ) sur un voisinage de (0, x_) qui contient
un voisinage de la forme Ui1 X 58 . 0Ona Eé Ca, et l'on peut
supposer @, © @ . Donc, pour vy € Eé 6 est un difféomorphisme

. y '
de @, sur @ (mj) oU, .
A,y
Pour t assez grand, on a hg (Uo) cu, et rt,y Ca, .

Restreignant au besoin les voisinages, on a T y = (6”) (H,: (Uo))
9

fr dx = ¢ f dg ='cot“’/U dg
Q

-1 .

et :

et le lemme suit,
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer :

Proposition 4,10, sous les hypothéses du théoreme 1.3, pour

tout  x € 30 , il existe un voisinage ©, de X, 1 €t une
constante C tels que : quel que soit l'ouvert w' C 0,

ona 3

(4.30) 1lim sup f £V e‘(t2;, x, X)dx < C [ dx.
o' NQ

t -4 o

w'NQ

Démonstration, : avec les notations des lemmes 4.8 et 4,9, pour

w! cmé 40N a
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W' = u T C w, etpour t=2¢t, :
t yewna &Y 2 =°F 1

f <, i:"”.e(tz; y, y) dy < j K(t, x) dx
QNw w!

On obtient la proposition en remarquant que Q 0 = m

Il nous reste & vérifier que la proposition 4.10 et le théo-
réme 1,1 impliquent le théoréme 1.3 : considérant un recouvre-
ment fini de 3Q , on obtient l'estimation 4.30 pour o' C ©
W, étant un voisinage de 3Q . Il en résulte que si 3Q est de

mesure rnulle, on peut trouver une suite de compacts Kp cQ tels

que :

{ lim sup f Y e(tz; X, x) dx }
£-+e  JO\K o D=4 a

> 0

Appliquant le théoréme 1.1 sur chague Kp on obtient :

1lim f £V e;(tél; x; x) dx‘ ‘V= / v(x) dx
Q . | Q

t-+=

c'est-3~dire l'estimation cherchée,

NOTES

(1) Variété est pris au sens de DE RHAM (variétds différentiables, .
HERMAN, 1955) : M est supposée séparable et donc J. compacte,

(2) La notation ®, ©C w signifie que 'E,! est un compact inclus

dans ® ,
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