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FORMULE ^SYMPTOTIQUE AVEC ESTIMATION DU RESTE

POUR LES VALEURS PROPRES DE PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES

par

G . METIVIER

1 • Introduction

Soit fi, un ouvert borné de fR . Soit *."j[x,D ) un opérateur diffé-

rentiel d'ordre 2k, uniformément elliptique sur fi et formellement auto-

2
adjoint dans L [fi,]. Notons A ' ( x , Ç ) la partie principale de ̂ . Soit ( A , D C A ) )

ji '")
une réalisation de Jt positive (ou semi-bornée) autoadjointe dans L [fi] et à

résolvante compacte. Sous ces hypothèses le spectre de A est constitué d 'une

suite de valeurs propres réelles tendant vers +°° ; notons N ( À ) le nombre de

valeurs propres inférieures à \. Dn sait alors que sous certaines hypothèses

de régularité, le comportement asymptotique de la fonction N ( X ) est donnée

par ([2] [7]) :

( 1 . 1 ) N [ X ) ^ p ( Q ) ' . À^21^

avec p ( ^ ) = p ' ( x ) dx et p ' ( x ) = (211)^ . | d Ç .
^fi - ' A ' C x . Ç ) ^

On se propose ici d'établir des majorations de la fonction

R ( À ) = N [ À ) - p(^) . \^/2^.

Le problème a déjà été abordé par Hôrmander ( [jsj ) qui a prouvé

^J3 00

que si fi est une variété compacte sans bord et si 3Ç est à coefficients C ,

on a : R ( A ) ^ O C X ^ - 1 ^ .

En fait, Hôrmander a établi un résultat beaucoup plus général concernant la

fonction spectrale e ( À , x , y ) d 'un opérateur elliptique positif et autoadjoint

/, . , / . -m/2K - , - ( m - 1 ) / 2 k ,e ( À , x, x ) = y ' ( x ) . À + 0 ( À )
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la majoration en 0 étant uniforme sur tout compact inclus dans ^2,

Pour les problèmes aux limites, Agmon [t] a démontré sous cer-

taines hypothèses de régularité, que

R ( À ) = OCÀ^-0^)
^

pour tout a < -7 en général et pour tout a < 1 si la partie principale A * est

a cceffic'ients constants. Citons aussi le résultat de Courant-Hilbert \J^

relatif au Laplacien :

-,,, s n r ^ ÎITI-I )/2 sR ( À ] = D ( À Log À ) .

Ce travail est consacré à la démonstration des estimations sui-

vantes, valables sous des hypothèses de régularité assez faibles :

( 1 . 2 ) R C À ] = DCÀ^72^

en général et
n r - x -> n r ^ ^rrM 1 /2K . , .R ( À ) = 0 ( X . Log X )

si la partie principale de l'opérateur est à coefficients constants.

2On ne considérera que des opérateurs autoadjoints dans L ( Î2) ,

mais ( 1 - 2 3 est encore vrai si l'opérateur est autoadjoint dans un espace

avec poids L2^) : L2^) == {u € L1 C ^ ] / V?.u €. L2^)}, pourvu que lep p ' loc
oo ——

poids p soit assez régulier (par exemple si p et 1 /p sont dans C W ] ] .

D'autre part, on supposera que les opérateurs proviennent de

problèmes variationnels, cela permet de définir des problèmes aux limites

si l'ouvert ^ est irrégulier, et ne constitue pas en fait une restriction

puisque si l'opérateur ( A . D C A ] ) est donné, on se ramène à un problème va-

2
riationnel en considérant l'opérateur A .
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2. Le théorème

Nous allons ici préciser les hypothèses et énoncer le résultat

annoncé dans l'introduction.

Soit ^ un ouvert borné de ÎR . On note H (^) l 'espace de Sobolev

usuel d'ordre K sur ^ :

H^) = {u 6 o2>' W / V a , |a| ^ k 0°̂  6 L 2 ^) }

k
muni de la norme - , /. évidente. H (^) désigne l'adhérence de <$5(^) dans

K, ùû 0

H (Q) et enfin on note pour u dans H (^) et pour j = 0,. . . ,k :

r ^ -i1/2

IuL . = [ î . llD'ull2,
J^ H^I-J L'C^]-1

k ' k
Soit V un sous espace fermé de H (t2) contenant H (Î2) . Soit a uneo

forme intégrodifférentielle ;

( 2 . 1 ] a (u ,v) = | ^ a ,(x: l .0°^ (x) D^vCx^dx
h |a|<k ae

|e|^k
continue, hermitienne et coercitive sur V, et on suppose que :

(2 .2) Va, Vg , a = 'a~' €-. L°°(îî)

(2.3) Va, V(3 , | a | = | ( 3 | = k , a , €. W^^Cn)ap

(2.4) 3 c > 0 , V u é V c ||u||2 < a(u,u)
0 0 i\ , ù 6

On note p ( x , Ç ) = Y a ( x ) . Ç , de sorte que :
H=j6|=k ae

( 2 . 4 ' ) 3 c ' > 0 , V x e ^ , V Ç e t R " 1 , c ' I ç l ^ ^ p C x ^ ) .

On note en-fin p la mesure de densité p ' ( x ) donnée par :a a

U ' ( x ) = (211)^ | dÇ.
a • ' p t x . Ç ) < 1

Explicitons maintenant les hypothèses de régularité que l'on

fera sur ^2 et V. Pour cela, on a besoin de la notation suivante :
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Pour £ > 0, on pose où = {x e FR'71 / d is t (x ,9^) < e} et 00 = 'S C\ Q£ c e

On -fera l'une des hypothèses suivantes :

k —1( H . 1 ) V = H (^) et lim sup c .mes œ < + ooo e£-^o

(H.2) II existe un prolongement continu de V dans H (.IR171) et
__ A

lim sup c - mes co < + oo
£-^Q £

(H.3) Çî possède la propriété du cône, ie. pour tout x de ^ il existe un cône

de sommet x de hauteur -Fixée et d'angle au sommet -Fixé, inclus dans ^.

(H.4) ^ possède la propriété géométrique de [é] et lim sup £ .mes ^ < + oo .
£^0 £

L'hypothèse ( H . 1 ) concerne les problèmes de Dirichlet, et les

autres hypothèses les problèmes aux limites généraux. Les hypothèses portant

^
sur mes (D ou mes a) traduisent le fait que 9Q est de mesure (m-1 ] dimension-

nelle -Finie. Notons que la propriété du cône implique que mes ^ < C^e e

pour £ assez petit. On rappelle que la propriété géométrique de ( 6 J est sa-

tisfaite pour les ouverts qui peuvent localement se représenter sous la for-

me ;

^ = { x = (x , x ' ) ê /R x fR^ / x <::]o,h[ , | x ' | < f C x ^ }

/\
^ étant une fonction croissante de classe C , et ces mêmes ouverts satisfont

l'hypothèse [H.4 ] .

Nous pouvons maintenant énoncer :

Théorème ; Soit ^ un ouvert borné de [R 3 sozt V un sous espace fermé de

k k
H (^) contenant H [^) . On suppose que lfune des hypothèses ( H 1 ) à (H4) est

satisfaite. Soit a une forme différentielle ( 2 . 1 ) vérifiant ( 2 .2 ) à ( 2 . 4 ) .

Soit alors ( A , D ( A ) ) lopérateur positif autoadjoint associé à a.

Le spectre de. A est constitué d^une suite de valeurs propres \. et :
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N ( À ) - i , 1 = p (î2) . À"^ . OCÀ^-?^2^
X^

en général et :

N ( À ] = y W . ̂  . OCÀ^-1^ Log À )
à

si les coefficients a pour | a | = | e | = K sont constants sur chaque composantea g

connexe de ^.

Pour démontrer ce théorème, on considerea des partitions de 2̂ en

pavés J et en un voisinage du bord œ . Sur chaque pavé, on étudie le pro-

blème de Dirichlet associé à a, et par figeage des coefficients on se ra-

mène au cas d ' u n opérateur à coefficients constants ; dans ce cas, on étudie

le problème de Dirichlet par comparaison avec le problème périodique (sur le

to r e ) . Ensuite, on utilisera un résultat de localisation permettant d'obtenir

des estimations sur la fonction M ( À ) en regroupant les estimations obtenues

sur chaque pavé, et des estimations sur (JD .

3 . Localisation

La localisation, ou la comparaison de deux problèmes aux limites,

repose essentiellement sur la formule du mini-max, ( [ 3 ] , [4] ) . Si ( V , H , a )

est un problème variationnel abstrait, ie. V et H sont deux espaces de

Hilbert, V s'injectant continuement avec image dense dans H , et a est une

forme hermitienne continue et coercitive sur V , et si l'injection de V dans

H est compacte, alors le spectre de l'opérateur [ A , D C A ) 3 positif autoadjoint

dans H , défini par le lemme de Lax-Milgram, est constitué d ' u n e suite de va-

leurs propres -̂  . tendant vers + ° ° . De plus, il existe une base orthonormée de

H constituée de vecteurs propres de A .

On a alors en notant N [ À ) = ^ 1 :
^

( 3 . 1 ) Si E est un espace vectoriel inclus dans V , tel que pour tout u de E
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i i 2 'on ait a ( u , u ) ̂  A u . , , alors :n
dim E ̂  N ( À ) .

( 3 . 2 ) Si E'est un sous espace de V , tel que pour tout u/0 de E on ait
o

a [ u , u ) > , \ | u | , alors :
codim ( E ) > N ( À ) .

Cela conduit à poser la définition suivante :

Définition : Si V est un espace de Hilbert^ si a est une forme 'hermitienne

et continue sur V^ et si p est une semi-morme préhilbertienne sur Vj on

note pour \ réel .

N ( À , V , a , p ) = Sup dim E
E e -^

où ^, désigne l^nsemb'ie des sous espaces vectoriels de V inclus dans le
^

cône {u € V / a(u,u) ^ À ( p ( u ) ) }.

Revenant au problème variationnel introduit plus haut, on voit

que
N C X ) = ^ -1 = N ( À , V , a , | . | ) .

À . < À n

j

En utilisant la décomposition d'un espace suivant une base de

vecteurs propres, et en utilisant ( 3 . 1 ) et (3 .2 ) , on montre facilement ;

Proposition 3 .1 : Soient V et H deux espaces de Hilbert^ V s'infectant de

manière compacte dans H. Soit a une forme hermitienne continue sur V et

coercitive sur V par rapport à H.

Soit V un sous espace fermé de V_, pour À réel on pose :

Z = {u ê V / V v ( V a ( u , v ) - A ( u , v ) . , -- 0 } .
A 0 H

On a alors :

N ( À , V , a , | . |^) -- N ( À . \ / ^ a , | . | ^ ) + N ( A , Z ,a,| . |^) - dim.V^ H Z,
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Remarquons que si V = V © V , les espaces V et V étant ortho-

gonaux pourra et pour ( - ) „ ' alors la proposition redonne le résultat clas-

sique :

N ( À , V , a , | . | ) = N ( À , V , a , | . l ) + N ( X , V . a J . | . ) .
f i 0 M I n

4. Etude de modèles

On étudie maintenant le cas des opérateurs à coefficients cons-

tants sur les pavés. Soit a une forme intégrodifférentielle homogène, à

coefficients constants :

a(u,v) = ^ a . . D^Cx) D ^ v t x ) . dx
5 | a | = | 6 | = k aiB

On suppose que :

( 4 . 1 ) V (a ,g ] | c x | = | 6 | = k , a^ = ̂

(4.2) V Ç ^ p [ Ç ) - y a . Ç^S c \^
[ a| = [ g ] =k

et on pose :

(4 .3 ) M = Sup |a [

(4 .4) p est le mesure de densité constante p' = (211)^ . dÇ.
6 J p ( Ç 3 < 1

Soit uk = V ( - 1 ) a . . 0°̂  l'opérateur associé à a.
H=|e l=k ae

Proposition 4 .1 : II existe une constante C ne dépendant que de c et M^

telle que pour tout pavé J de IF̂  de côté p on ait : poup tous réels positifs

À et p^ on a en posant Z^ = {u 6 H (J) / jUi = Xu} :

m-1 -i'"? r î m— i -i
(i] N ( À , Z .H . l l , , 1 1 ] ^ C [p""" '.(À+p)^k + ij- À ' " llk' l l o

, ,- r- _ , m-1 -i
(ii) N ( À , H ' ' ( J ) , a , | | ) - p ( j ) . À ^ C [p"" ' X 2k + 1o o a -" —
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Par homogénéïté, il suffit: de démontrer la proposition pour un

pavé type. On supposera donc pour toute la suite du paragraphe que

J - Q 0,2111:)^

k k
On introduit l 'espace H.CJL le sous espace de H [J) des fonctions

k
périodiques (isomorphe à l ' espace ,H du tore) et les fonctions ^f C x ) pour

^ :
^(x) = t2ll) m/2 exp ( i v . x ) .

Les ^ sont les fonctions propres de l'opérateur A ^ , réalisation
v 7r

de cX de domaine H^ ( J ) . associe au problème variationnel (Hj , (J) ,L ( J ) , a ) .

On a donc :

[4^1 NCÀ.H ' .ULa , i ) = Y 1 et° pw
1 1 . Ë i Nd.H'. tJi .a. i I . ) -il t J ) \'°nk < C [A21' . 1"| .^i u a "

On voit alors, par la proposition 3 .1 que l'estimation ii) ré-

sulte de ( 4 . 6 ) et de ij.

L'idée de la démonstration de i), est que Z, est isomorphe à un
A

espace de traces : formellement, en notant Y un opérateur de Z, dans un
A

espace de traces X, on prolonge le relèvement R de X dans Z , , d 'un espace
A A___ 0

X dans Z, adhérence de Z, dans L ( J ) \ pour cela, on transposera l'opéra-À À

leur Au "- On ramène alors l'estimation des n-diamètres de 7. dans Z , , à
TT A À

celle des n-diamètres de X dans X, la difficulté étant qu 'on a besoin d^ne

majoration de la norme de R, uniforme en À j on tourne cette difficulté en
A

travaillant à une codimension finie près dans X [ou Z , ) .

Les complications techniques viennent de la difficulté d'écrire

une formule de Green sur le pavé, et de l'irrégularité des espaces de tra-

ces .
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^ • ^ ' ^o^uiss de Green

Pour u et v dans <2)(J), on peut écrire par intégrations par par-

ties successives :
m

[4 .7 ) a (u , v ) - ( u,v) = ^ "[ (I-VD^) - (T^D^)
H$K-1 p=1 p L " ( J ' ) P L2^0)

P P

où J [resp. J°] désigne pour p = 1 , . . . m , la face du pavé J déterminée par

l'équation x = 211 [^resp. x =o] , et où les T01 sont des opérateurs différen-

tiels d'ordre inférieur à 2 k - [ a | - 1 . Il faut noter que dans ( 4 . 7 ) , on ne peut

pas ne faire intervenir que les dérivées normales de v, puisque les faces

J et J sont des variétés à bord. D'autre part, les T01 ne sont pas déter-

minés de manière unique, et certains peuvent être nuls ; on les déterminent

en intégrant par parties successivement en x ,x , . . .x . Remarquons alors que

les coefficients de T sont combinaisons linéaires des a ., et on a ;
P oig

^•B] 1 1 ^ 1 1 | , 1 < c IN 2K
HH^m H (J)

où C ne dépend que de M.
2

Notons X, Y et L ( 3 J ) les espaces :
. 1 , 1 , , , 1

m K- [a [ - -^ . K- [a | - ^
X = n n [H " ( J ' ) x H ( J 0 ) )

|a |^K-1 p= l P P

. , 1 i i 1m |a|-^ [a|+^
Y = n n C H " [ J ' ) x H [ J 0 ) )

|a |<K-1 p=1 P P

L2^) = n n [L 2 ^ 1 ) x L 2 ^ 0 ) ) .
|a [^k-1 p=1 P P

r\^ k r^ 7k
On définit les opérateurs y de H (J) dans X, et T de H (J )

dans Y :

^- (0^1 , D^o)^^
p p p = 1 , . . . m

TU = (^Ui - 1 , -T o l U|-0 , l i . .
p |J p |J ] |a|^k-1

p p=1 , . . .m
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On déduit alors de ( 4 . 7 ) :

2k k
Lemme 4 .1 : Pour u dans H C J ) et v dans H (J ) c?n a la formule de Green

suivante : ^ '\/
a (u , v ) - [ u,v) = ( ru.yv] .

L OJ)

On cherche maintenant à prolonger l'opérateur T à l 'espace

c2L = {u € H^J) / c^ u c- L 2 ( J ) } .
OÇ

i/
Pour cela, on introduit l 'espace X , espace quotient de H (J) par

k k
H (J) muni de la norme quotient, et l'opérateur y de projection de H (J)

^ ksur X . Remarquent que Ker Y = H (J ) , on en déduit une injection continueo o
k ^de X dans X, permettant d'identifier X à l'image de H (J) par y, dans X.

On en déduit de manière classique :

Lemme 4.2 : II existe un opérateur T continu de o/^ dans X ' dual de X——————— ' ^ o o

tel que : , .
.Vu ç 3). , Vv € H (J ) : a (u ,v ) - ( c7Lu ,v ) = <TU,YV> „

c^ V^

4.2. Peux lemmes

On utilisera l 'espace Y ' dual de Y :
m <r l̂ i 1 1 ' r l^^ oi •Y ' = n n [ H ( j i ) x H (J )

i l L D J L- D|a |<k-1 p=1 r •

et les injections : Y <^> L2 ( 9J ) Cy Y ' , X C^ L 2 ( ^ J ) ̂  Y ' .

Il résulte des estimations de El Kolli [ 5 J :

Lemme 4.3 : II existe une constante K^ telle que pour tout réel p ^ 0

m-1
on a :

N^X/IMl^ !| | | y , )< K . ̂

O'autre part, on introduit pour ô et À donnés les espaces :

9 k
E.: espace engendré par les y(P pour les indices v tels que | v > | ^ ô
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- F espace engendré par les Td? pour les indices \) tels que \v\ ,< 6
ô 'v

- G espace engendré par les <^ pour les indices v» tels que p ( \ ^ ) = À ;
À \)

c 'est l 'espace propre de An pour la valeur propre À .
fr

On vérifie facilement :

Lemme 4.4 : II existe une constante numérique K^, et une constante C ne dé-

pendant que de c et M telles que pour À > 0 ê^ ô >- 0 on azt :

• -> -i- r- v rjc-^""^ ^/2 K A ii) dim E ^ K ( ô + 1 )

ii) dimF^< KOô^-1^ . 1 )

ili) d i m G , < CCÀ^-1^^ . 1 ) .
A

4.3. Démonstration de la proposition 4.1

2ÀSoit À ^ 0 et soit 6 >— qu'on déterminera par la suite.c
0

II existe un espace H. de X dont la codimension dans X est
û

N ( À , X , I| .||^, || l^ , ) tel que :

C 4 . 9 ) V ç ç H^ , ô H ç l ^ . ^ ||ç||^

Soit Z le sous espace de Z des fonctions u vérifiant :
À

' - V ç ^ E , ^^^x = °
0 0

( 4 . 1 0 ) - - ^u 6 H, et V ç ê. F (^u,ç) = 0
0 ô L OJ)

- V T G G. , (u,^) - = 0
À L ' C J }

II est clair que :

( 4 . 1 1 ) codim C Z ) < dim E. + dim F + dim G^ + codim H^ .
À

2k
D'autre part, pour u dans Z. et v dans H U), on a :

( 4 . 1 2 ) (u,((^-X)v) = <TU,YV> - ( T U , T V )
, Z. , ^ A XA , i- e r\ -, •\L (J) o o L OJ)

Donc, si u est dans Z, on a :
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( 4 . 1 3 ) Cu,^f ) = 0 pour tout v tel que p ( v ) = À ou p [ v j < ôc
^ L U) °

et en particulier C u , ^ . ) = 0 si p ( v ) < 2 À .

Pour u dans Z, on pose
(u,f )y v ^^ nf^l-) , ' 1\p(\;)-À ' « vp(\)) >ôc

2k
On a v 6 Hji ( J J et l :A-À)v = u.

Par ( 4 . 1 3 ) , on a :

1,2 - | |2
^K < L l ^ o

II2 c 1 1 2
< < ^ l ^ o

et reportant dans [ 4 . 1 2 ] on obtient finalement :

^ . 1 4 3 |u|^<-J ||u||2, .

C ne dépendant que de c et M.

p étant donné, on choisit ô = Sup (-^—, C.p, et on obtient la proposition
o

en reportant dans ( 4 . 1 1 ) les estimations des lemmes 4.3 et 4.4.

5. Estimations sur le bord

On reprend les hypothèses et les notations du paragraphe 2 : ^

est un ouvert borné de'iR , et V un sous espace fermé de H (^) contenant

H^).o
On utilise les hypothèses de régularité sous la forme suivante :

(H) - II existe des constantes L., e et y telles que : pour tout c < co o o
~~2k

et pour tout À ^ y • £ on ait :

N ( À , V , 1 1 |[2 | l . ) ^ L.c.À^.
L'(03 )

£

Proposition 5 : Chacune des hypothèses ( H . l ) y ( H . 2 ) ^ ( H . 2 ) ou ( H . 4 ) implique

( H ) .

On ne démontrera pas complètement cette proposition. On va indiquer

par exemple comment (H.2) implique (H) .
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Les autres implications se démontrent de manière semblable à partir d 'es-

timations utilisées en [̂ 6] , ^9] .

[H.2] ==> (H] . Etant donné 6 > 0, on considère les pavés J [\) ç 2?1) de

côte ô ;

J = {x CIR^ | V p = 1 , . . . ,m |x -ô\) | < ô} -v ' p p' 2

Soit A l'ensemble des indices \) tels que J H a) ^ <)).

On a :

1 : 5 . 1 ) Card A.^ = mes [ U J ) ^ mes [^ ^ ) .
„ \^ e+Vmôv 6 A

rb

u étant donné dans V, on approche u prolongement de u, par un poly-

nôme de degré inférieur à k-1, su^ chaque pavé J [v € A ) . Notant v - c e

polynôme, on a d'après El Kolli [j5 ] :

l^ I2 o^ r2^ l^l2
|u-v | < Cte ô |u|

L. (J ) K^

D'où l'on déduit :

l l2 i^ l2 r.̂  ^ i^i2

|u-v| < l^lo^UJ < cte ô I ^ K ^ U J
L (oj ) \) \^

£

et

|u-v|2 < Cte (S2K ||u||2 .' '0,0) ^ " "V

v étant dans un espace de dimension au plus ( ) card A, ce qui achève

la démonstration.
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6. Démonstration du théorème

m kSoit ^ un ouvert borné de ÎR , soit V un sous espace fermé de H (^)
L.

contenant H (^) ; on suppose que l'hypothèse (H) est satisfaite. Soit a une

forme ( 2 . 1 ) vérifiant (2 .2 ) , ( 2 .3 ) et ( 2 . 4 ) .

Dans une première étape, on va considérer des partitions de ^

pour obtenir cies estimations de

N e ~\ \ i i i "̂  t r> ~\ -, m / z. K( A , V , a , 1 1 ) - p (uQ) . Ào a

et ensuite on choisira les partitions de ^2 de manière à optimiser les majo-

rations.

6 . 1 P art it i on s de 'à »

On note H = Sup ||a J ^
a,g p L (^2)

K = su? .^P 1 1 Da ^Jl oo
|a 6 J = K | y | = - 1 p L (^)

c sera la constante de (2 .4 ) , L,£ ,y les constantes de l 'hypo-

thèse (H) .

Pour des raisons de clarté, on convient de noter C une constante

générique ne dépendant que de c et M, et y une constante numérique.

On note y le nombre d'indices a, tels que [ a | = k .

Soient J (\^ €. A ) des pavés de coté p , inclus dans Q, et deux à

deux disjoints. Posons ^2' = U J , et ùû = ^ \ ^ ' , de sorte que
\) 6 A

^2 = Q, ' va) pp

Soit c tel que œ c oo . Soient n et p définis par :

"n = Sup K. m-p et p = Inf . p
\) e A v \ ) 6 A ^

On suppose que :
c c

( 6 . 1 ) c < ^ , n < r^ = -Q^ et P < Pô = -4^

On se propose de démontrer les majorations :
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Proposition 6 .1 : II existe des constantes C et C^ telles que pour toute

partition de ^ en pavés J pour laquelle ( 6 . 1 ) a lieu^ et pour tout réel

-\ r-> f ""^K ""ZlK» • ,\ :>C (c + p ), on azt :

l i \ i f ^ \ / I I 2 - » rni ^rn/2k j . . p F V m"1 ^m-1) /2kN ( À , V , a , ) - p [ ^ ) . À = R ( À ) ,< C i / p .À +1 o a \)\)

n ni ^m/2k ^ , (m-1 )/2k 1+ (L£ + r imes^J À + mes^ À ]

Soit J une partition de ^ vérifiant ( 6 . 1 ) . On approche a par une

^
forme a dont les coefficients sont définis par :

e rb
a / . (x) = a / . C x ) si x œa6 a6

(6.2) . ^ .(x) = 0 si x € ^ et | o i [ + | B | < 2k
(Xp

a ,,(x) = ———— ( a n ^ y 3 dy si x ê J et | a | = | g ~-\\ag mes J J ag ' " \) i i i
v

a approche a au sens suivant :

Lemme 6 .1 : II existe une constante numérique yj telle que pour tout 6 > 0

et pour tout u de V^ on ait :

| a (u ,u ) -a (u ,u ) | < (2 y n + ô ) |u|2 + tô |u | 2

' 1 " " ' ' 'k^ ' ' 'o^ '

avec
t , = n . (ô1-^ . p1-2^.ô y

En effet, on a :

|^(u.u)-a(u,u) l ^ 2 y n |u l^ . I I M |u| |u| ,
\) j^k \) \>

J'<K
J^^k

et on obtient le lemme en utilisant les inégalités de convexité sur le pavé

V u € H^J ) V ô > 0 |u| . |u| ^ ô |u|2 + t |u|-
J.J^, J -J^, K'J^, o 0

avec
, r^~2^ ^-^.t-, = Y. (ô + p ] .ô v

On en déduit grâce à ( 6 . 1 ) :
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[6 .3 :

A/
V u e - V , a (u ,u ) < 2 [a(u,u + t

1-2kavec t = C.p

l I 2 1o ' ul o,Q- '

Notons V = H (^ 'o o © H 'CJ ), o v
^ C A

et

^,Z - { u e V / a ( u , v ) == À ( u , v ) V v e V } .
A 0

On déduit de la proposition 4.2 :

[ 6 .4 )

m-1
M r -\ i ; ^ l l 2. ,m/2kN(X ,V^aJ . | ^ - P^.^ ^ C ^ ( À

•v e A

2k m~1 ,,
P +1 )v

et de cette même proposition 4 » 2 et de. l 'hypothèse (H) , compte tenu de

(6 .3 ) ;
m~1 m

( 6 . 5 ) NL^Z,^,! | 2 ) < C I Y ( ( À + t ) 2 p^+l) + L.£ ( À + t l^t.
À ° L ^ A ° ^ ° J^ ^ A

-2kpourvu que À ̂  C c

Remarquant de plus que :
p^(o)) -^ C. L£

On en déduit :

Lemme 6.2 : II existe des constantes C et C _, telles

m-1
m-1 ^ 2k

'\)
. , / - , . , ^ l 1 2 . , , m/2kN ( À , V , a, . )-]j^(^) .À' 1 o à l-^ 6 A

r- V ï ] ' l , Zt\ , .C ) p .À + L .£ . ÀL ^-^

, -2k -2k,pourvu que À $, C C e + p ) .

que l'on ait :

m/2k1

D'autre part, par application du lemme 6 . 1 ^ on a les encadrements

( 6 .6 ) N t À ^ V ^ J | ) < N ( À , V , a , | | ) < N ( À " , V , a J | )l l 0 ^ l l o \. l l o

avec
2 Y ^ n + ô

0

2y n + 5
1 + [A.t j

o

et , r^-^ 1-2k,t = c 1 6 + p ) .
u z
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~7 k —'? k
Un calcul facile montre que si À ^>4 C (e + p ), on peut

—1/2kchoisir ô = C À de sorte que :
m-1

[ 6 . 7 )

,m/2k , ,m/2k -, ,m/2k - , 2kÀ - À ' <$ L n . À + C À et

m-1
^m/2k _ ^m/2k ^ ^ ^ ,m/2k ̂  ^ 2k

avec de plus À ' > -- et À " ̂  2 À .

Il ne reste plus alors q u ' à remarquer que

| p ( ^ ) - y ^ [ ^ ) | ,^ C.n.mes^

pour obtenir les estimations de la proposition, en reportant dans [ 6 . 6 )

les inégalités du lemme 6 . 2 , en tenant compte de ( 6 . 7 ) .

6 . 2 . Coefficients variables

Dn choisit les pavés de sorte que p = p :

Soient J (v 6 2 ) les pavés :

J^ = {x CÎR'71 / V p = 1 , . . . m , | x - p v | < -j}

et soit A l'ensemble des indices v tels que J c ^.

On a alors ^ \ U J = ( j û C o ) avec e = ^ m p et ^ p ,< mes ^ .
v C A v c \) e /\ ^

On déduit alors de la proposition 6 . 1 que pour p <p et pour

n. *"2^À ^ C ' p , on a :

- , , - F mes f m " 1 ) / 2 ,, ., . ,m/2k1 - , [ m - 1 ) / 2 k ,R [ X ) ..$ C [^——— À + (L + K mes Q.} p. À J + 0 ( À ) .

-1 /4kDonc si À est donné assez grand, on peut choisir p = C te .A
_n i/

de sorte que p <p et À > C ' po
D ' o ù l ' o n déduit :

(m-^)/2k
À ^ À R ( À ) < C . À

c'est-à-dire le théorème.
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6 , 3 . Coefficients constants

On procède comme en ['41 .

Posons p = 2 ' . On définit par récurrence les ouverts ^ ' et ^" :
P p p

pour p = 0, soient J les pavés de côte 1 = o
v ' o -

^ = {x ̂  | |x^J < -^ i = 1 , . . . m }

et soit A l'ensemble aes indices \; tels que J° c uQ.o \) ^

On pose ^' = U J° et ^" = ^2 \ÏÏ' .o . \; o o\) e A

Ensuite, si ^; et ^. ont été définis pour j ^ p, on considère les
j j

D+1paves J' de côte p „ ;\) r p+t

J^1 = { x c - ^ l |x^-pp^ ^| < pp^ , i = 1 . . . . m }

et A est l'ensemble des indices \) tels que J^ c ^ H -
p l \^ p

On pose :

^•»p " ^u^ ^1'
p+1

et _
^" , = ^\^' .p+1 p+1

II est clair que ^" C eu r--
P ^^n

[ 6 . 8 ) ^ et que pour p assez grand :

(Card A ) p'71 < L. \Tm\p
P P P

À étant donné assez grand, soit p la partie entière du réel :

(LogÀ - Log C J j ) (2k Log2)~1

_ n i.

où C^ = C^ [1 + (\'rr?] ).

Pour À assez grand, on a e = \'m* p < e et
PI

P Xc-)1 7 2 ' . À-172^ p - p
P, - 1 P-1 ^

-2k 1-2k.
-1 - + %.

_ i i ^ •\ r-> f ^-i\ <c.r\.»
d 'OU À $ C (C + p ) .
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En considérant les pavés J3 pour j = 0 , . . . p et v ç A . , on déduit
v - • - j

alors de la proposition 6 . 1 :

r^ ^1
I p^1 Card A . Lp .m/2k - ——— - 2k

-3-0 3 J PI
^.9) R ( À ] ^ C ^ p^-1 Card A . . Lp ^ . mes^ X 2k 1

4-0 J ^ PI J

Or on a, par [ 6 . 8 ] :
FI m-1r-> i n ~— i

i p Card A . < Cte + L ̂ .p .
j=o J J '

Reportant dans ( 6 . 9 ) , on obtient :

pn 1 < r ^ ^m"'1 ^ / 2 K n i ^ o^ 1K f A J .̂  C À LL.LogÀ + Cte J

ce qui achève la démonstration du théorème.
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