GUY METIVIER

Formule asymptotique avec estimation du reste pour les
valeurs propres de problemes elliptiques

Journées Equations aux dérivées partielles (1974), p. 1-20

<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1974 A6_0>

© Journées Equations aux dérivées partielles, 1974, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Journées Equations aux dérivées partielles » (http:/www.
math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1974____A6_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

FORMULE ASYMPTOTIQUE AVEC ESTIMATION DU RESTE

POUR LES VALEURS PROPRES DE PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES

par

G. METIVIER

1. Introduction

Soit © un ouvert borné deiRm. Soit zfﬂx,Dx] un opérateur diffé-
rentiel d'ordre 2k, uniformément elliptique sur @ et formellement auto-
adjoint dans LZ(Q]. Notons A'(x,E) la partie principale de FE. Soit (A,D(A))
une réalisation de J% positive (ou semi-bornée) autoadjointe dans Lz(Q) et a
résolvante compacte. Sous ces hypothéses le spectre de A est constitué d'une
suite de valeurs propres réelles tendant vers += ; notons N(A]) le nombre de
valeurs propres inférieures & XA. On sait alors que sous certaines hypotheses
de régularité, le comportement asymptotique de la fonction N(X) est donnée
par ([2] ]:7]]

(1.1) N v @) . X

m/ 2k

m

avec p(Q) = f p'(x) dx et u'(x) = (2m) de.
Q

.
Tarix,g1<1
On se propose ici d'établir des majorationslde la fonction

RO = N(A) - pe) . A™2K,

Le probleme a déja été abordé par HSrmander ([b]l qui a prouve
que si Q est une variété compacte sans bord et sid est & coefficients Cw,

on a :
R(A) = D(k(m 1)/2K)'

En fait, HSrmander a établi un résultat beaucoup plus général concernant la
fonction spectrale e(A,x,y) d'un opérateur elliptique positif et autoadjoint

Am/ZK A(m—1]/2k

elA,x,x) = u'(x) . + 0( )
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la majoration en O étant uniforme sur tout compact inclus dans Q.
Pour les problémes aux limites, Agmon [{] a démontré sous cer-
taines hypotheéses de régularité, que
ROV = o(a(M93/2K,
pour tout o < % en général et pour tout o<1 si la partie principale A' est
é_ccefficients constants. Citons aussi le résultat de Courant-Hilbert Eﬂ
relatif au Laplacien
R = o ™M2 Log .
Ce travail est consacré & la démonstration des estimations sui-

vantes, valables sous des hypothéses de régularité assez faibles

. 1
(1.2) () = oo MBI/

en geénéral et
A[m-1]/2k

R(A) O(

. Log )

si la partie principale de 1'opérateur est & coefficients constants.

On ne considérere que des opérateurs autoadjoints dans LZ(Q],
mais (1-2) est encore vrai si 1l'opérateur est autoadjoint dans un espace
avec poids Li(Q] : Li(Q) = {ue L}DC(Q] / Vo € L2}, pourvu que le
poids p soit assez régulier (par exemple si p et 1/0 sont dans Cw(ﬁj}.

D'autre part, on supposera que les opérateurs proviennent de
problémes variationnels, cela permet de définir des problemes aux limites
si 1'ouvert @ est irrégulier, et ne constitue pas en fait une restriction

puisque si 1l'opérateur (A,D(A)) est donné, on se ramene & un probléme va-

. s . . 2
riationnel en considérant 1'opérateur A .
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2. Le théoreme

Nous allons ici préciser les hypothéses et énoncer le résultat

annoncé dans 1l'introduction.

Soit @ un ouvert borné de'Rm. On note HK(Q) l'espace de Sobolev

usuel d'ordre k sur Q

K

@ = (u e @@ /Vva, |o|ck 0% e L?)}

<
muni de la norme "'“k Q évidente. HE(Q) désigne 1'adhérence de &0 (Q) dans
HK[Q) et enfin on note pour u dans HK[Q] et pour j = 0,...,k :
: 1/2
2
ol s LI 10%, ]
NELCR e L% (@)

Soit V un sous espace fermé de HK[Q] contenant HE(Q]. Soit a une

forme intégrodifférentielle

B

(x).0%(x) D v(x]).dx

(2.1) alu,v) = [ z
Q |a|<K

|8|<k

continue, hermitienne et coercitive sur V, et on suppose gue

aaB

(2.2) VYo, VB , %8 - %o € L (Q)

P 1Jm
(2.3)  VYa, V8 , |a|=|B]=k ., 8,5 € W' (Q)

(2.4 3 c, >0, Y u e

<

c, ”U"i,g < alu,u)

"

On note p(x,&) [xJ.gd+B, de sorte que

%8
2
(2.4') 4 ct>0, Vxe o, VYEeR, cé|g| < < olx,8).
On note enfin 1N la mesure de densité ué[x) donnée par :

ul(x) = Com) ™™ J de.
p(x,E) < 1

Explicitons maintenant les hypothéses de régularité que 1l'on

fera sur Q et V. Pour cela, on a besoin de la notation suivante
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Pour € > 0, on pose 3; = {x e R" / dist(x,32) < e} et w =& N Q
Un fera 1'une des hypotheses suivantes

(H.1) Vo= HE(Q) et 1lim sup s—q.mes w < * oo
€0 €

(H.2) Il existe un prolongement continu de V dans HK(Rm] et

. -1 ~
lim sup € . mes ws < +* o
€~>0

(H.3) Q posséde la propriété du cone, ie. pour tout x de @ il existe un cbne

de sommet x de hauteur fixée et d'angle au sommet fixé, inclus dans Q.

(H.4) Q posséde la propriété géométrique de [S] et lim sup e_q.mes G; < + oo
>0

L'hypothese (H.1) concerne les problémes de Dirichlet, et les
autres hypotheses les problemes aux limites généraux. Les hypothéses portant
SUr mes W, ou mes 82 traduisent le fait gue 3Q est de mesure (mf1) dimension-
nelle finie. Notons que la propriété du cone implique que mes 8; < Cte €
pour € assez petit. On rappelle gque la propriété géométrique de [B] est sa-
tisfaite pour les ouverts gui peuvent localement se représenter sous la for-
me

2 = {x = (x,,x")e R xR" X, clo.n[ . |x'] < ¥Yixq)}
Y étant une fonction croissante de classe Cq, et ces mémes ouverts satisfont
1'hypothese (H.4).

Nous pouvons maintenant énoncer

s . . m . .,
Théoréme : Soit Q un ouvert borné de R, soit | un sous espace fermé de

HK[QJ contenant HE(Q] . On suppose que l'une des hypothéses (H1) a (H4) est
satisfaite. Soit a une forme différentielle (2.1) vérifiant (2.2) a (2.4).
Soit alors (A,D(A)) L'opérateur positif autoadjoint associé a a.

Le spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres Aj et :
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1
N =T s @) A2 g Mzl 2k,
Aj§k
en général et :
VOO = @) L ™R o MR g )

st les coefficients a,g POWr |a|=|B8|=k sont constants sur chaque composante

connexe de Q.

Pour démontrer ce théoréme, on considerea des partitions de Q en
pavés Jv et en un voisinage du bord w. Sur chague pavé, on étudie le pro-
bleme de Dirichlet associé & a, et par figeage des coefficients on se ra-
méne au cas d'un opérateur & coefficients constants ; dans ce cas, on étudie
le probleme de Dirichlet par comparaison avec le probléme périodique (sur le
tore). Ensuite, on utilisera un résultat de localisation permettant d'obtenir

des estimations sur la fonction N(A) en regroupant les estimations obtenues

sur chague pavé, et des estimations sur w.

3. Localisation

La localisation, ou la comparaison de deux problémes aux limites,
repose essentiellement sur la formule du mini-max, [[i], [{]]. Si (V,H,a]
est un probleme variationnel abstrait, ie. V et H sont deux espaces de
Hilbert, V s'injectant continuement avec image dense dans H, et a est une
forme hermitienne continue et coercitive sur V, et si 1'injection de V dans
H est compacte, alors le spectre de 1l'opérateur (A,D(A)) positif autoadjoint
dans H, défini par le lemme de Lax-Milgram, est constitué d'une suite de va-
leurs propres Aj tendant vers +®. De plus, 1l existe une base orthonormée de
H constituée de vecteurs propres de A.

On a alors en notant N(A) = ) 1

=3

(3.1) Si E est un espace vectoriel inclus dans V, tel que pour tout u de E
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2
on ait a(u,u) < AIUIH, alors

dim E ¢ N(\).

(3.2) Si E est un sous espace de V, tel que pour tout u#0 de E on ait

alu,u) > A|u|a, alors :

CodimV(E] > N(A).

Cela conduit & poser la définition suivante

Définition : S7 V est un espace de Hilbert, si a est une forme hermitienne
et continue sur \, et 81 p est une semi-norme préhilbertienne sur V, on
note pour \ réel .

N{A,V,a,p) = Sup, dim E
E e,

ou }%A désigne l'ensemble des sous espaces vectoriels de V inclus dans le

eone {ueV / alu,u) & A(p(u)]2}.

Revenant au probleme variationnel introduit plus haut, on voit

que
N(A)

i
o~

1 = N(A,V,a,

0
A.<A d
J

En utilisant la décomposition d'un espace suivant une base de

vecteurs propres, et en utilisant (3.1) et (3.2), on montre facilement

Proposition 3.1 : Sotent V et H deux espaces de Hilbert, V s'injectant de
maniére compacte dans H. Soit a une forme hermitienne continue sur V et
coercitive sur \I par rapport a H.
Soit V, un sous espace fermé de V, pour X\ réel on pose :
Zy = {fuev /VvveVv aluv)-rlu,v), = 0}.
0 H
On a alors :

N(A, V. a, ] ]

) = N,V _,a,
0

’ dyd NGz el - dim.V_ N Z,
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Remarguons que si V = VO qavq, les espaces VD et V1 étant ortho-

gonaux pour a et pour (,]H, alors la proposition redonne le résultat clas-

sique

N()‘ :V;a:

] = N[A-JV ,a,
e}

).

.lH dd e NV, a,

1y

4. Etude de modeles

On étudie maintenant le cas des opérateurs & coefficients cons-
tants sur les pavés. Soit a une forme intégrodifférentielle homogéne, a
coefficients constants :

alu,v) = j | |z a .. 0%tx) DPvix) . dx
o

On suppose que

(4.1) Via,B) |a|=|8]=k. a8~ faq
(4.2) ¥ EeRr" pleg) = ) 2 - LN o, Bl
: la|=]8]=k
et on pose
(4.3) M = Sup |auBI
(4.4) y_ est le mesure de densité constante u' = (ZH]_m . J dg .
a a
p(g)<1
Soit 0% = z [-1)K aaB . Da+6 1'opérateur associé a a.
la|=]8]=k

Proposition 4.1 : Il existe une constante C ne dépendant que de c, et M

telle que pour tout pavé J de R" de coté o on ait : pour tous réels positifs

X et u, on a en posant Z, = {u € HK[JJ / J%h = \u}

A

m-1
. 2 m=1 —
(W NOLZ |l [ 1) s ¢ [p cOarp) 2K+ 1]

m-1

. 2k -1
(ii) ‘N(A,HE(J],a,l 1) - pa[J).xm/ i <C [pm N2k + 1
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Par homogénéité, il suffit de démontrer la proposition pour un
pavé type. On supposera donc pour toute la suite du paragraphe gue
1= (o2

On introduit 1l'espace H;[J], le sous espace de HK[J] des fonctions

périodiques (isomorphe a l'espace,Hk du tore) et les fonctions ?v[x) pour

v ezt /2
%;(x) = (2my " exp(iv.x]).

N sont les fonctions propres de 1'opérateur A# , réalisation
5 . 2K . N s K 2
de JC de domaine Hﬁ‘[J), assccie au probleme variationnel [H#(J),L (J),a).

Jn a denc

(4.6 NOLHQLa b | )= ] 1 et

#
plvish m=1

@.e) NOLHp e ) = () 2| o [ L)

On voit alors, par la proposition 3.1 que 1l'estimation ii) ré-
sulte de (4.8) et de 1.

.”idée de la démonstration de i), est que Zk est isomorphe a un
espace de traces : formellement, en notant Y un opérateur de Zk dans un
espace de traces X, on prolonge le relevement RA de X dans Zk’ d'un espace
X dans E; adhérence de ZA dans L2(J] ; pour cela, on transposera l'opéra-
teur A# . On ramene alors l'estimation des n-diametres de ZA dans f;} a

celle des n-diamétres de X dans X, la difficulté étant qu'on a besoin d‘*une

majoration de la norme de R, uniforme en A

X ; on tourne cette difficulté en

travaillant & une codimension finie prés dans X (ou Z\).
Les complications technigues viennent de la difficulté d'écrire

une formule de Green sur le pavé, et de 1l'irrégularité des espaces de tra-

ces.
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4.1. Formules de Green

Pour u et v dans &(J), on peut écrire par intégrations par par-
ties successives

m
a L o
(4.7) alu,v)-( u,v) = ) ) [TDU,D v, o, - (T u,0%v) 5

al<k=1 p=1 L3 ) P L (3%
lalgk=1 p - -

ol J; [fesp. JS] désigne pour p = 1,...m, la face du pavé J déterminée par
1'équation xp = 20 [resp. xp=D], et ol les Tz sont des opérateurs différen-
tiels d'ordre inférieur & 2k-|a|-1. Il faut noter gue dans (4.7), on ne peut
pas ne faire intervenir que les dérivées normales de v, puisque les faces

5

minés de manieére unique, et certains peuvent €tre nuls ; on les déterminent

et JS sont des variétés a bord. D'autre part, les Tg ne sont pas déter-

en intégrant par parties successivement en O TETERRL Remargquons alors gque

.. o . . P
les coefficients de Tp sont combinaisons linéaires des aa , et on a :

8

(4.8) ol sl
H|a|+7(J] H™™ ()

ot C ne dépend que de M.

Notons X, VY et LZ(BJ) les espaces

1 1
0 clald gl 3
X = it il (H (J ) x H (J°))
la|gk-1 p=1 P P
1 1
m |uh§ 1 uh? 0
Y = i I (H (J ) xH (J7))
|afk=1 p=1 " i
2 m 2.1 2. .0
L™ (3J) = I I (L"(3) x L7037)).
Ialék-1 p=1 P P
PN . v Kk v 2k
On définit les opérateurs y de H (J) dans X, et 1T de H™ (J)
dans Y :
N a a
yu = (D u[J1 , D U|JO)[a|<k—1
P P __q
p=1,...m
" a o
Ty = [TDUIJ; s TDU|JSJ|C!!§K"1

p=1,«..m
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On déduit alors de (4.7)

Lemme 4.1 : Pour u dans HZK(JJ et v dans HK[J] on a la formule de Green

sutvante : : N
alu,v)=( u,v) = (tu,yv)

L% (53)

On cherche maintenant & prolonger l'opérateur 1 & 1'espace

C;
O

Pour cela, on introduit 1'espace Xo’ espace guotient de HK(JJ par

- fue H) 7 b ue L2,

HS[J] muni de la norme quotient, et 1l'opérateur Yy de projection de HK[J]
W k
sur Xo' Remarguent que Ker vy = HO[J], on en déduit une injection continue

N
de XO dans X, permettant d'identifier Xo a 1l'image de HK[J) par v, dans X.

On en déduit de manieére classique

Lemme 4.2 : Il existe un bpérateur T continu de Qﬁt dans Xé dual de XO
e

tel que :

Vue oD, . Wve HK(JJ : a(u,v]-[J%U,v] = <TU,YV>,,
C%& XOxX0

4.2. Deux lemmes

On utilisera 1l'espace Y' dual de Y

1 1

m |a|+—- ) lal+—- )

Y'= oo ([ 2[J1]] x [H 2]
la]<k=1 p=1 P P

n o=

et les injections : YC}»LZ[BJ] G Y, X G L2[8J) Cs Y'.

Il résulte des estimations de E1 Kolli [ 5] :

Lemme 4.3 : Il existe une constante K, telle que pour tout réel u > O

m="1

NS S

on a

2
A N

D'autre part, on introduit pour § et A donnés les espaces

R 2k
- Eazespace engendré par les yqb pour les indices v tels gue lv| <8

~
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- FG espace engendré par les ?q? pour les indices v tels que |\)|2K <6
v

.
)

- GA espace engendré par les @v pour les indices v tels gque p(v) = )

c'est l'espace propre de A# pour la valeur propre X.

On vérifie facilement

Lemme 4.4 : Il existe une constante numérique K, et une constante C ne dé-

‘pendant que de c, et M telles que pour A > 0 et § > 0 on ait :

1) dim Eg < SCNARRIEL D
1) dim F < KesM172k Ly
111) dim 6. < c(™M1/2R gy

X\

4.3. Démonstration de la proposition 4.1

Soit A > 0 et soit § ;-%& qu'on déterminera par la suite.
o
Il existe un espace H6 de X dont la codimension dans X est

NOGXs [l I [l tel que
2 2
(4.9) Vet s ely, < lelly
Soit Z le sous espace de ZA des fonctions u vérifiant
[ - v T e Ed , <ru,g>x,xx =0
0o
(4.10) {-YueH et VYirefF (Yu.z) = 0
8 8 L% (33)
-v¥es . (u,Y) 2 =0

\ L™ (J)
I1 est clair gue

(4.11) codim (Z) < dim EG + dim F_. + dim G, + codim Hd

Zx § by
2k
D'autre part, pour u dans ZA et v dans H™ (J), on a :
; N
(4.12) (wk-20v =<ty - GuTy)
L (J) oo L7 (3)

Donc, si u est dans Z, on a :
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(4.13) (u,¥ ) = 0 pour tout v tel gue p(v) = A ou p(v) g Sc
v 2 0
L™ 03]
et en particulier (u,) =0 si plv] < 2X.

Pour u dans Z, on pose
(u,¥ )
v

Vs —o - ¢
p(v]}éco p(v)-x v

On a v & Hiﬁ[J] et [(A-A)v = u.

Par (4.13), on a :

(e}
[y

2
V2, <
2 C 2
IVIE < £ 1yl
et reportant dans (4.12) on obtient finalement

2 C 2
| ul ]

(4.14) o < 3 K

C ne dépendant que de c, et M.
u étant donné, on choisit & = Sup [E%—u C.u, et on obtient la proposition

en reportant dans (4.11) les estimations des lemmes 4.3 et 4.4.

5. Estimations sur le bord

On reprend les hypothéses et les notations du paragraphe 2 : Q
est un ouvert borné de'Rm, et V un sous espace fermé de HK[Q) contenant

H Q).
0

On utilise les hypothéses de régularité sous la forme suivante

(H) Il existe des constantes L., €, et Yo telles que : pour tout ¢ < €

et bour tout A > Yo * € 2K on ait
NOLVL R ], e L™
L (wg)

Proposition 5 : Chacune des hypothéses (H.1), (H.2), (H.3) ou (H.4) implique

(H).
On ne démontrera pas completement cette proposition. On va indiguer

par exemple comment (H.2) implique (H).



VI - 13

Les autres implications se démontrent de manieére semblable & partir d'es-

timations utilisées en [5], [{].

(H.2) = (H). Etant donné 8§ > 0, on considere les pavés Jv (v € ZP] de

cbte &

8y

-— m - — —
J, = X eR | ¥ p=1,...,m pr val <3

Soit A 1l'ensemble des indices v tels que Jv n w, # ¢,

On a :

(5.1) Card A.8™ = mes ( U Jv] < mes (B ).

[
veER e+vVms

v
u étant donné dans V, on approche u prolongement de U, par un poly-
néme de degré inférieur a k-1, sur chaque pavé Jv (v € A). Notant v, ce

polynéme, on a d'aprés E1 Kolli [5] :
2
|t—vv > < Cte 52K |t|i 3
L(J.) SRS
v
D'od 1'on déduit

|U‘V|22 k,UJ
L MV

(w_)
€
et
2 2K 2
|u—v|0,w < Cte & ”u”v .
€

+Kk=1 . N
v étant dans un espace de dimension au plus (m m ) card A, ce qui acheve

la démonstration.
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6. Démonstration du théoreme

Soit @ un ouvert borné de Rm, soit V un sous espace fermé de HK[QJ
contenant HE(Q] ; on suppose que l'hypothese (H) est satisfaite. Soit a une
forme (2.1) vérifiant (2.2), (2.3) et (2.4).

Dans une prémiére étape, on va considérer des partitions de @
nour obtenir des estimations de

, NV, a, m/2k,

- Q) . A
| ) - u @
2t ensuite on choisira les partitions de @ de maniére & optimiser les majo-

rations.

5.1 Partitions de Q.

On note M = Sup Ha " © ,
we Bl
K = Sup sup 0% & .l
la 8=k |v]=1 B @)

c, sera la constante de (2.4), L,EO,YO les constantes de 1'hypo-

these (HJ).

Pour des raisons de clarté, on convient de noter C une constante
générique ne dépendant gue de c, et M, et y une constante numérigue.

On note Y1 le nombre d'indices a, tels qgue |a|=k.

N

Soient Jv (v € A) des pavés de coté Ny inclus dans Q et deux a

deux disjoints. Posons Q' = U Jv’ et w = Q\Q', de sorte gque
veA
Q= Q' vw pp

Soit € tel gue w C w, . Soient n et p définis par

nm = Sup K. mp et p = Inf . 0y
v eA v v €A

On suppose gue

CO CO
— et p < p_ = T

[6-1] € < € 4 n < no 8Y1 0

o]

On se propose de démontrer les majorations
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Proposition 6.1 : Il existe des constantes C, et C, telles que pour toute

partition de Q en pavés J,, pour laquelle (6.1) a lieu, et pour tout réel

A >D1 [z‘:_2k + p-ZK), on ait :

INOLV.a ] |20 - b 1™ - RO ¢ C (7 oM™l At 72K
V

¢ e +nmes@) A2 L pesg y (MK

Soit JV une partition de @ vérifiant (6.1). On approche a par une

N
forme a dont les coefficients sont définis par :

’\J .
auB(X) = aaB(XJ si  x w
(6.2) 8,p(x) =0 i xen et laf+]B] < 2k
N B 1 . _ _
aaB[XJ ~-5Eg—j; [J auB[y] dy si x €& Jv et |a|—|B|—k

Y

v .
a approche a au sens suivant

Lemme 6.1 : Il existe une constante numérique y, telle que pour tout § > O

et pour tout u de V, on ait :

2 2
‘a(u,u)—g(u,ull < (2 Yon¥ $) IUIK,Q' + t8 lu'o,Q'
avee
t@ - M'Y [61 2Kk . 01 2K]
En effet, on a

N 2

alu,w-alu,u)| < 2y,n |uld o, ) ) Moo Jul. o ]uls,

l I 1 l K,Q v i<k Y J,Jv J ’Jv

J'sk

332k

et on obtient le lemme en utilisant les inégalités de convexité sur le pavé

k , 2
YueH J)VS§>0 |u|j,J |u|j,,J <6 |u|K’J * ts |ul
Y v Y
avec
1-2k _ 1-2k
té = v. (8 N ).

On en déduit grace a (6.1)
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YueV, “alu,u) <2 tg(u,u oty |u|§,Q]

(6.3) o
avec t_ = C.p .
0
Kk, K
Notons V =H (') = & H (3 ) et
0 o ot
v € A
7, = {ueVv/ Bu,v) = Alu,v) Y v e v 1.

0On déduit de la proposition 4.2 :
: m-1

. ) 2. m/ 2k 2k m-1
(8.4) N(X,Vo,a,‘.‘oj UB(Q']'A l <cC {; z . (A pv +1]J

et de cette méme proposition 4.2 et de 1'hypothése (H), compte tenu de

(6.3)
m=1 m_
(6.5) N(,,Z.,5] |%) <cC [ Tootoet ) 2 o™y v Lee Ot 32*‘]
A o ) v o}
v e A
pourvu que A > C e_2k

7~ 71
Remargquant de plus gue

u%(w] < C. Le

On en déduit :

Lemme 6.2 : Il existe des constantes C et C,, telles que Ll'on ait :

m="1

Ioe™ T R L, Am/ZK']
é e

1.’

NV, S,

2 m/2k '
o]‘UB(Q].X I < C [
pourvu que A > C, (e +op ).

1

D'autre part, par application du lemme 6.1, on a les encadrements

' v ‘ n
(6.8 NOA',V,&, | [ ) g NOuV,a,| | ) ¢ NOMVa, | | )
avec
2y, n*s
)
@]
2y, n+8
A" (1 + ] (Arty)
(@]
et t. = ¢ {61—2K + pq_ZK]



Un calcul facile montre gque si A>4 81 (e

choisir § = C, y 12

Am/2k -
(6.7)
A"m/2k Y

avec de plus A' >

S>>

Il ne reste plus alors gu'a remarguer gue

Iua(Q
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K de sorte gue
LiLll}
,m/ 2K . m/ 2k 2k
< E4 n.i + CS A
m-1
m/ 2k m/ 2k 2k
< C4 n A + 65 A
et xS 2.

) -y ()] < Cun.mesQ

-2k

et

Ky,

on peut

pour obtenir les estimations de la proposition, en reportant dans (6.6)

les inégalités du lemme 6.2, en tenant compte de (6.7).

6.2. Coefficients variables

On choisit

les pavés de sorte gue Py~

Soient Jv (v e 7" 1es pavés

)
et soit A l'ensemble

On a alors Q \ U
v

J = {xer" /v p=1,...m,

des indices v tels que Jv Q.

J = wc wE avec ¢

€A

e

xo-pvo|<

P
5}

v e A

m
<mesq .

On déduit alors de la proposition 6.1 gue pour p <Pg et pour

=2k

A > C% o , On a :

ROV < C [EEE-
p

Donc si X est donné assez grand, on peut choisir p

de sorte gue p <0, et A > Ca o

>\(m—’lJ/Z .

(L + Kmes Q) p

=-2K

D'ol 1l'on déduit :

A ;,AD

1
(m-=)/2k
R(A) < C . A 2/

c'est-3-dire le théoreéme.

Am/ZK.] . 0 (A[m-1]/2k

Cte

).

.A~1/4K
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6.,3. Coefficients constants

On procede comme en [{].
Posons pp = 2P, On définit par récurrence les ouverts Q' et Q"
pour p = 0, soient JS les pavés de cbte 1 = °

3% = xeR" | |x,-v.] <
\Y 1 1

N =

et soit AO 1'ensemble des indices v tels que J ¢ Q.

0
v
On pose ' = U 3% et " =ao\@
o g v 0 o
v e A

Ensuite, si Q% et Qj ont été définis pour j < p, on considére les

pavés Jp+1 de cdte p
v p+1

P+l _ -l _
Jv {x ¢ R l lxi pp+1 vl < pp+1/2 ,

et Ap+ est l'ensemble des indices v tels que J5+1 C Q;.

/I
On pose
Q= U (U 3P
p+1 P v € A v
A
et _
Q" = a\Q'
p+1 p+1
Il est clair gue Q" C w ~
p ym.ge
p
(6.8) et gue pour p assez grand

(Card A ) " & L. Vip
p p p

X étant donné assez grand, soit Py la partie entiére du réel

(Logh = Log C}) (2k Log2) ]

ou €l =cC, (1+ (MmN,
1 1
Pour X\ assez grand, on a € = Ym pD < eo et
1
-1/2
0 3'(8%]1/2K o 172K 5 o 0
P P P1/2
-2k 1-2K



VI - 18

En considérant les pavés Ji pour j = 0,...p et v eﬁAj, on déduit

alors de la proposition 6.1

P4 m-1
(6.9) RA\) g C {Z p';'1 Card Aj + Lp AR resq 2":{

j=0 P
Or on a, par (6.8)
Py

p?_1 Card Aj < Cte + L‘(ﬁ.pq.

o~

j=0o

Reportant dans (6.3), on obtient

X(m—1]/2k

R(A) g C [L.Log A+ Cte ]

ce qui acheve la démonstration du théoréme.
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