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THEOREME D'INDICE ET REGULARITE POUR UNE
CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Dominique PREVOSTO et Jacques ROLLAND

Résumé. On se propose d'étudier des problémes aux limites, dans un ouvert @ régu-
lier de R", associés a des opérateurs L elliptiques dans @, dégénérés sur le bord
r de @, de Ta forme : n-r
Lu(x) = = P"M(x0,) € g 03Ty,

, h=0
ol q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que 0 < r < m et q(m-r)& N,
Pm°h(x ;Dx) est un opérateur différentiel d'ordre au plus m-h, Pm(x ;DX) est un
opérateur d'ordre m elliptique dans @ et ‘f une fonction réguliére équivalente a
la distance au bord T.

Pour tout entier p > 0, L est un opérateur linéaire continu de 1'espace
fe eneley svee poics ¢ WP (2) = e HP@) 5 oM ue WP(e))
muni de la norme canonique, dans 1'espace de Sobolev usuel Hp(Q).

On fait une hypothése "d'ellipticité générale" sur 1'opérateur L, qui
implique que Pr(x ;DX) est elliptique sur r. On introduit alors u opérateurs
frontiére Bj(x ;DX) tel que YB = (YBj 3 J=1,...,u) soit un opérateur Tinéaire

. M _ _
continu de | m+p (2) dans 1 HMPMj %(F).
q,m"r j=1

On montre que sous certaines hypothéses, le couple (L ; YB) est un opéra-
‘teur & indice de  mp () dans HP(a) x E Hr+p'mj'%kr),
q,m-r j=1
1'indice étant indépendant de pe IN.

Le théoréme est montré pour p =0 dans ﬁd. A partir de 1'estimation a
priori L2, on obtient, par la méthode des quotients différentiels, la régulariteée

tangentielle ; on est alors ramené, pour la régularité normale, a étudier la
régularité d'un opérateur différentiel ordinaire sur un segment [0,T[.
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I. INTRODUCTION ET ENONCE DES RESULTATS.

Soit @ un ouvert borné dean, de frontiére I, tel que Q soit une

variété a bord de classe C". On se donne une fonction fe (I""(I.Rn ; R) telle que :

Q= {xe R" ; f(x) >0} 3

r

{xe R" ; (((x) = 0} ;
Y xer, grad ? (x) #£ 0.

Soit L

s

L(x ;DX) 1'opérateur défini sur Q par :
m-r

Lux) = L(x;Dy) u(x) = = Pm_h(x ;DX){:Y(X)q(m—r-h) u(x)}, ot

(i) qestunréel > 1, met r sont deux entiers tels que 0 < r <m et

q(m-r)e N ;
(ii) pour tout h=0,...,m-r, Pm'h(x ;DX) est un opérateur aux dérivées
partielles & coefficients indéfiniment différentiables sur @, d'ordre ;

inférieur ou égal a m-h :
-h m-h o
P"™™(x3D) = T pl(x) DY ;
*lalsm-h ® o

m-h

Si q(m-r-h) &N, P " (x ;DX) est, par définition, 1'opérateur nul.

(ii1) Pm(x ;Dx) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans @, c'est-a-dire
que, pour tout X0 € Q et tout £ e R"~ {0}, on a :

™ pl(x,) €% # 0.

Pm

X 3§&) =
° |o|=m
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Pour tout h=0,...,m-r, on note Pg::(x ;DX) la partie principale d'ordre

m-h de P"(x50,).

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout X, € T» tout xeq et tout £€ R"\ {0}, on a :
m-r

Lol %:) = 2 P (x5 8) ()3T £,
=0

Cette condition implique que 1'opérateur Pr(x ;DX) est elliptique sur T,
c'est-a-dire que, pour tout xoer et tout ¢ RrR"\ {o}, on a :

P:(x0 3 E) f 0.

Pour tout X, T's et pour tout couple de vecteurs (£,£') de R" Tinéaire-

ment indépendants, soit u le nombre de racines t de 1'équation :

r

Pr

(g 3 8+ 18") =0

telles que Im t > 0. On suppose que u ne dépend pas de XETs et de (¢,&') pour n=2.

On définit alors u opérateurs frontiére, & coefficients C" (%) :

B.(x,D.) = ¥ b, D% , j=l,...,u ,
J( & lof<m. jal¥) O 3 ’

J
ol, pour j=l,...,u, mj est un entier inférieur ou égal a r-1.

On note YB = (YBj 3 J=1,...,u), ol vy est 1'opérateur restriction a T.

On suppose que le probléme (Pr, YB) est régulier, c'est-a-dire que la

condition suivante est vérifiée, (voir [8]) :

(C') Pour tout x@& T et pour tout vecteur g cotangent en X a r, le probléme aux

(o]

limites : .
P.(%3 £+ grad ‘I’(X) D) v(t) =0

o,, . -
Bj(ﬁa, £+ grad ¢ (x) Dt) V|t=o =0
n'admet que la solution v=0 dans 5’(@;)(*L ou Bg(x ;DX) désigne la partie prin-
ipale d'ordre m, de B.(x ;D_).
cipale d'ordre j e J(x X)

(%) Y(R,) désigne 1'espace des restrictions & R, des fonctions C” surR a
décroissance rapide en t =,
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Définition 1.1. SoZent s N et L€ Z. On note Wg S(Q) l'espace des distributions
b .

ue HQ-S(Q) telles que (rqs ue HQ(Q). On munit cet espace de la norme du graphe.

Le principal résultat de cet article est le suivant :

Théoréme 1.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), pour tout p& W, 1'opérateur (L,YB)

1
H -m.-
est linéaire continu et 4 indice de wg”[';_r(sz) dans Hp(Q) x 1 HP M Z(l‘), et son
9 j___l
indice est indépendant de p.

Corollaire 1.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), si UE w'(‘]‘ ooe(0) et st

(L,yB) u&€C () x T C(T), alors ueC (Q).
J=1

Remarque 1.1. Si Pr(x ;DX) est proprement elliptique, on peut prendre comme opéra-

teurs frontiére le systéme des conditions de Dirichlet

B.=Y. ,j=o,..-, -1,
i~ "

Y

N aj . _ . .

ot Yj = 3 avec v normale a T orientée vers 1'intérieur de Q.
oV

Remarque 1.2. Le cas ol q<1 a été traité dans [2] ; et dans ce cas, la condition

“d'ellipticité générale" (C) introduite ici doit &tre remplacée par la notion

d'équation indicielle. Citons aussi [1] pour un cas particulier.

IT. PRELIMINAIRES.

[I.1. Quelques espaces de distributions.

L
q’S(I).

Soient q un nombre réel > 1 et s un entier > o tel que qse N, re 1

IT.1.1. Espaces de Sobolev avec poids W

et I un intervalle de R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

wg (1) = ue v 5 t% ue H(D))

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de 1a norme du graphe.
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Remarque 2.1. On a 1'injection continue suivante :

) ) !
Ho,s(1) G Wy o (1) = g (1)

ol Wés(l) est 1'espace introduit dans [3]. Pour les propriétés des espaces wt(l),

voir [3].

Proposition 2.1. Pour tout entier k tel que o0<k<s et qgke N, 'application :

ur—> tqku est linéaire et continue de Wé S(IR) (resp. wg S(IR+)) dans Hz—s+k(m)

(resp. HS(R,)).

Démonstration : Soit u appartenant a Wt (R) . Désignons par u la transformée de

g,s

Fourier, sur R, de u. On a :

2

(1+]<)*S u(r)e L5(R) et (1+[<))* 0% U(r)e LA(R).

Nous voulons démontrer que si k=0,...,S, avec gke IN, alors :

(1<) 0% U(r) e LA(R)

I1 suffit de démontrer cette propriété surR,. Soit T > o. Sur (o,T),

~ ~

ona: u(t)e Lz(o,T) et D?S u(t)e L2(0,T) ; donc ﬂ(r)es Hqs(o,T) 3 par conséquent

s-k)

03¢ u(r)e KK (0,T) g L2(0,T). D'od :

(1+])*7** 03K U(r) e L2 (0,T).

Sur (T,+~), on a :

78 l(r)e LA(T,40) et * D% U(r) e LA(T,4e).

On en déduit que, pour tout entier j=o0,...,9qs, on a :

—g+ d
=S+ s A 2

¢ 9 Dg u(t)e LE(T,+).
En particulier, pour k=0,...,s avec gk IN, on a :
7S I G(r) @ LA(T ).
En regroupant les résultats sur (o,T) et sur (T,+w), on obtient que

(1+|r|)£_S+k ng u(t) appartient a L2(R , avec :

)

2+ 0% G ic{n<1+|T|>“'sa<T>nz s sl 0% Gl }
‘ LYR,) LY(R,) LR,

+
ou C est une constante indépendante de u.
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On procéde de maniére analogue sur R. La proposition 2.1 est donc
démontrée pour u appartenant a 1'espace Ng S(IR).

(R,), résulte du lemme

Le résultat, pour u appartenant a 1'espace wg s

suivant :

Lemme 2.1. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de Ng S([R+)
L
dans wq,s(R)'

L

Démonstration : Pour u appartenant a wq s

(R,), on pose :

u(t) , si t>o

Pu(t) =
r
I o, u(-jt) , sit<o,
=1
avec : r = max (qs-%, 9s, 2-s-1+gs)
et ou: r K
L ay (-3)" =1, pour k=min (2-95,-QS),..., max (&-s-1,-1).
J=1

On peut trouver des oy satisfaisant ces conditions puisqu'il s'agit

d'un systéme carré de Vandermonde.

ler cas : 2 > 0 et 2-s>0 ; dans ce cas, r=2-s-1+gs et k varie entre -gs et

2-s-1. On a donc :
r K
z 0‘j('J)
j=1
continu de H'"S(R

= 1 pour k=0,...,2-s-1 ; ce qui montre que P est linéaire

,) dans HYS(R).

De plus, on écrit : 9% py = Q(tqsu),

ou

v(t), sit>o0
(t) =),
z J v(t), sit<o
=1 (-9)%
r k
Comme .21 oy (-3)" =1 pour k=-gs,...,2-qs-1, on a :
J:
r o .
z I )% =1 pour k' = 0,...,0-1 ;

j=1 (-3)%
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) dans HQ(R). On a donc démontré

R) .

ceci montre que Q est linéaire continu de HQ(IR+

dans w*

que P est Tlinéaire continu de W (R o5

g,s +)

2éme cas : 2<0 et £ -s<o ; dans ce cas, r=gs-2 et k varie entre 2-qs et -1.

Pour montrer que P est 1linéaire et continu de HK'S(R+) dans HQ-S(R),
t

on montre que P est linéaire continu de HS™*(R) dans HZ'Q(R+). On a :
< Pe, u > S-1 2-S =< Pu> o 2-3 '
HTHR,) x HTS(R,) HS™4(R) x HS(R)

D'ou, par intégrations par parties :

roao.
tP@(t) = o(t) + 3 o (- E), pour t > o.
jo1 9 J
r k
Ona: I a;(-J) =1pourk=2-s,...,-1 3
i J
J
donc : r a5 Lk
r +(-%) =-1pour k' = 0,...,5-2-1.
3=1 )

Ceci montre que les s-% premiéres traces de tP@ sont nulles. D'olu 1a

continuité de 'P de HS™*(R) dans H;_Q(R+).

Pour 1'opérateur Q défini comme dans le ler cas, on procéde encore par

dualité. On a :

r
z a-('j)k =1 pour k=2-9S,...,-Qqs-1 ;
j=1
donc
r -qs 1, 1.k'
z oa;(-J) 9 = (-%) =-1pour k'=0,...,-2-1.
je1 9 AN

On en déduit la continuité de tQ de H*(R) dans H;Q(R ; d'ou la

)

continuité de Q de HQ(R dans HR(R).

)
3éme cas : 2>0 et 2-s<o0 ; dans ce cas r=gs et k varie entre -gs et -1.

La continuité de P de H*"S(R,) dans H*"S(R) se fait comme dans le

+

2éme cas, par dualité.
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La continuité de Q de HZ(R+) dans HQ(R) se fait comme dans le ler cas.
Le Temme 2.1 est donc complétement démontré.

Par conséquent, la proposition 2.1 est démontrée pour u appartenant a

L

wq,s

(R+)‘
Dans les lemmes qui suivent, m désigne un entier > o tel que gm appar-

tienne @ N et p est un entier de 7.

Lemme 2.2. Soit U appartenant a Wr3+na(o,T). Alors, pour tout j=0,...,Mm tel que :

qje N, on a : tqj ue Hp+‘j(o,T).

Démonstration : Ceci résulte directement de 1a proposition 2.1.

Lemme 2.3. Pour tout entier j=0,...,Mm tel que qj&€ N et pour tout entier k=0,...,j,

L'opérateur :

T — th'k D%"k u

est linéaive et continu de Wg+$(0,T) dans Hp(o,T). De plus, st k>1, cet opérateur

estl compact de N2+5(0,T) dans Hp(o,T).

m+p

Démonstration : Soit u appartenant a wq m
bl

(0,T). Puisque u appartient a Hp(o,T),

on a: t¥7J yetP(o,T), avec :

"tqj'j ul| < C |l , ol C ne dépend pas de u.
HP(0,T) HP(0,T)
On en déduit que :
[£%973 y < C |yl .
HP(0,T) WP (0,T)

q,m
inuite de 1'opé aj-k gk . :
La continuité de 1'opérateur u+—s t g U est donc montrée pour k=j.
Supposons que la continuité de cet opérateur ait été démontrée pour k=h,...,Jj

avec h > 0, et démontrons-la pour k=h-1, si h-1>0.

Ona: ue Hp(o,T) et, d'aprés le Temme 2.2, tqj ue Hp+‘j(o,T).
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Donc, ue wz+g(o,T). D'aprés la remarque 2.1, on en déduit que ue wg}j(o,T).
Par conséquent, (voir [3]) :
tqj'(h—l) ue Hp+j-(h'1)(o,T).
D'ou : . .
pJ=(h1) (193-(M"Dyy e WP(o,T).
1) q- (1 j-(h-1) j-(h-1) I7(h-1) j-(h-1)-2-(h-1)-2
o (h-1)¢ad-(h-1) y - a3-(h-1) pJ (h-1) , 47 'y c, tV (h- )-%Di-( -1)-2,
2=1

L'hypothése de récurrence montre que pour tout 2=1,...,j-(h-1), on a :
¢ (h=1)=2 pJ=(h-1)-% & WP(o,1).

Par conséquent : £93-(h-1) D%_(h'l)u appartient a HP(0,T), avec :

tQJ“(h'l) DJ-(h_l) < C .
| S L

q,m
Ceci achéve la démonstration de la continuité.

On montre maintenant la compacité de 1'opérateur : ut+—> th_k D%'ku

pour j=1,...,m et k=1,...,j, avec gje .

Soit (un ;ne N) une suite bornée dans w2+3(o,T). On peut en extraire

une sous-suite, notée encore (un;rwe;m), qui converge faiblement vers u dans
m+p s
wq m(o,T). Par différence, on peut supposer que u=o0.

9

Montrons que la suite £k pIk e converge fortement vers 0
t n

dans Hp(o,T) quand n > + = .
On a : u € WETE(O,T). D'aprés Ta premiére partie de la démonstration, on en
deduit que : t97K Di'k u, appartient a HP(0,T).

J-k+1

J-k

D

Par conséquent, t9 U, appartient a Hp(o,T).

: qj-k+1 j-k i qi-k ni-k qj-(k-1)nd-(k-1)
Or, puisque k>1, Dt {t Dt un} = -i(qj-k+1) t Dt un+t Dt u
appartient a Hp(o,T).

Par conséquent : tq‘j_k+1 D%_k unéa Hp+1(o,T), avec :

| £kl D%-k un”Hp+1( . <C ”un”wm+p( . ol C est une constante
0, 0,
q,m

indépendante de ne N.
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o ¢ pdk

t U € Hp_J+k(o,T), puisque u & HP(0,T).

Donc : D3 K u e WPt (0,T), car HP-dtk 0,T) G HP-ad+k 0,T).
t n qj-k+1

On en déduit (voir : proposition 1.2 de [4]) que -k D%-k u € HP(0,T) et que,

pour tout n > o0, il existe une constante Cn > 0 indépendante de ne IN telle que :

qj-k nd-k qj-k+1 ~j-k j-k
Y +c ol

[ I o-qi
t n Hp+1(o,T) n'p qJ+k(o,T)

£

j~k
oL T A Lt

p-qj+k ’
q.m 0, H (0,T)

Posons : M = sup |u| .
neiN " W2+$(0,T) \

Soit e > 0. On prend n = =z . Ensuite, comme 1'injection Hp-‘]+k 0,T c;Hp'qj+k 0,T
2 CM

est compacte, il existe noe; IN tel que, pour tout n >ng s on ait :

j-k €
g™ ull oo <o
t n" P qJ+k(0,T) Cn
Donc, pour tout n >N, »0na:
j-k nJ-k
N 0™ u < e.

Hp(o,T) B

Ceci prouve que la suite (th_k D%_k u 3 neN) converge fortement vers 0 dans

Hp(o,T) quand n > + =,

Le Temme 2.3 est donc complétement démontré.

Lemme 2.4. Pour tout p& Z, 1'opérateur Dt est linéaire continu et 4 indice de

m+p+1

q.m (0,T) sur Nm+p(0,T), d'indice 1.

Hp+1 0,T) sur Hp(o,T), d'indice 1, et de W
q,m

Démonstration : La premiére partie du lemme est triviale.

Soit ue w""'p” 0,T). Ona : vue Hp+1(o,T) ; donc D, ue HP 0,T), avec :
g,m t

[1Dull b < C |lul , o0 C est une constante indépendante
H

+p+l
(0,T) Wn (0.T)
de u. m+p+1(

D'aprés 1a remarque 2.1, on sait que ue wqm

0,T). Par conséquent,

(voir [3]), "1 e H™P(0,T), avec :
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-1
1%l

< C [lul < C [lul -
m+p - m+p+1 - +p+l
H™P (0,T) W (05 w:'q’,m (0,T)
Puisque tM e Hm+p+1(o,T), on a : Dt 1t ure Hm+p(o,T), avec :
Io, €t uy < C ] .
t Hm+p(o’T) wg+g+1(0,T)
Or : Dt {(tM™ yuy = -igm tqm—l u+tim Dt u. On en déduit que tam Dtu appartient

a Hm+p(o,T), avec :

m
It ol <C Jul

m+p(o’T) wg+£+l(o,T).

ue wm+p(o,T), avec :

On a donc montré que Dt q,m

1D, ul < C |ul , 00 C est une constante indépendante
t W2+£(0,T) w2+$+1(o,T)

de .u.
Montrons maintenant que Dt est surjectif de w2+£+1(o,T) sur w2+$(o,T).

Soit donc ue w2+£(o,T). Comme ue Hp(o,T), il existe ve Hp+1(o,T) tel que D, v =u.

t
ona: t?ve WP (o,1).

m
or = DL (19 = ¢ty g 0K LK
, m+1 k=0 k t
gm-m-1 m gm-k ~m-k
= Coel t v + kio Cx t Dt u.
Comme ue w2+£(o,T), le lemme 2.3 permet de dire que, pour k=0,...,m,
£am-k D?’k ue HP(0,T). De plus, puisque ve HP(0,T), on a g1y o HP (0,T),

(car gm-m-le IN). Donc : p™l (t™y e Hp(o,T).
t

Et comme t%" ve Hp(o,T), on en déduit que " veleHp+1(o,T). Par conséquent :

ve W2+3+1(0,T). La surjectivité de 1'opérateur Dt est donc démontrée.

m+p+1(

Enfin, i1 est clair que le noyau de 1'opérateur Dt dans W 0,T) est

H]

de dimension 1.

Le Temme 2.4 est donc complétement démontré.
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Lemme 2.5. Soit p&€ Z et soit b(t)&e C“(lR) telle que b(0) =0. Alors, pour tout
J=0,...,m-1 tel que qj € IN, 1l'opérateur b(t) £9J D% est un opérateur compact de
N2+$(0,T) dans HP(0,T).

Démonstration : pour p=0, le résultat est trivial.

Pour p > o, la démonstration se fait par récurrence. Supposons donc que
le Temme soit démontré pour p < o et montrons-le a 1'ordre p+l.
Soit j un entier compris 0 et m-1, tel que qj€ IN. Pour montrer que

t
montrer que b(t) 9 D% est compact de wm+p+1 (0,T) dans Hp(o,T) et que

1'opérateur b(t) £ Dj est compact de w2+3+1(o,T) dans Hp+1(o,T) il suffit de

Dt {b(t) th DJ} est compact de wm+p+1(o T) dans Hp(o 1)

Or, d'aprés le lemme 2.3, th D% est continu de w2+£+1(o,T) dans'Hp+1(o,T).
Comme 1'injection Hp+1(o,T)<; Hp(o,T) est compacte, on en déduit que 1'opérateur

b(t) tqj D% est compact de w2+5+1(o,T) dans Hp(o,T).

o . it i .

De plus : D {b(t) t¥ DIy = -ib'(t) +qj 5(E)) (1% pdy + b(t) ¥ D) (D,.} -
Comme b(t) € C°(R) et que b(o) =0, on deduit que [b(t)+qi e c™(R) ;

par conséquent : [b'(t)-+qj p~—,§1:)-]{tq‘j Di.} est compact de w2+$+1(o,T) dans Hp(o,T).

Enfin, comme Dt est continu de wm+p+1(o,T) dans w2+p(o,T) et que, par hypothése

q.m
de récurrence, b(t) tH D% est compact de wq g(o T) dans Hp(o,T), on déduit que
b(t) tH DJ {D } est compact de w2+p+1 0,T) dans Hp(o,T). Par conséquenf,

Dt {b(t) th DJ} est compact de w2+p+l(o,T) dans Hp(o,T). On a donc montré que

(t) th D% est un opérateur compact de w2+p+1(o,T) dans Hp+1(o,T). Le lemme est

donc démontré pour p > o.

Pour p < o, on procéde encore par récurrence. Supposons que le lemme

soit démontré pour p < o et montrons-le a 1'ordre p-1.
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Soit j un entier compris entre 0 et m-1. Comme toute partie bornée de

wm+p 1 (0,T) est 1'image par 1'opérateur D d'une partie bornée de wq+£( ,T)

il suffit de démontrer que 1'opérateur b(t) th D% {Dt.} est compact de

' P(0.T) dans HP1(0,7). Or, on a :

b(t) t% DJ {D,.} =D, tb(t)tH D%} +i[b'(t) +qj 9%1] £ Di .

£
L 'opérateur [b'(t + qj —i~)] th D% est continu de NE p(o T) dans

Hp(o,T) ; comme 1'injection Hp(o,T) G HP~ 1(o,T) est compacte, cet opérateur est

compact de w2+£(o,T) dans Hp'l(o,T). De plus, par hypothése de récurrence,

b(t) 9 D% est un opérateur compact de w2+$(o,T) dans Hp(o,T) ; donc

Dt {b(t) 9 D%} est un opérateur compact de W$+g(o,T) dans Hp_l(o,T).
Par conséquent, b(t) tqj D% {Dt.} est un opérateur compact de w2+$(o,T) dans
Hp'l(o,T). Ceci achéve Ta démonstration du Temme pour p < o.

Le Temme est donc complétement démontré.

I1.1.2. Espaces de Sobolev avec poids W (Rn) et W (Rn ).

q,S q,S

Soient g un nombre réel > 1 et s un entier > 0 tel que qs€ N, 2 &€ Z et
I un intervalle de R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

Wé S(Rn) = {uekﬁ-s(mn) ; t5 U e HQ(Rn)}

wé,s(RE) = {uerﬂ-s(RZ) ; 1950 e.Hg(R:)}
et
uE (PR ) = tue (LA R™h) 5 ¢% we (15 LP(RM) ),

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de 1a norme du graphe.

Remarque 2.2. On a 1'injection continue suivante :

) n ) ny _ %
Wq,S(R ) G Wl,qS(R ) = qu

(Rn) est 1'espace introduit dans [2]. De méme sur RE. Pour les propriétés

(R"),

)
ol W

qs
de ces espaces, voir [2].
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Proposition 2.2. Sotent L€ Z et s€ N tel que qse€ N. Alors, pour tout entier k

tel que 0 < k < s et qke N, l'application : ub—> tqku est linéaire et continue

L L 2-s+k 2-s+k
de Nq,S(IRn) (resp. wq’s(mﬂ)) dans HY"S (!Rn) (vesp. H S+ (IR:)).

Démonstration :

ler cas : 2-s>o0. Soit ue wg S(IRn). On a, puisque 2 et 2-s sont des entiers > o :
aer cas , 2

ue HS(R; LER™L)) et t95 ue HY(R; LE(R™])).

Par transformation de Fourier sur R, on obtient, de 1a méme fagon que
pour la proposition 2.1, que tqk uer“-S+k(lR; L2(IRn'1)), pour k=0,...,s tel que

gke IN.
Comme g2-s+k>o0, on a : tqk ue L2(IRn) . Pour montrer que tqku appartient

a HZ'$+k(LR"), il suffit donc de montrer que Di—SJ'k {tqku} appartient a LZ(IRn) et
que, pour i=l,...,n-1, ph-stk 1Ak appartient a Lz([Rn) .

X5

Nous avons montré que tqk ue HZ'S‘Lk(IR; L2(an_1)). Par conséquent :

Di's+k{tqku} appartient a LZ(IRn).

Par ailleurs, ue Hz-s(Rn) et t9° ue HY(R™) ; donc ueLz(IR : Hl_s(an_l))
et tP ue L2(IR; HR([Rn-l)) . Un théoréme de dérivées intermédiaires, appliqué

aprés transformation de Fourier sur R, permet d'en déduire que, pour tout entier

2(R; Hl_s+k(IRn-1)) . D'ol, pour

k=0,...,5 tel que gke N, on a : tqk ue L
i=1,...,n-1 : D} 7S 1%y e L2(R").
1 N

La démonstration de la proposition 2.2 est donc achevée sur R" lorsque

2-s > 0.

2éme cas : 2-s<0. Soit ue Ng s(an). On définit une distribution v sur R" par :
2-s"’

2, 2 -~ -

)

-1 u (g',t)} (x), ot . désigne Ta transformée de Fourier

v(x) = & {(1+|g'|2+r

sur R" et 9‘-1 désigne 1'inverse de 1a transformée de Fourier sur R".

comme ue H*S(R") et t%° ue WY(R"), ona: ve L2(Rn) et

t9s veHS(!R"). Donc, v appartient a wf] s(l.'Rn). Et, d'aprés le ler cas, pour



I1 - 15

k

tout entier k=0,...,s tel que gke N, on a : tqk ve H (an). On a donc, pour tout

k=0,...,s tel que gke N, ve w'; k(an) G wgk(m") . D'aprés [2], on en déduit que,

pour tout j=0,...,qk, on a : tak-J e Hk"](an). Par conséquent, pour tout

k=0,...,5 tel que gke N et tout/j=o,...,qk, on a
k-j [

qk-J = 5 sl A

% 5 cf (1efet P42 & 0P ((aefe! [P ae?) 2y TP e e LR
P=0 gs s

On a : Df {(1+|g'|2-+12) ¢ } = % c_ 2P (1+|g'|2-+T2) 2 , ol [%] désigne

le plus petit entier positif ou nul supérieur ou égal a 123 .

2)k-gk+xz-s

Pour j =gk, Ta formule (%) donne : (1+|g'|2 + 1 ue Lz(m”).
Pour j=qk-1, on a :
. k-(qk-1) 2-s k-qk+1+2-s 4
12 112 " 2, 2 e
RO S T Rttt e e S I EA N M P e ]
k-qk+2-s
<o (e'Peeh) T Jajel?(RY).
k-(gk-1)+2-s -1
Donc, r(1+|g‘]2+12) 2 u appartient a LZ(IRn). Et, par différence,
k-(gk-1)+&-s
12, 2 2 - 2, N
la formule (%) donne que (l+]|&'|"+t%) D uel™(R ) -

Soit maintenant j un entier tel que o< j <qgk-1. Supposons, par récurrence
que, pour j'=j et j'=j+l, on ait, pour tout p=o0,...,qk-j' et tout r‘=[§],...,p :
k=-3'+2-s _
2rP (1+]g'|2+12) 2 ng"] P e LZ(IRn) .

Soit alors p=1,...,qk-(j-1) et soit r= P14 l1,...,p- On a :
2
2 2 2—£‘—L——k- j_éﬂ_s“” k- (j-1 -
IT r-p (1+|£|l +c°) Dg -(3-1)-p u |

k-j+2-s _

< 2D (P) (1)) 24e2) 2 (r=1) D?k'j'(p'l) u 2

e LY(R"),
d'aprés 1'hypothése de récurrence car p-1 est compris entre 0 et qk-j et r-1 est

compris entre { E%l-] et p-1.

Pour r = [g} » Si p est impair, le calcul précédent est toujours valable
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car [%] -1 = [E%l] . Si p est pair, on a :

k-(j-1)+2-s-p
(1+lg'|2+12) 2 D3k-(j-1)-p U=
k=(j+1)+2-s-(p-2)
(1+|g'|2+12) . 2 ng"(j'*l) - (p-2) ve L2(IR") ,

par hypothése de récurrence puisque o_ip—éliqk-(j+1).

Et, par différence, la formule (¥) montre que :
k-(j-1)+2-s

2, 2 2 qk-(j-1) =~ 2, 0N
(1+]g"|" +17) D ue L°(R").
On a donc montré par récurrence que, pour tout j=o,...,qk, tout

p=0,...,qk-j et tout r = {%] se.sspP s ON A :
keje-s

2P (14]er |2 448) 2 ng"]'p ue L2(R").

En particulier, pour j=o et p=o0, il vient :

k+2-s
(1+]g'|% +42) © D?kueLz(lR").
Ceci prouve que tqku appartient a Hz-s+k(mn). La proposition 2.2 est

donc montrée sur Rn, dans le 2éme cas.

L

Le résultat, lorsque u appartient a wq s

+

Lemme 2.6. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire et continu de

W (R™) dans W _(R").

g,s" + q,s
Démonstration :
) u(x',t), si t>o

On pose : Pu(x'st) =) r

I a, u(x',-jt), si t<o,

j=1
r k
avec r = max (qs-%, qs, 2-s-1+qs) et ol I o (=3)" =1
J=1

pour k =

ces conditions car il s'agit d'un systéme carré de Vandermonde.

(Rn) , découle du lemme suivant :

min (2-9s, -9s),..., max (2-s-1,-1). On peut trouver des o5 satisfaisant
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On montre, de la méme fagon que pour le lemme 2.1, que P est un

opérateur linéaire et continu de wg S(!RE) dans wg S(IR"). ,

Dans Tes deux lTemmes suivants, m et r sont deux entiers tels que

o<r<m etq(mr)e N.

Lemme 2.7. Soit pelN et soit ue WmP (an) tel que, pour tout i=l,...,n-1 ,
— g,m-r* 4+

m+p

on atlt Dx ue Wq m-r‘“R:]-) . Alors, pour tout h=0,...,m-r tel que q(m-r-h)e N

3
et tout a = (a',ocn)e N" tez que |a| <m-h et o <m-h, on a :

(02
0¥, 0, (t3M TPl LR, avec

X
o n-1
a' n7n ;. q(m-r-h)
D, D, {t u}||Hp+1 Rn)g_C {Jlul D not I “Dxiu"wm+p (Rn)} ’
(R, g,m-r* "+ - g,m-r* "+
ou C est une constante indépendante de u.
Démonstration : D'aprés la proposition 2.2, on a ga(m-r-h) , o Hm+p'h(R2).

o
ler cas : |a] <m-h. Alors, on a : Di' Dtn {tq(m-r-h)

o
Comme m-h-|a|>1, on a donc : Di. Dtn {tq(m_r_h)u}esHp+1(lR2), avec :

a
AN m-r-h -
102 0" (1M yy o1, ne <ClUl g0, ol C est une
H(R,) g,m-r +)
constante indépendante de u. ‘
2éme cas : |a| = m-h. Comme a, < m-h, il existe i=1,...,n-1 tel que o, > 1. Alors :

o ¢}
a' N ,.q(m-r-h) _nB' nn . q(m-r-h)
Dx' Dt {t ul = Dxl Dt {t Dxiu} s
avec :

-1,

g' = (al,..., Ui_q > O

Giyq seees an_l).

Si 1'on pose g = (B',a ), on a : |8] <m-h. De plus : D .ueiwm+p (RQ).

X q,m-r
' o 1

On applique le premier cas a D_ u. Par conséquent : D*, D," {tq(m—r_h)u}esHpﬂ(lRn

X; X't +
et: fl o

o n ,.q(m-r-h) -
Dy, D~ {t u}”Hp+1(Rn)i'C "Dx.u"wm+p (Rn), ou C est une
+ g,m-r' "+

constante indépendante de u.

Le Temme 2.7 est donc démontré.
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Lemme 2.8. Soient pe N et u€ Wy b (R}). Si pour i=1,...,n-1, D ueW P (R")

q,m-r 3 g,m-r' "+
et si ue wﬁgﬁi (R, ; Lz(Rn-l)), alors UE Wztgfi(lR:) , avee :
. n-1
lul ipe1 . < C gl + z |Ip vl + [lul
oy — m+ n, . X, ' mt n m+p+1 2, mn-1 >
M mer (RY) Wy mer(RY) 1=1 gum-r (RS qomer (By s LY(R™H)

ou C est une constante indépendante de u.

Démonstration : On a : ue Hp+r(lR2); donc, pour 2=0,...,p+r, on a :

ue PTHR, 5 HYR™Y) .

+

m+p
g,m-r

, ona: Dx.ue HpH(IRT_);

1

(R

Puisque, pour i=1,...,n-1, DX ue W +)

i

Donc, Dx ue Hp”‘-l(lR H H’L(Rn_l)) pour 2=0,...,p+r. Par conséquent, pour tout
i ,

2=0,...,p+r, on a :

+

Mais on a, de plus, par hypothése : ue “T;?:}«(“‘ﬁ L2(!Rn'1)) ; donc
ue Hr+p+1(lR+ A L2(an-1)) .

Par conséquent, pour tout &=0,...,p+tr+l, on a :

: HY(R" 1)) . Donc, ue HPH(RD).

p+r+l-2
ue H (R +

+
m+p+1(
q,m-r

n
R]) .

Pour montrer que ue W !R:) » 11 reste a prouver que :

tq(m—r) ue Hm+p+1(

Par hypothése, £A(mr) e Hm+p(|R2) ; donc, pour tout 2=0,...,mp ,
on a :
tq(m-nr') ye |_|m+p-xL([R

-1
. 3 H(RM).

De méme, tq(m—r) Dx ue Hm+p(IR2) » pour i=1,...,n-1. Donc, pour tout i=1,...,n-1
i
et pour tout #=0,...,mtp, On a :

o, (3™ Puye ™t (R 5 HH(R™).
1

Par conséquent, pour tout 2=0,...,m+p , on a :

tq(m-r) ueEfWHp'Q(R+; HQ+1(Rn'1)).
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Comme ue w"‘+p+1(m+; LZ(IRn'1

gom-r 1) ona: t3MT) ye WP (R 2Ry

+ b
On a donc : t3(MT) | g yPHL-2 (R, ; Hz(Rn-l)), pour tout 2=0,...,m+p+l.

Ceci implique que : 9™ e Hm+p+1(R2).

Le Temme 2.8 est donc démontré.

II.2. Etude d'un opérateur différentiel ordinaire.

I1.2.1. Notations et résultats.

Soit M 1'opérateur différentiel défini sur R par

m-1 . .
M(t.D,) u(t) = 0F (tM u(t)} + = a;(t) D% {1tY u(t))
J=0
ou
(i) q est un nombre réel > 1, m un entier > o tel que qme N ;
(ii) pour j=o0...m-1, a; € C*(R) et a; =0 si a; EN.
On considére 1'hypothése suivante :
(H) Pour tout te R et tout t R, on a :
m-1 . .
M (t,r) = tT™+ 5 a.(o) o3t £ o.
0 s J
j=o0
Cette condition (H) est équivalente a dire que les polyndmes
m-1 .
PYf(x) ="+ 1 a.(0) ¥
j=o
et i - m-1 i g
P () = (-1 "+ 5 a.(o) (-1)W o
j=o J

n'ont pas de racine réelle. On notera m (resp. m_) le nombre de racines t de

P"(t) = o (resp. P (1) = o) telles que Im t > o.

Theéoréme 2.1. Sous 1'hypothése (H), pour tout p€ L et tout T >0, M(t,Dt) est un

opérateur linéaire continu et d indice de N2+3(-T,T) sur Hp(-T,T) d'indice indé-

pendant de p et égal a m-m_ + m_ .

+
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Coro]]aﬂ‘e 2.1. Sous 1'hypothése (H), soit p€ L. Si u appartient d wm+p (-T,T) et

s7 M(t,Dt) U appartient a Hp+1( T,T), alors u appartient a m+p+1( T T) et on a :

[ uf Hp+l iC {"M(t’Dt)u" +1 + vl }
Vam T LTy R

ou C est une constante indépendante de u.

Corollaire 2.2. Sous 1'hypothése (H), si ued'(-T,T) et s M(t’Dt) ue Cm(“T,T),

alors ue€ C{-T,T).

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théoréme 4.2 de [5] et du
théoreme 3 de [6].

Le théoréme 2.1 se déduit d'une étude sur (o,T).

Pour cela, on introduit 1'hypothése :
(H+) Pour tout t€ R, et tout re R, on a :

Mo(t,T) # 0.

Ceci équivaut a dire que le polyndme P+(r) n'a pas de racine réelle.

Théoréme 2.2. Sous L'hypothése (H ), pour tout pEZ et tout T >0, M(t,Dt) est un
opérateur lindairve continu et 4 indice de W$+§](O,T) sur Hp(o,T), d'indice indé-

pendant de p et égal a m-m_

Corollaire 2.3. Sous 1'hypothése (H,), sotit peZ et soit UE WET;’:(O,T) tel que

M(t,Dt) ue Hp+1(0,T); alors u NTEH(O T) etona:

‘ < C|M(t,D
lul o © {Il( D it Dl

ou C est une constante indépendante de u.

* ®©
Corollaire 2.4. Sous 1'hypothése (H,), si ue,Q'([o,T])( )et st M(t,Dt) ue C ([o,T])

)

alors u€E Cm([o,T]).

- — - - - - - - - - = - n S Gm e S S S S - S S . S . - - - - -
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I1.2.2. Démonstration du théoréme 2.2 pour Mo(t,Dt).

Proposition 2.3. Sous 1'hypothése (H+), Mo(t’Dt) est un opérateur lindaire continu

a indice de Ng m(o,T) sur L2(0,T), d'indice m-m,_ .

Démonstration : Cette &tude est analogue & celle faite dans [10].0n fait le chan-

i £-atl %

. - . q
gement de variable : y o ; et, dans 1'équation : t Mo(t,Dt) u(t) = t éf(t)

q
on fait le changement de fonctions fl(y) =t i f(t), w(y) = 1:q'é u(t).

L'équation précédente devient :

P(y:D,) w(y) =Py(y:D) wly) + Py(y,D)) wly) = f;(y)

ou : m m-1 j
. = + I .
Po(y Dy) Dy i aJ(o) Dy
et m J -k -k
P.(ysD.) = = £ C, y<pI™*,
1 y Jj=0 k=1 Jk y
On a :

€M (0,T) > we W'(=a, y(T)) 5

feL?(0,T) = & L¥(-=, y(T).

L'hypothése (H ) implique que Po(y,Dy) est Tinéaire continu et & indice

de H'(-=, y(T)) sur L%(-=, y(T)), d'indice m-m_ .

Les coefficients de Pl(y’Dy) tendent vers 0 quand y tend vers -~ , et
1'ordre de Pl(y,Dy) est inférieur ou égal a m-1 ; on en déduit que Pl(y’Dy) est
compact de Hm(-m, y(T)) dans L2(-w, y(t)) s par conséquent, P(y,Dy) est a indice,

d'indice m-m_ , de Hm(-w, y(t)) dans L2(-m, y(T)).

Par un argument de perturbation, on obtient facilement la surjectivité

de P(y’Dy) de H"(-=, y(S)) sur L2(-w, y(S)), pour S assez petit tel que 0<Sc<T,

2

car la norme de Pl(y,Qy) dans éf(}ﬂ%-m, y(S)) 3 L7 (-=, y(S))) tend vers 0 quand

S tend vers 0.
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En revenant & la variable t, on a donc démontré que Mo(t’Dt) est a

indice, d'indice m-m de W" (o,T) dans L2(o,T) et qu'il existe S, avec 0 <S «T,

+° q,m
tel que Mo(t’Dt) soit surjectif de wg m(o,S) sur L2(o,S).
Démontrons maintenant la surjectivité de Mo(t,Dt) sur (o,T) :

Soit f&€ L%(0,T) 5 i1 existe ue W 1(0+5) tel que M (£.D,) u = f
sur (0,S). S
Soit ¢ une fonction de ) (R,), égale a 1 sur (0, /2) et a 0 sur (S,T),

avec Of_f_il. On a :

f sur (o, S/2)

My(t:0y) (¢ u)

2
et M (tDy) (¢ u)

"

g sur (Sé,T) avec g€ L"(o,T).

Soit v € Hm(sé,T) tel que :
Mq(t’Dt) v = f-g
et D% v (%Q) =0 pour j=o0...ml.
V)

Si v désigne le prolongement par 0 de v sur (O,gé), on a :
v
vEW (0,T

Qo)
Mo(t’Dt) v = f-g sur (§Q,T)

v S
et Mo(t,Dt) V=0 sur (o,/@).

v
Posons : ¥ = ? u+v,;ona:

m .
% e wq,m(o,T)
et Mo(t,Dt)ﬂ = f sur (o,T).

Ceci démontre la surjectivité de Mo(t,Dt) sur (o,T). La proposition
2.3 est donc démontrée.

Pour démontrer le théoréme 2.2 pour p #0, on utilise la méthode de [3].

On écrit :

M (tsD) = My(t.D,) + My(t,D,),
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m-1 ..
- +am m qJ nd
3 J-O
m o J C
-k ~j-k
et M, (t.,D,) = 1 =z a, tW7% p
2 t j:l k=1 J’k t
avec aj,k =0 si qj &N.

Le Temme 2.3 nous dit que M2(t,Dt) est un opérateur compact de W2+£(O,T)

dans Hp(o,T), pour tout p dans Z.

Démontrons que Ml(t,Dt) est un opérateur a indice, d'indice m-m_, de
NE+E(O,T) dans Hp(o,T), pour tout p dans Z.
Pour p=0, ceci découle de la proposition 2.3 et du fait que M2(t,Dt)

m 2

est un opérateur compact de wq m(o,T) dans L"(0,T).

Supposons Te résultat démontré pour p > o et montrons-le a 1'ordre p+l.

Pour tout u € w’;’fﬁ]“l(o,n, on a :

Dy {Mj(t,Dy)u} = {My(t,D) + M'(t,D.)} (Dyu)

t
ou m-2 . .
' . m-1 m-1 . +1)-1
M'(t,0,) = i {qm t™ 1 DT 4 =z a(3+1) a5, (0) IS M
Le diagramme :
M, + M
m+p 1 p
wq’m(o,T) H"(0,T)
Dt Dt
m+p+1 M1 p+1
wq n (0,T) H™ " (0,T)

est donc commutatif.

Par hypothése de récurrence, Ml(t,Dt) est un opérateur a indice,

d'indice m-m,_ , de NE+E(O,T) dans HP(0,T). D'aprés le lemme 2.3, M'(t,D,) est

un opérateur compact de w2+a(o,T) dans Hp(o,T).
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Le Temme 2.4 et le fait que le diagramme soit commutatif permettent

de conclure que Ml(t,Dt) est a indice, d'indice m-m_, de w2t3+1(o,T) dans

WP+ 0,1).
Pour p < 0, on utilise 1a méme méthode : on suppose que le résultat

est vrai pour p+l ; et, comme ci-dessus, on le montre pour p.

La compacité de M2 (t,Dt) de w2+£(o,T) dans L2(0,T) nous permet de

conclure que Mo(t,D est @ indice, d'indice m-m_ , de wm+p(o,T) dans Hp(o,T),

t) q,m

pour tout p dans Z.

Puisque 1'indice est constant, la codimension de Mo(t’Dt) (w2+3(o,T))

dans Hp(o,T) est constante. La surjectivité de Mo(t’Dt) de wg m

entraine la surjectivité de Mo(t’Df) de w2+3(o,T) sur Hp(o,T) pour tout p dans Z.

(0,T) sur L%(0,T)

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.2 pour Mo(t’Dt)‘

IT.2.3. Démonstration du théoréme 2.2 pour M(t,Dt).

On a : M(t,D.) = M_(t,D,) + [M(t,Dt) - Mo(t,Dt)]
- m-1 . s
: Y - N o= qJ
M(t,Dt) Mo(t’Dt) -E bj(t) t Dt
Jj=0
avec bi(t) € C™(R) et bs(0) = o.
Le Temme 2.5 montre que M(t,Dt) -Mo(t,Dt) est un opérateur compact de

w2+3(o,T) dans HP(0,T).

s s s s Vs _ mHp
D'aprés I1.2.2, Mo(t,Dt) est & indice, d'indice m-m_ , de wq’m(o,T)

sur Hp(o,T). Ceci entraine que M(t,D,_ ) est & indice, d'indice m-m

t) + > q’m 3 )

dans HP(0,T).

Pour montrer la surjectivité de M(t,Dt), on procéde comme suit :

Mo(t’Dt) admet un inverse & droite R de Lz(o,T) dans WE n(0sT) 5 1'application
N n °
f ——> R f (o0 f est le prolongement par 0 de f sur (S,T)) est un inverse & droite

2

pour Mo(t,Dt), de L"(0,S) dans wg m(o,S) pour tout S €Z]0,T], de plus, sa norme

. est indépendante de S.
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Par un argument de perturbation, on en déduit facilement qu'il existe

2

S assez petit tel que M(t,Dt) soit surjectif de wg m(o,S) sur L™ (0,S), car la

norme de [M(t,Dt) - Mo(t,Dt)] tend vers 0 lorsque S tend vers 0.

La méthode utilisée pour Mo(t’Dt) permet d'obtenir la surjectivité de

m 2
M(t,Dt) de wq’m(o,T) sur L= (o,T).

Puisque M(t,Dt) est a indice, d'indice indépendant de p, la codimension
de M(t,Dt) (w2+£(o,T)) dans Hp(o,T) est constante. Comme M (t,Dt) est surjectif
m
de W

q

Hp(o,T), pour tout p &€ Z.

n(0sT) sur Lz(o,T), on obtient que M(t,D.) est surjectif de w2+;(o,T) cur

t)

I1.2.4. Démonstration du théoréme 2.1.

Proposition 2.4. Sous 1'hypothése (H), M(t,Dt) est un opérateur linéaire continu

et 4 indice, ‘d'indice m_ , de Wg+§(-T,O) sur Hp(-T,o), pour tout p€&€ L.

Démonstration : On fait Te changement de variable y = -t. L'opérateur M(t,Dt)

devient : ' m-1 S .
+ +m M m
NysDy) = 2 ag(y) ()W 0p (vF) + (-)F 0T ().
J=0

Puisque M(t,D;) vérifie 1'hypothése (H), on a :
Pour tout ye R et tout te R , No(y,r) # 0 et Te nombre de racines t de No(l,r) =0

telles que Im v > 0 est égal a m - m_ .

Le théoréme 2.2 nous dit que N(y,Dy) est & indice, d'indice m-(m-m_) =m_,

de wg’Lg(o,T) sur Hp(o,T), pour tout p € Z.

En revenant & la variable t, on obtient que M(t,D, ) est linéaire continu

t)
3 indice, d'indice m_ , de wQ*E(-T,o) sur HP(-T,0).
Pour démontrer le théoréme 2.1, on utilise le diagramme commutatif

suivant :
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WP m+p MxM . uP/L p
q m( -T, o))(wq m(0sT) H"(-T,0) x H"(0,T)

r T

WP M
q m (-T, T) .

> HP (-1, T)

ou r(u) =

(U (-1,0) * Y| (0,T) -

Le théoréme 2.1 découle du lemme suijvant :

Lemme 2.9. Soit p€X ; l'opdrateur r est lindaire continu et A indice, d'indice

-p, de HP(-T,T) dans HP(-T,0) x HP(0,T) et de w"‘+p -T.T) dans W' ™P 7 o)><w2+p(o T).

Démonstration : La premiére partie est triviale.

Pour démontrer la seconde partie, on utilise le diagramme suivant :

mH : r m+ +
Wy n(-T>T) — W h(-T,0) x W'T(0,T)
XD D, x D
t t t
m+p+l, m+p+1
w2+§+1(-T,T) r N wq,m (-T,0) x wq’m (0,T)

L'opérateur Dt étant a indice, d'indice 1, de wm+p+1( -T,T) dans

g,m

Wy P(-T.T), de wm+P+1< T,0) dans Wy'P(-T,0) et de WQ*p+1(o T) dans W'R(0,T),

le lemme 2.9 sera démontré si 1'on montre que r est & indice, d' 1nd1ce 0, de

W (-T,T) dans wq (-T,0) x W

q,m (0,T).

q,m
Soit (uy ,u2)€E wz,m(-T,o) X wﬁ’m(o,T). On note u la distribution

P 2
définie par u](-T,o) = U et ul(o,T) = U. Ona: u€ L (-T,T).

Pour montrer que t" ue Hm(-T,T), il suffit de démontrer que :

D" (9" uye L? (-T,T).

:—rs &+ 3

m . .
On a : DY (t%u) = = C; £4m-J D?-J u et

j=o0



—
—
!
N
~

w3 i ey ™I
Dt u - Dt up - Dt Uy = r a.$§ » pour j=o ... m,

i=1

car c'est une distribution a support réduit a {o}, qui appartient a HJ'm(-T,T).

On a donc, pour j=0,...,m :

. . e A
qm-3 ~m-J _ +am-3 m-j qm-J m=-J
t Dt u=t Dt Uy + t Dt Us

07 (tM) € L5(-T,T), soit t9" u€ H(-T,T).

— e m m m
Ainsi, la surjectivité de r, de wq,m('T’T) sur wq,m(—T,o) X wq’m(o,T)

est démontrée. L'injectivité de r est évidente ; le lemme 2.9 est donc démontré.

ITT. THEOREME D'INDICE DANS Q.

III.1. Estimations a priori dans RE .

(ii1)

m-h de P

m-h

On considére 1'opérateur L = L(x,t ;DX) défini sur R" par :
m-r

Lu(x) = L(x,t3D,) u(x) = pm-h (x3D,) (¢a(m-r-h) u(x)} ,
h=0

q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o<r{im et gq(m-r)elN;

m-h

pour tout h=0,...,m-r, P (X ;DX) est un opérateur aux dérivées par-

tielles a coefficients indéfiniment différentiables et a dérivées

bornées dans R", d'ordre m-h au plus :

Pm-h m-h(x 0%

o X

(x3D,)= 2 p
“ la|<m-h

Si q(m-r-h) &N, Pm'h(x ;D,) est, par définition, 1'opérateur nul.

Pm(x ;DX) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans R: , C'est-a-dire

que pour tout x € lRJ':-et pour tout & eR"\ {0}, on a :

Pg(x s€) = 5 pM(x) £ # o.
laf=m °

Pour tout h=0,...,m-r, on note Pm:ﬂ(x ;Dx) la partie principale d'ordre

(x ;DX).
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On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(Cy) Pour tout x'€ IRn'l, pour tout te'ﬁ: et tout £€ R"\ {0}, on a :
m-r
Lo(x's05t35¢8) = hz 2:2 (x',03€) ta(m-r-h) # o.
=0

Cette condition implique en particulier que 1'opérateur a coefficients
constants Pr(o ;DX) est elliptique, c'est-a-dire que, pour tout £ € R" \ {0} ,
on a : ,
Pr (o03¢&) # 0.

Pour tout £'e Rn-l \ {0}, soit u le nombre de racines t de 1'équation :

telles que Im t > 0. Si n=2, on supposera que u ne dépend pas de ¢'.

On définit alors u opérateurs frontiére, a coefficients Cm(RE) :

B:(x,D ) = r b,
J X l“lfmj J
ou, pour j=l,...,u, mj est un entier inférieur ou égal a r-1.

a (X) Di s j'_‘l,'--’u s

On note YB = (YBj ; j=1,...,u), ol v désigne la restriction a Rn_l.

On suppose que le probléme (Pr, YB) vérifie la condition de Sapiro-Lopatinskii :

C!) Pour tout £'€ R"™ '\ {0}, le probléme aux limites :
1

r '
Pr (o, &', Dt) v(t) = o
O/ . . _
Bj(o 3 E', Dt) v|t=0 =0

n'admet que la solution v=0 dans 5/(]{;), ol Bg(x ;DX) désigne la partie prin-

i 'ord . de B.(x3D.).
cipale d'ordre mJ ’J( X)
Pour tout p€ N, (L,YB) induit un opérateur linéaire continu de

u 1 .
m +p-M.~= , ;N-1
wq,rﬁ’l_r(RE) dans HP(R]) x j]=11 H P2 (RTH).

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant :
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Théoréme 3.1. On suppose que les conditions (CZ) et (01') sont vérifides. Soit

PEN. Alors, il existe deux constantes € >0 et Cp >0 telles que : si UE N'g m-r( IRE),
b

avec support de U contenu dans la boule de centre 0 de rayon Ep et st
1
uo ortp-me5
(L,vB) u € P(RY) x 1 H IR, qioms
J=1

(7) u appartient Q ng_r(Rg) H

u
(22) | ul < C gLl + 1 ||vB
WP (R TP HP(R") j

XY [N G I7 R
gom-r o=l UM ZR"Mh) ™Rt gy

Démonstration : Pour tout ¢ > 0, on note B(o0,e) 1a boule de centre 0 et de rayon ¢.

On démontre d'abord 1'estimation a priori (ii) dans le cas ou p=0. Avec

les hypothéses (Cl) et (Ci), on déduit du théoréme 2.6 de [9] (voir aussi [10])

qu'il existe §>0 et C > o telles que, si UE wg‘ m—r(lRTr) et si
supp u C R [0,6[, on ait :
H
q,m-r* "+ + J q,m-r* "+

Les hypothéses faites sur les coefficients de L et des Bj impliquent
que, pour tout n > o, il existe Cn >0 et p > 0 telles que, si uE wg m_r(Rz) et
si supp uC B(0,p), on ait :

[L(0st 5D,) U‘L(XstQDx)u"Lg( no< ol )
et : + g,m-r* "+

J g,m-r' "+ g,m=-r' "+

Par conséquent, en choisissant n de facon que (u+l)C.n = %—, on montre

qu'il existe €. = min (8,p) et CO > 0 telles que, si ue W (lRn

o q.m-r +) et si

supp u c:B(o,eo), on ait :

n o~z
—

[l ul < C Lyl +
wm n 0 LZ(Rn)

IvBoull o ol g+l
o (R n j Jyr mj Z(Rn 1) W™ 1 n

q,m-r +)
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Pour montrer le théoréme 3.1 pour p > 1, on procéde par récurrence sur p.

m

Soit tout d'abord u appartenant a wq n-r

(Rz) tel que son support soit

contenu dans B(o,e) avec o<e<e_ et tel que

(L,vB) u € H!

N2 o

_ o1 _
Hr+1 mj’?(mn 1).

(RT) x 1

J
On utilise la méthode des quotients differentiels. Pour h appartenant
a RN{o} et pour tout i=1,...,n-1, on pose :
R | -
psp U(x) = F—[u(xl,...,xi_1 s Xsth 5 X 0sen0st) u(x)].
Si h est assez petit, on a : supp Pih ucC B(o,so). De plus, Pip Y

appartient a WM (IRS). D'aprés le résultat pour p=0, on a donc :

q,m-r
: u
o5t < [ILeosul , o+ 2B (ol 1 Hlosul 1
, ) ih 2, oNy . J¥ih r-m.-s, pn-1 i om-1 n
wq,m-r‘ mf - L(Ry) 3= H 70 2(RT ) g,m-r* "+ J
On écrit :

L(p'ihu) = Pin Fu + [L’p'ih] u
et : YB.(psu) = psp YBiu+ [YB: , pi ] u
j'7ih ih 7 j ? "ih ’
Les hypothéses faites sur les coefficients de L et des Bj , et le fait
que supp uC B(o,e) impliquent qu'il existe une constante C >0, indépendante de

u et de h, telle que :

sl 2 o <Clol oo
T4+ qsm-r* "+
A L Y
J g,m-r' "+

D'autre part, il existe une constante B8 > 0, indépendante de u et de h

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple o< |h| <1) telle que :

”P- LU" < B”LU"
ih L2(R2) Hl(Ri
et :

lospyBsul (oo 1 g <8y Bl oo 1 -
ih ' 7j yr mj'?(R" 1) J Hr+1 mj 2“Rn 1)
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En regroupant tous les résultats précédents, on déduit~qu'il existe

une constante Cé > 0 , indépendante de u et de h assez petit, telle que :

u
llo;pul < € {lILul] + x |vB.ul 1 + [lul :
ih™" m n 0 1,0 . Jor+l-m.-5, on-1 m n
wq,m-r R, H'(R,) J=1 H J2(R" ) wq’m_r +
- . _ m n .
IT en résulte que, pour i=1l,...,n-1, Dxi ue Wq’m_r(R+), avec :
u
o, ul < Cy 4lLyl + 2 [|vBsul 1 + Jull
X, hom n— o 1,0 . J r+l-m.- n-1 m n
i wq,m—r R, HY(R)) =1 H I2(R" ) q,m-r(Ry
D'aprés le lemme 2.8, pour montrer que ué& wQ*%_r(RE), il reste a
montrer que u € Wt ((0,e) 3 L2(IRn'1)) .
q,m-r
On pose : m-r
) _ m-h m-r-h .. q(m-r-h)
M(x ’Dt) = hio p(o,m-h)(x) Dt {t .}

D'aprés 1'hypothése (C,), pour tout x'eRr"L, M(x',t ;D) verifie la
conditions (H ) énoncée dans II.2.
De plus, on écrit :

— r .
Lu = Dt Mu + R (x,t ,Dx)u,
ol R(x,t ;DX) est combinaison linéaire de termes de la forme :

a' - %n . .q(m-r-h)
aa(x) Dy Dt {t 5

avec o = (a'sa ) tel que : |a| <m-h et o < m-h.

n
D'aprés le lemme 2.7, on sait que R(x,t;Dx) u EHI(IRE) » avec
l n {u ! " o ul
R(x,t ;D )u <CJllu + % |ID.u
X 1,0, — m n . X, h.m n
H (R, wq,m—r ¢ =l ! q,m-r(R+)
Par conséquent, D; Mu appartient a HI(RE), avec la majoration :
u
ID% Mu] < CJlLu] + x| vB.u| 1 + [lull
t 1 - 1, 5N . r+l-m.- n-1 m n
H(RY) H(RD) =1 3 TR g.mr(RS

On a, maintenant, pour presque tout x'€& an_1 :

Mu € Hr(lR+) et D; Mu € Hl([R+) . Donc Mue Hr+1(R+) et :
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I Mul| < c(x') | |0} Mul + Myl

r+l — t 1 r
H™(R,) H (R, R,)

n-1

Comme, pour tout x'€ R" °, M vérifie la condition (H+), on déduit du

corollaire 2.3, que u appartient a wQ*%_r(o,e), avec :
[l < C(x") ] [Mu] + | ul
m+1 - r+l m
Wq’m_r(o,e) H "“(0,¢) W,m_r(o,e

C(x') dépend continiment de x'. Comme supp uc B(o,e) dans R", on peut donc

majorer C(x') par une constante C.

On intégre alors par rapport a x'e Rn-l 3 11 vient :
m+-1 .12, pn-1
ue wq’m_r ((0,e) 5 L°(R" 7))

avec :

llul 1., = C {lipg Myl + [ul :
Wt ((0:6) s L2 (R™H)) { £ wg,m_r<kﬁ)}

Et 1e Temme 2.8 permet de conclure que les propriétés (i) et (ii) du

théoréme 3.1 sont vraies pour p=l.

Pour p > 1, on raisonne par récurrence par une méthode analogue.

ITI.2. Démonstration du théoréme d'indice (théoréme 1.1)."

On reprend les notations du paragraphe I.
Pour p=o0, le théoréme d'indice est démontré dans[10]. Pour p > 1, i1

résulte du résultat de régularité suivant :

Théoréme 3.2. On suppose que les conditions (C) et (C') sont satisfaites. Soit

peN. Alors, 71 existe une constante C_>0 telle que : 87 U appartient a Wg m-r(Q)
1 bl
u M-
et st (L,YB)u appartient a Hp(Q) x 1 HP M 2(r) , alors :
Jj=1

(%) u appartient a Wgtg_r(n) H

u
(i) ul <cfivd o+ Tivel o 1 el g |
HP(a) =1 3 HPTMiZ(r) P (@)

o -r ()
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Démonstration : Pour p=0, la propriété découle du théoréme d'indice. Pour p > 1,

on raisonne par récurrence.

Par "cartes locales" et '“partition de 1'unité", on se raméne au
théoréme 3.1 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit (01)1 ci<nN Un recouvrement fini ouvert de 2 et soit
{91.}1 <i <N une partition de 1'unité C”, subordonnée & ce recouvrement.

u 1
Soit ue Wy | (a) tel que (L,7B) ue Hl(a) x 3 LMy
E] J:

Pour étudier CHIB i=1,...,N, nous distinguons deux cas :
ler cas : i est tel que Oin Q= Oi , c'est-a-dire OiC:Q .

o nr(®) et L(oju) € H'(2). La régularité a 1'intérieur

m+1
q,m-r

On a : Oi ue kW

pour les opérateurs elliptiques donne que 0; ue W () et que 1'on a :

losul 1 <C { IL(eswll 1 +llosul , :
! wg‘tm_rsz T ) VL% (9)

u
lle;ul < Clfu o Bl g L+ ]
il a HI(Q) . j Hr+1 ms 7(r) m

q,m'Y‘ J=1 q’m_r(g)

2éme cas : i est tel que 0,n @ ggoi .

Soit by un difféomorphisme de Oi sur B(o,el), € étant la constante
1

(@), 05 u o viehy = (R])

introduite au théoréme 3.1. On a, puisque u& " qum-r

q,m-r
et supp (o;u o w}l) C B(0,¢q).
L'opérateur L se transforme en un opérateurég71 et les Bj se transforment

en des opérateurs .23j i

Puisque v est un difféomorphisme, le probléme ( 14

i Yﬁajﬁ) satisfait

aux conditions (Cl) et (Ci).
Nous savons que Lu €& Hl(sz) et que 1'on a :

[L(o;u)] o w}l = ‘31 (65 u o w}l)
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et L(osu) = 0, Lu + [L,e.] u

[L,e ]u e n (Q) car u € W" (2) ; ceci montre que

q,m-r
-1 My o x s S I
[L(oiu)] o ¥i € n (R,), c'est-a-dire que gi(ei uo y,") EH(R).

Par un raisonnement du méme type, on obtient que ;

O
%,(6 UOﬂJH eHHIij(W1H.
La fonction 0; U o wgl appartient a wq - lr,(IR ) » son support est contenu
. - Hoor+l-m;
dans = Blo,ey) et (&4, vB.) (05 uovil) HY(RY) x 71 H ?(R ).
It 1 1 + j=1 )
2 B -1 . = mt+l n
IT résulte alors du théoréme 3.1 que 0; U o Y, appartient a wq m-r(m+)
et que :
losu o Wil ey o< CdI0qu o 3D lma,,e]u vl ritend oy
g,m-r(Ry) AL (RY) 5 TR
-1
+ |osuo vy,
1 1 n
W mer (R [ 5
Lam m+1 .
d'ol : ouE wq,m_r(g) » avec :
Jogul ¢ ILioqu] 2 [¥8,(0u)l 1+l
O.u < o.u -+ I YB.(o.u + {lu
i 1 - i 1 . j\i r+l-m.-»5 m
wgtm-r Q H (@) j=1 H i 2(r Wy, mer(2)
Cette étude de o;u par i=1l,...,N montre que :
. . = ol .
(i) u appartient a wq’m_r(g) ;
u
(1) ful oy <Clltul { +x [vBal Ll
- . Johyr+l-m.-=
wq’m_r Q H* (@) j=1 H J 2(r) q n-r (Q)

Pour p > 1, on raisonne par récurrence sur p et on uti]ise la méme

méthode que ci-dessus. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.2.
Pour finir la démonstration du théoréme 1.1, notons :ﬁ; 1'opérateur

u o1
(L,YB) considéré comme opérateur de wﬂ g r(Q) dans Hp(Q) X 'Hl WPy (r).
J:

IT résulte du théoréme 3.2 que le noyau de J¢L coincide avec 1'espace

{uéwq m- r(sz) 3 (L,YB)u = 0} et que 1'image de fp , notée Im fp est égale a

1
in £ N (P(a) x nl P52 ()3
J_
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L'injection de W"P (q) dans wm+p'1(

q,m-r g,m-r
estimations a priori du théoréme 3.2 (voir lemme 5.1, chap. II [8]) que le noyau

Q) étant compactey on déduit des

de Jpp est de dimension finie et que Im ﬁpp est fermée.

Donc, la codimension de Im 5¢; est égale a la codimension de Im JZ; .

Comme Jﬁz est un opérateur a indice, on en déduit que 37; est aussi un opérateur

a indice et que son indice est égal a celui de Jﬁg .

Le théoréme 1.1 est donc complétement démontré.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses (C) et (C'), pour tout pe N, le noyau de

L'opérateur /)p dans WTI?]_Y,(Q) est égal a l'espace N = (ue2(Q) ; /)p u=o}.

Démonstration : Ceci résulte du théoréme 1.1 et du fait que.éa(ﬁ) = r,HS(Q).
S

Remarque : La méthode utilisée dans cet article est encore valable pour une
classe plus générale d'opérateurs elliptiques dégénérés ; ceci sera détailleé

dans un article ultérieur.
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