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ALGORITHME DE BAREISS,
ALGORITHME DES SOUS-RESULTANTS (*)

par Lionel Ducos (1)

Communiqué par C. CHOFFRUT

Résumé. — L’algorithme de Bareiss (calculant le déterminant d’une matrice) n’est autre qu’une
méthode visant ’élimination optimale des composantes des vecteurs colonnes de cette matrice par
triangularisation. L’algorithme des sous-résultants (calculant le résultant, mais aussi le pgcd, de
deux polynémes) vise de méme 1’élimination optimale des coefficients de ces deux polynémes.

L’objet de cet article est de réunir sous un méme formalisme mathématique 1’algorithme de
Bareiss et celui des sous-résultants en insistant sur l’aspect intrinséque des objets, et si possible, en
évitant les complications calculatoires qui obscurcissent leurs exposés.

Enfin, une variante de I’algorithme des sous-résultants sera proposée : son intérét est de calculer
la chaine des polynémes sous-résultants de facon « économique » (Voir section 6.2 page 23).

Abstract. — Bareiss’ algorithm computes the determinant of a matrix. It eliminates in an optimal
way the coordinates of its column vectors by fraction-free triangularisation. The subresultant
algorithm also calculates the resultant and the greatest common divisor of two polynomials by
eliminating optimally their coefficients.

In this article, we relate these two algorithms in a single mathematical concept. Intrinsic aspects
of this relation are emphasized, thus most of the calculations is avoided as they are long and
complicated.

Finally, we give a variation of the subresultant algorithm which makes the computation of the
chain of the subresultant polynomials more “economical” (see section 6.2 page 23).

INTRODUCTION

L’étude des algorithmes de Bariess et des sous-résultants améne a penser
a I’existence d’un lien entre ces méthodes, bien qu’assez différentes par
les objets qu’elles manipulent. Dans un premier temps, on étudiera la
méthode de Bareiss « pas a4 pas » afin de donner naissance de fagon
naturelle a quelques formules simples d’algébre multilinéaire. Aprés avoir
totalement démontré 1’algorithme de Bareiss, une présentation inhabituelle

(*) Regu en février 1995.
Q) Département de Mathématiques, Université de Poitiers, 40, avenue du Recteur Pineau,
86022 Poitiers Cedex, France. E-mail: ducos@mathlabo.univ-poitiers.fr
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320 L. DUCOS

des polyndmes sous-résultants permettra de retrouver des relations liant
ces polyndmes: similarité et pseudo-divisions entre autres. Certaines de
ces relations justifieront 1’algorithme des sous-résultants, mais toutes sont
nécessaires pour démontrer une nouvelle variante de cet algorithme.
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1. L’ELIMINATION DE GAUSS ET L’APPLICATION 1

Soit R un anneau commutatif intégre et M un R-module libre muni d’une
base fixée. On note 7; la projection sur la ¢-iéme coordonnée et Q" (M)
le R-module des n-linéaires alternées de M dans R (que I’on nommera
n-formes).

Etant donnés w,z,y,z quatre vecteurs de M, si 'on veut annuler la
premiére coordonnée des vecteurs x,y, z par une élimination « a la Gauss »
en se servant de w, la combinaison la plus simple est:

=m(w)z—-m(z)w
y=m(w)y-m@w
Z=mw)z—-m(z)w
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BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 321

Ces combinaisons font apparaitre une 2-application (application 2-linéaire
alternée) :
WE : (a,b) € M? 1 (a)b—7m (b)aE M

Rappel rapide sur le produit extérieur: Si g € Q"(M) et f € Q™ (M)
sont deux formes multilinéaires alternées, on définit le produit extérieur de g
et f (noté g A f) par:

('Ula ) 'Un+m) € M"tm

— Z sgn (0) g (Voys -+ Voo ) fF (Vopyrs - Vonpm)
g

ol la somme porte sur les permutations o de Sp4y, telles que

o1 <03 < ---< 0Op

et op+1 < - < Opntm-

On voit bien que I’on peut prendre pour f une application M™ — N
multilinéaire alternée tout en laissant la formule ci-dessus bien définie.

DerFNiTION 1: Soit f une application M™ — N multilinéaire alternée
et g € Q"(M), on définit le produit extérieur g A f par:

MPT™ L N

(1, -+, Ongm) — Z g0 (0) g (Voy, - -+ Vo) F (Vonsss -5 Vorymm)
g

Par cette extension du produit extérieur, on a:

Wi =71 Aldyy

Si I'on réalise une étape supplémentaire pour éliminer la seconde
coordonnée de 3, 2/, on combine:

yll =19 (xl) yl -y (yl) 2 = 7"5 (.’L‘,, y/)
2 =m(d)d —m ()2 = Wg(x', 2')
et on s’apercoit (la démonstration sera faite dans le paragraphe 2.1 p. 6,
relation (%)) que ¥/ = m(w) p(w, z, y) et 2’ = m(w)p(w, z, 2) ou u
est la 3-application suivante:

(a, b, ¢) € M3

m1(a) m1(b) o
ma(a) ma(b)

n®) me)|
m2(b) ma(c)

7('1(0,) 71’1(6)

ma(a) ma(c) b+
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322 L. DUCOS

Si ’on pose det N =TAT: (a, b) € M? .:‘g;g :‘Ez; et si ’on se
permet 1’ extension du produit extérieur, on obtient alors:

1

Yy
()ﬂ'l( )

det(;) (w, z, z)

n= det( ) Aldy = det

—det()(w,a:,z) ( )

C’est en utilisant ce genre de propriétés de divisibilité que Bareiss démontre
dans [2] comment calculer le déterminant d’une matrice, a condition de
pouvoir diviser par certaines valeurs (71 (w) par exemple). Le lecteur pourra
aussi consulter [6] (pages 389 a 405) pour plus de détails sur la méthode de
Bareiss et des améliorations possibles.

On voit maintenant la nécessité de définir une transformation g — g2. On
en ébauchera quelques propriétés avant de continuer 1’étude de la méthode
de Gauss.

NoratioN : Si z € M™ alors x; € M désigne sa i-ime composante.

DeFmiTIoN 2: Si g € QY (M) est une (n — 1)-forme de M alors on
appelle g¢' : M™ — M la n-application

n
gAIdps :veM”»—»Z (=1)" " g(v1y s Biy ooy Un) Ui
=1

PrROPRIETE 1: Si f € Q™(M) et g € Q"(M), on a
(Frgf=fngd  gnff=(CD)"fng

Si f: M — N est un morphisme de R-modules alors f o g" = g A f.

Remarquer que g! est la seule application vérifiant la derniére relation
pour toute f (g étant fixée).

2. ALGORITHME DE BAREISS
2.1. Premiers pas...

DerFNiTiON 3: Si g est une application multilinéaire alternée de M™ sur
un R-module (en particulier si g est une n-forme multilinéaire alternée
de M), on nomme kerg le sous-module formé des éléments de M qui

annulent g dés qu’ils font partie de ses arguments.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 323

Exemple et contre-exemple: Le vecteur (0, 0, 1) fait partie de
ker (w1 A m2), mais n’est pas élément de ker (72 A 73).

PROPRIETE 2: Soit f est une m-application et g une n-forme sur M. Alors
kergNker f C ker (g A f)

Le théoreme suivant est insipiré de ce qu’expose Quitté dans [10].

THEOREME 1: Soit M et N deux R-modules, f : M"t' — N une (n + 1)-
application et g € Q™1 (M). On considéere x € M™, z € M™ tels que
Vj €l n], 2 € kerg. Alors on a:

f(§'(2), 2) = (g A f) (=, 2).

Démonstration

(gA f)(z, 2) Z( )™ ’g(xl,...,¢i,...,xn)f(zi, z)

car V], zj € kerg,

m

= f (Z(—l)m_zg(xla ""'¢i) e "L.Tl) * Ly, Z)
=1

par linéarité de f,

= f(gh(x)’ z)' O

DernNITION 4: On dit que g est une n-forme pure si g est le produit
extérieur de n 1-formes.

THEOREME 2: Si g est une n-forme pure alors im g' C ker g.

Démonstration: On a g = g1 Aga A --- A gn ol g; est une forme linéaire
de M sur R, donc V1, g,'ogb =gAgi=0etcomme g=g1Ag2A---Agn,
on a bien le résultat annoncé par:

img® C ﬂkergi C ker (/\ gi) =kerg. O

Par exemple, en prenant f une 2-application de M dans N et g une
n-forme pure de M, w € M" et z, y € M, grace au théoreme 2 on a
¢(w, y) € kerg et grice au théoréme 1 on obtient:

fg'(w, =), ¢*(w, v)) = (g A f) (w, =, ¢(w, ¥))
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324 L. DUCOS

Comme g A f est alternée, seul le terme g(w) -y de g'(w, y) n’est pas
éliminé par les composantes de w:

(gAF)(w, z, g:w, v)) = (g A f) (w, z, gw)y — g(y) w)
=N f)(w, z, g(w)y)

On a maintenant:

F(d"(w, z), ¢°(w, v)) = g(w) (g A f) (w, =, y) *)

SiPon pose f = wg et g = m et que ’on reprend la deuxieme élimination

« a la Gauss » de la page 3, cette relation devient:

y" = rh(xl (w, z), T (w, y)) = m(w) (1 A7) (w, 7, y)

= 7!'1(’11)) det%;) (’LU, z, y)

(et de méme avec z’, w, x, z) ce qui prouve (comme il était annoncé
page 3) que p = deth(l).
2

On divise y” et 2" par 71(w) (le pivot de la premiére étape) et on
appelle de nouveau ces quotients exacts y” et 2" pour simplifier. En réitérant
une dernieére fois I’élimination « & la Gauss » avec y” et 2", grice aux
théoremes 1 et 2, on a:

b b
0 q

7r§ (y", z") = 7r3 (:iet ) (w, z, y), det ) (w, z, 2))
G
= det(;) (w, ) deth( )(w, z, Y, 2)

1
3

= det >(w, z, v, detb(‘;) (w, z, z))

ou deth(l) = det(;) /\7!'% =7 Ay A 73 Ald.

3
On voit que Wg(y", 2"") est divisible par det (1)(w, z) = 7r2(7r5 (w, z))
le pivot de la deuxieme étape) et le résultat d’une telle division est

detc(:l) (w, z, y, 2). On comprend alors comment le processus se poursuit
3 -
avec un nombre de vecteurs plus importants.

Principe de I’algorithme de Bareiss: A ’aide des seules applications 7r§,

on peut calculer le déterminant d’une matrice. Pour ce faire, aprés chaque
combinaison 7rg : (z, y) — z;y — y;x de deux vecteurs colonnes de I’étape 1,
on divise par le pivot de 1’étape précédente afin de réduire au plus tot la
taille des coefficients des vecteurs tout en restant dans le module M.
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BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 325

2.2. Encore plus sur ’algorithme de Bareiss

Le lecteur trouvera dans [2] ou [6] des démonstrations de 1’algorithme
ébauché ci-dessus. La démonstration exposée ici est différente et donne une
vision vectorielle sur 1’algorithme: ce ne sont plus les coefficients de la
matrice qui sont étudiés, mais les vecteurs colonnes qui la composent.

Notartion: On note (;) la liste ordonnée {z,7—1, ..., j+1,j}si¢ > j,
ou I’ensemble vide si z < j. Si K est une liste ordonnée {a, b, c, ..., z},
on pose:

det g =g ATpATN - AT,
et par exemple, si 2 > 7:

det(,-_)::mAu-/\rj detg:IdM

M

Remarquer que la typographie n’est pas innocente: det () est un

on . N . . 7
déterminant dont la premiere ligne correspond a la projection 7;,... la

derniére a ;.
Encore un petit exemple... w1 o det y ny = det iy Ay = det fay.
(3) (3) (1)
Soit (f;);>; une suite de l-formes. On pose g; = fi A fa A~ A f

(g; est donc pure). Par convention gg = Idps. On choisit X € M* ainsi
quey, z € M. On a alors pour ¢ > 1:

i (61X, v), (X, 2)
= gi(X) (gi A fl1) (X, w, 2) relation (x) page5
= (gic1 A Si) (X) ghyy (X, 9, 2)
]
= fi (@_1(X)) gly1 (X, 9, 2).

Pour obtenir une preuve compléte de 1’algorithme de Bareiss (appliqué a
une matrice A de dimension d x d), il faudra poser: pour tout ¢ € [1, d],
A; est la sous-matrice de A formée par ses i premiers vecteurs colonnes,
fi = mq, (et donc g; = o, A -+ A Ty,) en choisissant o; € (1, d] — E;j—1

(ou E;_1 = {oa, ..., aj—1}) tel que mq, (gE_I(Ai)) (le pivot de I’étape 1)
soit non nul. Dans le cas ol un tel o; n’existe pas, on conclut: det (4) =0

vol. 30, n° 4, 1996



326 L. DUCOS
car les vecteurs de A; sont liés. Si un tel «; existe, en posant X = A;,
la derni¢ére formule donne alors pour ¢ > 1:
Thn (det’s (As, y), det' (4;, 2))
Ta, (det'y,  (A))
= det %Hl(Ai’ y, z) = det bEi+1(Ai+1, z)

ou y est le (¢+ 1)-itme vecteur colonne de A (colonne du pivot de
I’étape ¢ + 1) et z un autre vecteur colonne de A.

A T’étape d — 1, on voit que I’on calcule det 234_1(’4)' On peut connaitre
alors le déterminant de A car:

Ta, (det hEd_l(A)) =detg, , Ama,(A) =sgn (i — E;) det (A).

Voici I’algorithme calculant le déterminant d’une matrice par la méthode
de Bareiss décrite ci-dessus.

Algorithme de Bareiss

Donnée: A = (11, T2, ..., za) € My(R)
Résultat: det (A4)

E — [ ]; oldpivot — 1
for iin 1...d — 1 loop
if z; = 0 then return 0
(k, pivot) := a Component O f (z;) — ici, pivot = mg(z;) # 0 ~
E = E U [k
for j in i+ 1...d loop
- pivotxxj—wgzj)xzi

Ty oldpiuot
end loop
oldpivot « pivot
end loop —ic, Vj >4, Ve e E, me(z;) =0~

-ici, |[E| =d-1 -
for 5 in 1...d loop

if §  E then return signature (E U [§]) x 7;(zq)
end loop

Dans l’algorithme ci-dessus, on utilise deux fonctions qui sont
aComponentOf et signature : aComponentOf prend en argument un
vecteur z non nul et renvoie le couple formé respectivement par le numéro
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BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 327

et la valeur d’une coordonnée non nulle de z; signature est une fonction
calculant la signature de la permutation ¢ — E;.

3. LA MEILLEURE ELIMINATION

3.1. Dans un module...

Annuler m — 1 composantes en combinant /m vecteurs est 1’élimination
maximale a laquelle on peut s’attendre dans le cas général: on ne peut pas
annuler m composantes dans tous les cas, car alors m vecteurs de dimension
m seraient toujours liés. De plus si K est une liste ordonnée d’entiers de
cardinal m — 1, alors det bK combine m vecteurs quelconques de maniére a
annuler les coordonnées indexées par K. La propriété 1 nous le prouve si I’on
prend f = 7w, k € K et g = det . En effet 7, odett}( =detg A7 =0
car k € K.

La propriété suivante montre que det ?,( est une application de référence a
laquelle on peut comparer toute autre élimination « maximale » ponctuelle.

PROPRIETE 3: Soit z € M™, y = S \izi € M et K C N tel que
Vk €K, m(y) =0et |[K| =m— 1. Alors

A; det EY(:C) =a;y Viell, m]

on oy = (—1)m"1 det g (1, ..., %i, ..., Tm) est le coefficient de x; dans
det . (z).

Démonstration: On a

X det ' (z)

= det t}((xl, ceey NiZiy -.., Ty) par linéarité,

= det hK (1, -+-y Yy .., Tm) car det i( est alternée,

= (—l)m—i det g (1, ..., Fiy - - oy xm)y car Vk € K, mp(y) =0,
=q;y. O

3.2. Les sous-résultants

Soit P et @ deux polyndmes dans R [X] de degrés respectifs p et ¢. Etant
donné un entier d < min (p, ¢), on cherche une élimination portant sur les
m polyndémes X9 ¢P ..., XP, P, XP~4Q, ..., XQ, Q qui permettrait
d’annuler les m — 1 coefficients des mondmes de plus hauts degrés. Tous
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328 L. DUCOS

ces polyndmes appartiennent au R-module Zfig—d R-X 2 D’apres le
paragraphe 3.1 (si on pose m;: T' € R[X] — coefficient en X* de T), il y
a une « plus belle » que les autres:

det%pﬂ_d) (X9P,..., XP, XP74Q, ..., XQ, Q)
d

On D’appelle le sous-résultant de P et ) d’indice d — 1 et on le note
Sd—l (Pa Q)

Par exemple si 1’on choisit p < g et d = p, le sous-résultant considéré
est det” N (XTPP ..., XP, P, Q). Si I'on calcule ce déterminant en

P
éliminant petit a petit les coefficients de (), on s’apercgoit que 1’on effectue
les opérations élémentaires correspondant au calcul du pseudo-reste (abrégé
par prem) de @ par P. On obtient finalement 1’égalité:

q
P

Sp_1(P, Q) = det“( ) (XTPP, ..., XP, P, Q) = prem (Q, P)

4. SOUS-RESULTANTS

Le lecteur trouvera dans les ouvrages suivants des démonstrations des
principales propriétés des polyndmes sous-résultants, ainsi que de diverses
méthodes pour prouver 1’algorithme de sous-résultants:

Un des premiers articles sur le sujet, [3], donne une démonstration
« polynomiale » de 1’algorithme: les auteurs amennent progressivement les
algorithmes de Collins et des sous-résultants. Le méme style d’exposé est
repris dans [6] (pages 285 a 299).

Dans [4], Cohen redémontre avec une méthode trés concise 1’algorithme
des sous-résultants: il considere les formules de 1’algorithme et montre
qu’elle conduisent effectivement au calcul du résultant (en admettant que les
divisions dans I’anneau de base sont exactes).

Dans [7], les auteurs s’attachent a définir les sous-résultants et démontrer
des relations « susceptibles de passer a travers » les morphismes d’anneaux
(spécialisation par exemple). On y voit que les propriétés fondamentales des
polynémes sous-résultants.

Dans tous ces documents, la pseudo-division entre deux polyndmes est
considérée comme une opération élémentaire d’élimination. Le but premier de
ce papier est de montrer que I’élimination élémentaire entre deux polynémes
est 1’opération 7I'E’ (en considérant ces polyndmes comme des vecteurs sur
I’anneau de base), et surtout qu’il y a un bénéfice a en tirer.
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BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 329

4.1. Rappels

Dans cette section, les résultats les plus simples sur les sous-résultants
seront montrés ou rappelés pour le lecteur non spécialiste. On reviendra sur
les relations de similarité et de divisibilité entre les sous-résultants (elles sont
déja bien connues, voir les ouvrages précités ci-dessus) griace a de nouvelles
relations précises qui permettront de justifier non seulement I’algorithme des
sous-résultants, mais aussi (et surtout) la variante proposée.

Nortarion: Si T' € R[X] alors on note X {:3) T (4 > ) 1a suite constituée
de X*T, X*~1T, ..., X79t1 XJ T. Par convention, si i < j alors la suite
est vide.

Dans [9], par définition, le d-iéme sous-résultant de deux polyndmes
P et @ (de degrés p et q respectivement) est le déterminant polyndmial de
la matrice formée par les X (?=4=1.0) P et les X(»=4=1.0) Q. On a donc

Sa(Py Q) = det ]y, (X0 P, X070 Q)
d+1
On voit facilement avec cette écriture que:
¢ Sq(P, Q) = (_1)(P—d) (¢—a) 54(Q, P);

* Sq(P, Q) est de degré inférieur a d (toutes les coordonnées entre
p+qg—d—1cetd+ 1 sont nulles);

* Les coefficients de S; (P, Q) sont des polyndmes en les coefficients de
P et Q. Cette propriété est intéressante pour la spécialisation des polyndmes
sous-résultants par exemple:

* NOTATION :

§q = Td(Sd(P, Q)) si d < min (pa q)a
Sqd = IC(P)q—p si d= b= min (p) Q)7
sqa = lc(Q)P™? si d=q=min(p, q).

Remarquer que, de fagon générale, s, est le coefficient en X¢ de Sy(P, Q).

Remarquer également que Spin(p,q) € R — {0} et si p = ¢ = d alors
sq = 1.

* le polynéme Sy( P, Q) appartient a I’idéal de R [X] engendré par P et Q
car combinaison linéaire des X (?=4=1.0) P et des X(¢—d-1.0) Q;
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Dans cette combinaison linéaire, les coefficients de X7 %"1P et de
XP~4-10Q) sont respectivement:

(=1)P~% det (st44-1) (x(a=d=2.0)p x{p=d=1,0)(y)

= (=1)""*1e(Q) sa41
et

(_1)P—d—l det (M_d_l) (X<q—d—1,0)P, X(p—d—2,O)Q)

d+1

= (—1P~ " 1o(P) 5441

DEFINITION 5: On dit qu’un sous-résultant Sy(P, Q) est dégénéré si son
degré est strictement inférieur a son indice d.

Rappel de quelques autres propriétés des sous-résultants (voir [7], [S]):
cres(P, Q) = So(P, Q);
* Dans K[X] (ot K est le corps des fractions de R), si

d = deg (ged (P, Q))

alors Sy(P, Q) est de degré d;

e Les sous-résultants représentent les meilleures éliminations des
coefficients des mondmes des plus hauts degrés de deux polyndmes (voir
le paragraphe 3.2, page 9).

Le préchain théoreme (théoreme 3) permettra a lui seul de démontrer
I’algorithme des sous-résultants: en effet, les résultats sur les similarités
(section 4.2) et divisibilité (section 4.3) entre sous-résultants n’en sont que
des « applications numériques » ou les z;, y; et z; sont des polyndmes bien
choisis. De plus il représente une généralisation du théoréme 1 dont nous
nous sommes servis pour démontrer 1’algorithme de Bareiss. C’est donc ce
théoréme qui joue le rdle d’une passerelle entre les deux algorithmes.

DEFINITION 6: Soit x € M™, y, z € M™. On dit que z est échelonné sur
y modulo x si z; est exprimable linéairement en fonction des x;, de y; et
des y; qui ont déja servi pour les z; précédents.

Afin d’illustrer cette définition, voici deux exemples ou z est échelonné
sur y modulo z:

spourj=1,2,...,n, 2 € R-yi+ 3, R-y+ 32 R-zi;
spour j=n...1, 2 €ER-yi+ 3 ; Ry + 0 R-w;.
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Il faut souligner que le sens de parcours des valeurs 1...n par j est
important. ‘

THEOREME 3: Soit M et N deux R-modules, f : M™ ! — N une (n + 1)-
application et g € Q™ Y(M). On considére € M™, y, z € M", A € R"
tel que z soit échelonné sur y modulo z et \; soit le coefficient de y; dans
Uécriture de zj. On suppose de plus que ¥ j € [1, n}, z; € kerg. Alorson a:

f(d'(@), 2) = (H /\1> (A f) (=, v)-

=1
Démonstration :
n
(H /\z) (gn f)(z, y)
=1
=(gANf)(x, M1 -y1,---, An - yn) par linéarité de g A f,
=(gANf)(z, z1,..., 2n) car gA f est alternée

et z échelonné sur y modulo z,

= f(gb-(a:), z) gréace au théoréme 1. O

4.2. Relations de similarité entre sous-résultants

Le but du théoréme suivant est de trouver des relations entre les
sous-résultants de P et ) afin de mieux comprendre leur structure. On
utilisera aussi ces résultats pour donner une variante de 1’algorithme des
sous-résultants.

LemME 1: Soit 0 < d < min(p, q) et Sq—1(P, Q) dont le degré e est
strictement inférieur a d — 1(deg(0) < 0). On considére i < d — 1 et
§€[l,d—el Onpose I = (p"'q'c'l'é_d) et J = (zif) Alorsona:

det ﬂJ(x(& 0) S) = sg det '}UJ(X(q+6-d, 0O p xpté—d O)Q)

Démonstration: La démonstration suivante est inspirée de celle que donne

Lazard dans [8]. On pose:

f = det h(w) g=det(rrri-ay o' = X{a=d.0) py x»=d.0)

i+1

z=Xx60xa—dp y = X6 xr—dg = xEg
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Comme deg(S) + § = e+ 6§ < d, chaque 2, est de degré strictement
inférieur a d, donc dans le noyau de g. De plus, si a = (—1)? e (P) 84,
on a

SeaXx?Q+ Y R-X'Q+ ) R-X'P
j<p—d j<p—d
et en multipliant cette appartenance par X*(k € [L, 6]), on voit que z remplit

la condition d’échelonnement du théoreme 3 et que A est égal a o. Ainsi,
en posant A = dett}(a:) et B = det '_lru s(z, y), le théoréme fournit:

det’, (4, X91V8) = o B = s§(-1)*"91c(P)°B

Mais A = lc(P)° dethpﬂ_d) (z') = 1c (P)®8, si bien que le membre de
gauche de I'égalité devient'

det®; (Ic (P)’S, X181 8) = 1c (P)’(~1)° det’, (X(*0)3)

Le membre de droite devient a son tour aprés permutation des arguments
de B:

s4(=1)° e (P)? dety,, (X(a+0-40) p x(p+-d.0)g)
On conclut en simplifiant de chaque coté par (—1)°Ic (P)’. O

THEOREME 4: On désigne par S; le i-iéme sous-résultant de P et Q.
On suppose que Sy_1 est de degré e < d — 1. Alors:
1. S4—1 non nul implique
(a) deg (Sq) = d (ou d < min(p, q));
(b) Sa—1 ~ Se;
(c) lc(S4—1)*¢ = 547 (Se);
(V6§ €0, d—el 1c(Sq1)’ Sa_1 € 84 RIX];
2.8isqg #0alorsVie€gle,d-1[, S; =0;
3.8isq4 #0et Sg_1 =0alors Sq = ged (P, Q) dans K[X] on K est le
corps des fractions de R, (ou ged (P, Q) € {P, Q} si d = min (p, q));
4.V65€l,d—ef det %C_w) (X(6.98,_1) € s - R[X].
Remarques :

* Par 1.(b) et 1.(c), si p = ¢ = d alors S, est un multiple de Sy_; car
sq¢ = 1;
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* [’assertion 1.(d) est due a Lazard dans [8]. Cette formule sera utilisée
pour obtenir la variante proposée de 1’algorithme des sous-résultants ;

* Par 3, si deg (Sgz) = d et Sq n’est pas le pged de P et Q dans K[X],
alors Sy_1 est non nul;

*» L’assertion 4. servira dans la variante de 1’algorithme des sous-résultants.
Démonstration :

* Si on pose 2 = e alors le lemme précédent nous donne:

Véell, d—e
le(Su—1)’ Sy = 8§ detl (XPH-d0 p, x(v+6=d.0) gy,

Alors S3_1 non nul implique:

— sq non nul i.e. degSy; = d si d < min (P, Q) d’od 1.(a);
—1.(b) et 1.(c) en posant 6 =d —e — 1;

— 1.(d) en faisant varier 6.

* Sion pose § =d — 1 — 1 alors le lemme précédent nous donne:

Vi€le, d—1],

ts (X(q+6——d,0)P7 X(p+6—d,o>Q) _ sg S;.

(")
Alors s; # 0 implique 2. L’assertion 3. n’est qu’une conséquence de 2.
lorsque e < 0 (voir les rappels sur les sous-résultants).

0= sg det

* Le lemme donne exactement la propriété 4. si 'on pose ¢ = e — 1. [

4.3. Relations de divisibilité entre sous-résultants

Dans cette section, nous allons démontrer 1’algorithme des sous-résultants.
C’est un algorithme qui calcule le résultant de deux polyndmes grice a une
suite de pseudo-divisions euclidiennes de certains de leurs sous-résultants.
Ici encore, des nouvelles relations de divisibilité seront démontrées: elles
seront utilisées dans la variante de ’algorithme des sous-résultants.

On choisit P et @ dans R[X], avec p = deg(P) > deg(Q) = ¢
On abrégera encore le i-ieme sous-résultant de P et ) par S;.

Premier cas : le premier sous-résultant calculé. On a toujours:
prem (P, —Q) = deth(p) (-x{P=200 p)
= det" ) (P, X~ Q) = 8§, 4

(
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Deuxiéme cas: le second sous-résultant calculé.

LEMME 2: Si Sq_1 est non nul et de degré e, on considére § € [0, q — €]

et on pose I = (Zi‘ls) et J = (e:é). Alors :

det’ (@, X805, 1) =1c(Q)P~DH! get!l, (X(40 p, xP-at80)Q)

Démonstration: On pose A = det E‘u 7 (X —at+6.0)g  x(6 0)Sq_l).
Comme le coefficient de P dans S,_1 est (—1)P~ %1 1c (Q)P~9M, et qu’il
en est de méme pour celui de X*P dans X*S,_; pour k € [0, 6], il vient

A= ((_1)p—q+1 le (Q)p—q+l)6+1 det EUJ (X(p—q+6,0)Q, X6, O)P)
=l (Q)(p—q+1)(6+1) det Bm] ( x(6,0) P, x (p—q+6,0) Q).

De plus A = lc (Q)P~7+° dethj (Q, X(50)S,_1). On obtient alors 1'égalité
anoncée en simplifiant par lc (Q)P~F. O

THEOREME 5: Si Sy_1 est non nul et de degré e, alors
1.V6€[0, q—¢ det'%,,_“) (@, X085, 1) ele(Q)P~9%*. RIX];
2. prem (Q, —S,_1) = le(Q)P~Dla—e)+lg

Démonstration: Le 1. est immédiat a partir du lemme précédent. Pour
obtenir 2. en considérant le lemme, il faut poser 6 = ¢ —e. O

Remarque: le 1. sera utilisé dans la variante de ’algorithme des sous-
résultants.

Troisieme cas: les autres sous-résultants.

LEMME 3: On choisit d < q tel que Sy et Sj_1 soient respectivement
non dégénéré et non nul. On a d = deg(Sy) et on pose e = deg(Sz—_1),

5 € [0, d — €], ainsi que I = (p+g;cli+6) et J = (et‘s). Alors:

det” (Sa, X085, 1) =1c(S9)**? det ], (X(a-4+80) p x(P=d+8,0))
Démonstration: On pose:

f= det%e“) g = det (1o 7 = x{1-4-1.0) py xir—d-1.0)g

d+1

z=X00xdpys y=x@0xrdg ,=x60g,
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Chaque z; est de degré strictement inférieur a d + 1, donc dans le noyau
de g. De plus, si @ = (—1)?"1c(P) sq, on a

Sisi€aXP'Q+ Y R-X'Q+ ) R-X'P
i<p—d 1<g—d

et en multipliant cette appartenance par X* (k € [0, 6]), on voit que z
remplit la condition d’échelonnement du théoréme 3 et que A est égal a a.
Ainsi, en posant A = det t}-(:z:) et B = det t}u ;(z, y), le théoreme fournit :

dethJ (A, x (6 0>Sd-1) —o®*B = Ic (Sd)6+1(_1)(6+1)(P—d) e (P)5+1B

Mais A = lc(P)**! det” prois) (z') = lc(P)®*1S,, si bien que le

membre de gauche de l’égalitédaévient:
lc (P)** det® (84, X(508,_1)

Le membre de droite devient a son tour aprés permutation des arguments
de B:

le (Sd)6+1 lc (P)6+1 det E"UJ (X(Q—d+6,0)P, X(p—d+6,0)Q)

On obtient alors le résultat annoncé en simplifiant par lc (P)°*!. O

THEOREME 6: Toujours avec les mémes notations :

1.V6 €0, d—e|, det “(M) (Sq, X808, 1) € le(So)** - R[X];

2. prem (Sy, Sa—1) = le(Sy)4 ¢t Soy;
3. s5i Sc—1 est le sous-résultant (éventuellement dégénéré) similaire a Sy
alors prem (Se—1, —Sg—1) = lc(Se_1)lc (Sg)* ¢ Se_1.

Démonstration: Le 1. s’ obient directement du lemme précédent. Le 2. vient
lorsque I’on pose 6 = d — e. Quant au 3., comme S._1 et Sy sont similaires,
on a lc(Sq) prem (Se—1, ...) = lc(Se—1) prem (Sg, ...). En utilisant le 2.,
on conclut facilement. [J

Remarque: le 1. sera utilisé dans la variante de 1’algorithme des sous-
résultants.

5. ALGORITHMES

Ici encore, on choisit deux polyndmes P et () dans R[X] et on note S; leur
i-ime sous-résultant. Dans la section 5.1, on traite rapidement 1’algorithme
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des sous-résultants (toutes les relations mathématiques utilisées par cette
méthode sont explicitées dans les théoremes 4, 5 et 6).

La section 5.2 est consacrée exclusivement au développement de la
variante proposée de l’algorithme des sous-résultants. Cette section est

beaucoup plus importante car toutes les relations utiles a cette méthode
n’ont pas été exposées dans les sections précédentes.

5.1. L’algorithme des sous-résultants

L’algorithme des sous-résultants est maintenant totalement démontré: a
I’aide des sous-résultants éventuellement dégénérés notés S;_1, on calcule
le résultant de deux polyndmes de R[X].

1. On se donne deux polyndmes P et @, le degré de P étant supérieur a
celui de @ (échanger P et Q si nécessaire).

2. Calcul direct de Sq—1 (de degré d) par prem (P, —Q).

3. Calcul de Sy—; (de degré e) en fonction de Q, S;—1 et deg(P)
(théoreéme 5.2).

4. Calcul de lc (Sg) en fonction de @, S;—1 et deg (P) (théoréme 4.1.(c)).
Calcul de S.—; (de degré f) en fonction de Sg—1, Sg—1 et lc(Sy)
(théoréeme 6.3).

5. Calcul de lc (Se) en fonction de lc(Sy), Sg—1 et deg (Sq—1) (théoreme
4.1.(c)). Calcul de Sf_; en fonction de Sy_1, Se—1 etlc(Se) (théoréme 6.3).

6. Répéter le 5. jusqu’au calcul de Ic(Sp)...
7. res (P; Q) = 1c(Sp) (théoreme 4.1(c) ou 4.2).

Algorithme des sous-résultants

Données: P, Q € R[X] deg (P) 2 deg(Q) > 1
Résultat: res (P, Q)

§ «— deg(P) — deg (Q); (P, Q) «— (@, prem (P, —Q)); s « le(P)°
loop —icl, Q@ = Se—1, s = 1c(Se), § = deg(Sc—1) — deg (Sg—1) —
if @ = 0 then return 0
6 «— deg(P) — deg(Q)
if deg(Q) = O then return le(Q)?

gé—1

P, - . 1c (P)?
(P)Q)(—(Q)ET_ZI((T)_;TQ'Z):S‘_?——%
end loop —ici, P = Sg_1 -
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5.2. Une variante de ’algorithme des sous-résultants...

Un deuxieme algorithme est considéré. C’est un algorithme dont les calculs
sont différents de ceux de I’algorithme des sous-résultants, afin d’éviter une
croissance inutile des différentes quantités calculées:

* Le calcul du coefficient dominant de S. par le théoréme 4.1(c) fait
apparaitre une fraction de deux éléments de R avec certains exposants. 11 est
coliteux de calculer d’abord deux puissances puis de les « éliminer » en les
divisant. Un calcul économique est donné par le 1.(d) du méme théoréme
(considérer le coefficient dominant de Sy_1 et Se):

Ic (Sd_1)2
Sd %
lc(84-1)%° _ o xle (S4-1)
sg_e_l Sd

xle (Sd—l)

le(Se) =

ou tous les quotients sont exacts. Dans le terme de droite, seuls des éléments
de « hauteur » 1 ou 2 apparaissent: aprés chaque multiplication, on effectue
une simplification.

* Le calcul de S.—1 par le théoreme 6 est aussi coliteux. Aprés avoir
calculé le pseudo-reste de S._1 par Sg—1, on le divise par un élément de R
de « hauteur » d — e + 1, qui peut étre énorme... Pour rendre économique
le calcul de Se_1, il faudrait commencer a diviser pendant que 1’on effectue
les éliminations élémentaires de la pseudo-division. Mais en fait, le principe
de la pseudo-division est ici mal adapté. En effet, il se peut que I’on ne
puisse pas réduire les restes intermédiaires de la pseudo-division de S.—1
par Sd—l-

Par un principe de calcul différent (qui sera exposé plus tard), on peut
effectuer une simplification aprés chaque élminiation. Ce qui a pour effet de
générer des termes de « hauteur » 2 au maximum...

Voici le principe de 1’algorithme économique (la chaine de tous les
polyndmes sous-résultants non nuls y sont calculés):

1. On se donne deux polynémes P et (), le degré de P étant supérieur a
celui de @ (échanger P et ) si nécessaire).

2. Calcul direct de S,_1 (de degré d) par prem (P, —Q).

3. Calcul de S; en fonction de @, Sy—1 et deg (P) (théoreme 4).
Calcul de Sy—1 (de degré e) en fonction de Q et Sy_1 (théordme 5.2).
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4. Calcul de S, en fonction de S; et Sy_1 (théoréme 4).
Calcul de S.—1 en fonction de S; et Sy_; (théoréme 6.2).
5. Répéter 4. jusqu’au calcul de Sp...
6. res (P, Q) = Sp.
Pour rendre économique le calcul de S¢ en fonction de S; et Sz_1, il
suffit d’utiliser le théoréme 4.1.(d). On obtient alors:

lc(S4-1)?

50 xlc (Sg-1)

sd X .
- xle (S4-1)
Sq

X Sq_1

Se =
Sd

ol tous les quotients sont exacts.

Calcul de S,

Données: d, sq, Sqg—1
Résultat: S,

if d—1 = deg(S4q—1) then return S4_1
y < le(Sa-1)
for j in deg(Sq—1)+1...d — 2 loop Yy — ﬁgssj;l) end loop

Y- Sd_1

return
Sd

I est moins facile de rendre économique le calcul de S._; en fonction de
Sq et Sg—1. C’est I’objet de tout ce qui suit jusqu’a la fin de la section 5.2.

PrOPRIETE 4: Soit K une suite ordonnée d’entiers et E un sous-ensemble
de R[X] tel que |E| = 1 + |K|. Alors:

det’s (X -E) = X - det (E)
Démonstration: Si T est un polyndme de R[X], on a mj41(X - T) = mT
et IdR[X](X T) =X Idexl(T) Ainsi
det, (X - E) = (/\m]) Aldpx)(X - E)
- (/\m-) AX -Tdgx)(B) = X -det’ (B). O

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



BAREISS ET LES SOUS-RESULTANTS... 339

LeMME 4: Soit T € R[X] de degré e et i > e. Alors

det” )(X<z—e+1 0Ty = al(X det?, ,, (X=0T), T)

(: (&

Démonstration :

deth( )(X2 —etL) T)= 7’ (det (X(i_e+1’l>T)’ T)

(i)

grace au théoréme 1
=l (detu(,-_l) (x(i==0T) T)

grace au théoreme 4. 0O

TuEOREME 7 : Soit d < min (p, q). On suppose Sq_1 non nul et de degré e.
On définit les polynémes Bs par:

detim (X0 841)
Bs = . Véelo, d—e
s§

Si § < d — e alors les polynémes By sont dans R[X| et on a la relation de
récurrence pour § € [0, d — e[:

sq Bs+1 = % (X - Bs, Sq—1)

Démonstration : Le théoréme 4.4 indique que les polyndmes Bjs sont dans
R[X]sié < d—e. Sil’on substitue Sy_1 a2 T etl’on pose § = i—e € [0, d—e|,
le lemme précédent donne:

detb(e+6) (X(6+1’0) Sd—l) = ﬂ'tbé (X deth(eﬂ-l) (X(é’ O)Sd—l)a Sd—l)

Or le membre de droite de cette égalité n’est autre que 7re gX Bs, Sq_1)-

On termine la preuve du résultat annoncé en divisant par s

THEOREME 8: Soit d < ¢ = min (p, q) tel que d = deg(S4). On pose
e = deg(Sq—1) et on définit les polynémes As par:

det tEe+5) (Sd, X(é’())Sd—l)

As =
s Ic (S7)7+T

Vé€[0,d—e]
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Alors les polyndmes As sont tous dans R[X|, Ag—e = Se—1 et on a la
relation de récurrence pour 6 € [1, d — e]:

Te+6(Sa) Bs — lc (Sq—1) As—1

As = e (Sy)

Démonstration: Le théoréme 6.1 indique que Ag appartient & R[X], le
théoréme 6.2 donne

_ prem (Sda _Sd—l) _
Ad—e — lc (Sd)d_e+1 = Se—l

En développant meys5 A detl%e +so1ys on obtient

det%m) (54, X508, 1)

= 7re+6(sd) det % et6—1 ) (X<67 0) Sd—l)

—lc(Sg—1) det %eu_l) (Sq, X105, 4)

En divisant par lc (Sg)° cette égalité (5 € [1, d — ¢]), le membre de gauche
devient lc(Sy) As, le premier terme du membre de droite se simplifie
en Bs et le second devient lc (Sg_1) As—1. On arrive ainsi a la formule
annoncée. [

Maintenant il est clair que, pendant le calcul séquentiel des As (pour
6§ €0,d—e]) et des Bs (ou § € [0, d — e[), les éléments générés ont une
« hauteur » ne dépassant pas 2.

Calcul de S._;

Données: Sg, Sq—1
Résultat: S,

(e, 7, 8) « (deg(Sa—1), lkc(Sq—1), 1lc(Sz))
(4, B) — (zCmrse 5, )

foriin e+ 1...deg(Sq) — 1 loop —ici, A= A; .1, B=Bj_e_1 -
B — "e—l(B)'S;i-l'_T'X‘B DA — wi(SdQ:gB—r»A
end loop ~-ici, A = A;_e, B=B;_. -

return

Te—1(B)Sg_1—r (X -B+A)
8
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Cas exceptionnel : le cas du second sous-résultant calculé S;_; éventuel-
lement dégénéré (voir le théoréme 5) peut étre traité ainsi:

THEOREME 9: Soitr d = ¢ = min (p, q) et e = deg(S;—1). On pose:

det‘}w) (@, X$505,_1)

As = Vée[0,g—e
¢ le (Q)(p—q)5+1 [ ]

Alors les polynomes As sont tous dans R[X|, Ag—e = Se—1 et on a la
relation de récurrence pour 6 € [1, ¢ —e]:

-1 A —1
Tets (@) Bs — 1%%5?%—6—1

le (@)

6:

Démonstration: On s’inspire complétement de la démonstration du
théoréme précédent. Le théoréme 5.1 indique que As appartient 2 R[X]
et le théoréme 5.2 donne en particulier

__ prem (Qa _Sq—l)
T e (Q)(p—q)(q—6)+1

= Se_1

q—e

En développant .45 A det h( o) (Q, X (‘5’0)Sq_1), puis en divisant par
d

lc (Q)P~9%+1 on obtient les résultats annoncés. [

Calcul de S._; (exception)

Données: @, Sq—1, § = deg(P) — deg(Q)
Résultat: S,y

(e, 7, t, 8) — (deg(Sg—1), le(Sg—1), 1c(Q), 1c(Q)°)
(A, B) — ("d(Q)‘Stg—l‘T'Q, Sq—l)

foriin e+ 1...deg(Q) — 1 loop —ici, A= A;_¢_1,B=B;_._1 —
B TesiBySemyzrX By ﬂ(Q)‘f:'—fJbTAl

end loop —ici, A = A;_e, B = B;_¢ —

return we_l(B)-Sq_;~r-(X»B+A)
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Voici maintenant le corps du nouvel algorithme faisant appel aux petites
procédures vues ci-dessus:

Algorithme économique

Données: P, Q € R[X] deg (P) > deg(Q) 2 1
Résultat: res (P, Q)

6§ « deg(P) — deg(Q); P « prem (P, -Q)
if P = 0 then return 0
Z « calcul de S. avec deg(Q), lc(Q)?, P
if deg(Z) = O then return lc (Z)
P « calcul de Se—_1 avec Q, P, 6
loop
Q«— Z —ici, Q@ = Sq, P = Sg-1 -
if P = 0 then return 0
Z «— calcul de Se avec deg(Q), lc(Q), P
if deg(Z) = 0 then return lc(Z2)
P «— calcul de S._1 avec Q, P
end loop

6. IMPLEMENTATION ET EXPERIMENTATION

6.1. Une dernieére amélioration

L’algorithme économique ne doit pas étre implémenté tel qu’il a été
présenté dans le paragraphe précédent: en effet lorsque I'on parcourt la
procédure calculant S._; en fonction de Sz et S;_1, les polyndmes A
et B générés sont de degrés supérieurs 2 e = deg(S;—1). En fait on
peut limiter les calculs en utilisant les polynémes de degrés strictements
inférieurs 2 e...

Ce qui suit n’apporte rien mathématiquement, mais au prix d’un dernier
théoreme, les calculs en machines seront accélérés.

Norarion: Soit K C N. On nomme IIx la projection linéaire qui a un
polyndme T = 3, ¢; X" associe ) ;. t: X"

TueorEME 10: Soit d < min (p, q) tel que d = deg (Sy) si d < min (p, ).
On suppose Sq_1 non nul. On pose e ='deg(Sq—1) et K = [0, e —1]. En

reprenant les notations des théorémes 7, 8 et 9, on considére Cs = Il (As)
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et Ds = Il (Bs) pour tout § € [0, d —e]. Dans ces conditions on a
Cg-e = Se—1 et les relations de récurrence pour 6 € [1, d — €] :
. 1)(5 — We_liDé—l)DO“‘ﬂ'e (Sd—l)HK (XDé—l)

lC(Sd)
e D _IC(Sg—l)cﬁ—l
e Sid= q= min (p, q) alors Cé _ Tets (Q) ;C(Ql)CLQ)P—‘I—l
¢ Sid < min (p, q) alors Cs = Teys (Sa) Dli;?é‘igs‘i_l)c‘s—l

Démonstration: Pour obtenir les formules de récurrence concernant Cy,
il suffit de prendre les formules des théorémes 8 et 9 et de leur appliquer
IIx (les expressions sont linéaires). De méme pour obtenir la formule de
récurrence concernant Dy, il faut prendre la formule du théoréme 7 et lui
appliquer Ilg :

sq D5 = sq g (Bs) = Mg ol (X - Bs—1, Sa_1)
=Te (X - Bs—1) I (Sa—1) — me (Sq—1) Il (X - Bs_1)
= Te—1(Ds-1) Do —1c(S4—1) Uk (X - Ds—1). O

6.2. Résultats de tests sur machines

Afin de rendre compte de I’efficacité de cette variante de 1’algorithme des
sous-résultants, nous donnons juste deux séries de tests.

Pour la premiére série, on reprend les tests fournis dans [1] (pages 268
a 279):
test1 P=X®+4+ X% -3Xx*-3Xx®+8X%+2X-5
Q=3X%+5X*-4X? 09X +21

test2 P=3X*+5X3+5X2-2X+1
Q=3X34+3X>+3X -1

test3 P=2X%+ X% 4+4X*+3X%3+5X2-2X +2
Q=X X5 - X*+ax®-2X’+X +1

testd P=X0+X°—X*-X34+X?2-X+1
Q=6X°+5X*-4X>-3X?+2X -1

vol. 30, n° 4, 1996



344 L. DUCOS

test5 P =3X°+5X%+7X" -3x%—5Xx°_7Xx*
+3X3+5X2+7X -2
Q=X8-X’-X?_-X-1

test6 P =3X°+4X —-7X°-9X3+ X% - X +2
Q=3X°+12Xx*—7X% 41

test7 P=X°+5X*+10X3 +5X%2+5X +2
Q=X*+4X3+6X>+2X +1

test8 P=2X*+3X3+5X2-2X-1
Q=X3+X?4+2x-1

test9 P =6X%+7X" —3x%+16X°%+20X% +8X3
+17X% +6X +18
Q=2X"+X043X5+ X*—2X3+9X?-7X +3

test 10 P=2X*- X% - 14X%2+17X -5
Q=6X3-7X*+4X -1

Le tableau suivant résume les performances de trois algorithmes étudiés
en ce qui concerne les tailles (i.e. le nombre de chiffres) des plus grands
entiers générés sur chaque test. Bien siir, il n’y est pas question avec ces
premiers tests de comparer des temps de calculs car ceux-ci sont trop petits
(en ce qui concerne les algorithmes des sous-résultants et sa variante) pour
étre significatifs.

Nous donnons aussi un jeu de calculs de résultants avec des polynémes
plus ou moins paramétrés et de degrés plus importants. Ici, nous comparons
les temps de réponse de 1'algorithme des sous-résultants et de sa variante.
L’implémentation des algorithmes est faite en Axiom version 2.0a (resultant
est la fonction standard d’Axiom utilisant 1’algorithme des sous-résultants).
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Tailles maximales des entiers générés.
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Algorithme Algorithme Algorithme
des sous-résultants économique de Bareiss
test 1 11 9 10
test 2 6 6 7
test 3 16 11 12
test 4 11 8 10
test 5 23 16 17
test 6 28 20 21
test 7 5 5 6
test 8 1 1 2
test 9 21 16 18
test 10 11 9 10
test1l P=aX® 4+ 06X’ +cX*+dX3+eX’+fX +yg
Q="r
test 12 P =X’ +aX* +bX° +cX®+dX +e
Q=X+ fX 4+ gX3+hX +iX +
test13 P =X +aX’+bX*+cX +d
Q=X"+eX>+ fX*+g9X+h
test14 P =X%0 40X 4+p
Q=X 4cX54+4d
test 15 P = (X +a)'®
Q=(X+2)P

test 16 P = X394+ aX20 4 24X10 4 34

Q= X% 4+ 4bX" 4+ 5bX°
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test 17

test 18

test 19

test 20

P=(a+ X)%®
Q=(a—X)"

L. DUCOS

75
P=Y a™ix

7=0
75
Q=> jdXx’
§=0
200
P=Y "X’
7=0
100 )
Q=1+ jx’
7=0
900 )
P=1+) jXx’
1=1
900

Q=1+ j*°XI
j=1

Le tableau suivant résume les performances des deux algorithmes. Les
temps sont exprimés en secondes. La machine utilisée pour tester les deux
algorithmes est une station Sun Sparc-10 SunOS 4.1.3, 4 x 72 Mhz, 512 Mo
de mémoire centrale.

Temps de calculs (en secondes).

resultant Algorithme resultant Algorithme

(Axiom) économique (Axiom) économique
test 11 187 22 test 16 2184 136
test 12 7345 246 test 17 257 204
test 13 2881 177 test 18 4397 69
test 14 3590 202 test 19 265 10
test 15 1491 877 test 20 1125 33
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