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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES
A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX (#)

par Z.-X. WEN O et Z.-Y. WEN (2)

Communiqué par J.-E. PIN

Résumé. - Dans ce travail, on introduit une classe de suites engendrées par un produit de
matrices à coefficients polynomiaux, qui équivalent aux suites engendrées par une suite de substitu-
tions. Comme corollaires, on établit des équations de Mahler généralisées pour ces suites, et on
introduit une classe de suites automatiques.

Abstract. - In this paper, we introducé a class of séquences generated by a product of matrices
the coefficients of which are polynomials. We prove that the séquences of this classe are equivalent
to the séquences generated by substitutions. As corollaries, we establish generalized Mahler équations
and we prove that the set ofnatural numbers is a disjoint union of different Fibonacci séquences.

INTRODUCTION

Les suites automatiques et certaines généralisations ont été étudiées par de
nombreux auteurs, par exemple voir [1], [2], [3], [4]. Ce travail consiste à
établir, du point de vue des produits de matrices, une définition équivalente
des suites engendrées par une substitution, et à étudier leurs propriétés.

Dans le paragraphe 1, on étudie la structure algébrique de produits d'une
classe de matrices à coefficients polynomiaux, et ensuite, on introduit la
notion de suiter engendrées par ces produits de matrices. Le paragraphe 2
est consacré à établir des liens entre substitutions et produits de matrices. En
utilisant les résultats du paragraphe 2, nous établissons des équations de
Mahler généralisées pour les suites engendrées par produit de matrices qui
généralisent celles des suites automatiques; comme exemple, nous discutons
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3 2 0 Z,-XT WEN, Z.-Y. WEN

l'équation de Mahler de la suite de Fibonacci. Enfin, comme corollaire du
résultat principal, on introduit une classe de suites automatiques.

1. SUITES ENGENDRÉES PAR UN PRODUIT DE MATRICES A COEFFICIENTS
POLYNOMIAUX

1. Notations et préliminaires

Dans cet article, on adopte les notations suivantes :
Z [X] : l'anneau des polynômes à coefficients dans Z;
d : un entier positif ^ 2;
A : le sous-ensemble des polynômes de Z [X] à coefficients 0 ou 1 ;
Bà : le sous-ensemble de Z[X]d défini par P(X):**(px(X), . . ,,pd(X)yeBd,

si et seulement si \fi,pt(X)e/\ et ou bien P(X) — (0?. . .,0) — :0, ou bien

= sup deg^CJT)) est le degré du polynôme P(X).

Jtà : l'ensemble des matrices d'ordre d dont chaque colonne est dans Bd,

[M]tj : l'élément d'indice (/,ƒ) de la matrice M.

E={eu . . .,ed}9 avec ^ = (0, . . . , ! , . . .50) f.

^(p1 (X), . . .,pd(X)Y; pour tout i9p{(X) est une série formelle

d 1
à coefficients dans { 0,1} et p (X) - £ pt (X) - £ X" .̂

JOn munit ^d de l'opération binaire « © » de la façon suivante : Pour
P(X), Q(X)eBd, on définit

P(X)@Q(X) = P(X) + Q(X).Xd{P{X))+1 (1)

et on fait la convention rf(0)= — 1.
Il est facile de vérifier que (Bd,@) est un monoïde avec 0 = (0, . . .50)f

comme élément neutre. De plus si P(X) — (pl (X), . . ,,pd(X)yeBd, on a

- (2)

i = l
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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 321

D'autre part, on voit facilement que chaque élément P ^ O ) de Bd peut
être engendré par des éléments de E, c'est-à-dire

à (?) + 1 d (P) + 1

P= ® *r 2 "JX^1 (3)

où UJEE, En effet, on peut vérifier que, si XJ^X paraît dans/rf, alors «, — £;.
Soit 5; (ej) = ̂ p l^ij^d, en comparant (2) et (3), on obtient

(4)

2. Les endomorphismes de (J?d, ©) et leurs matrices représentatives

Supposons maintenant AeEnd(5d> 0 ) , par (2),

(5)

Par conséquent, l'endomorphisme h détermine une matrice M{h)&Jïd,

Pu- - -Pu
M(h)= | | =:(PU...,PJ (6)

Pdi • * - ^

Inversement, étant donnée une matrice M$Jtà, on définit une application
h :E-^Bd par (5) et (6) et puis, on prolonge h à Bd par h{@Uj)~®h(uj) où
UjSE. Donc, l'application M : End(Brf, ©)->*4frf est surjective, de plus, on
voit facilement qu'elle est injective* on a alors

LEMME 1 : L'application M : End(i?dî ©) -> ̂ d ) h^> M{h) est bijective.
Soit iV, M deux matrices de *#d avec

d (Net) + 1

Une matrice NM — (NMeu . > .,NMed) sera définie de la façon suivante :

d (Ne;) + 1

#**!= I ^JT^1+I^ 1^/^* (7)
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i-i

*„:= £ «/(A/eJ, l ^ / ^ J ^ ^ + l , et rf(MeOi): = 0. (8)
fc = O

Puis on définit une multiplication « ® » sur Mà par

On verra que (Jt^ ®) est un monoïde et que l'application M du lemme 1
est un isomorphisme.

Exemple 1 : Soient

/ x 0 0\ / l x x 2 \
M = | 0 1+x 1 1 , N=l x x2 1 1 .

\ l + x 2 0 x) \x2 1 x)

Alors

^ O , 521-2» ^ î ^ 3 » *

532 = 3/ 5 1 3 — U, ^23 ~ *9 ^33 = 2.

Donc,

f x 0 0 \ / 1 x2 x4

M®N=M.NM = \ 0 1+x 1 j I x3 x5 1
\ l+x 2 0 xj \x5 1 x2

x3 x5
yx

l x

= Ix3 + x* + x5
 1 + X 5 + JC6 l + x + x2

\l+x2-
Informatique théorique et Applications/Theoretical Infonnatics and Applications
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Remarque 1 ; On donne dans la suite un autre algorithme, plus simple, de
lcul de NM.
Soit M(X)9 N(X)eJ?d, donc

avec Mj (X), Nj (X) e Bd, 1 ̂ j S
Soit

i = l ï = l

Pour chaque monôme X\ on définit un vecteur

OÙ

, f #{/;l^^/,rem[7(Z)}, si X^m^X);
VlJ \ # {t\ l^t^l, X'em^iX)} - 1, sinon.

Avec cette notation, si XleMj(X), alors X1 peut s'écrire Xe, où c=ldvj et

Soient M, N deux matrices de .#d, alors

où N(XM) est obtenu en remplaçant chaque monôme X1 de TV,- (X) de AT par

Prenons MttN comme dans l'exemple 1, alors, des calculs directs donnent

j^l (0, 0, 0)' j^l (0, 0, 1)' j^l (0, 1, 1)'

j ^ i ( i , o, o)r Y 1 f1' °' 1 ) t X 1 (0' 0> 0) f

j^l (1, 1, 0)( j£\ (0, 0, 0)* j^l (0, 1, 0)'

D'autre part

vol. 26, n° 4, 1992
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Donc, on obtient la même NM que dans l'exemple 1.

De la même façon, on a

M{X)= [ 0 X 1 <°* °- °>'+ X1 (0> u °>' X1 <°' °'0)t ) ,
X 1 ( 0 > 2 ' 0)t

0 0

o

Remarque 2 : Les discussions ci-dessus peuvent être généralisées aux matri-
ces dont chaque colonne est dans Jià.

LEMME 2 : Soient h, geEnd(Bd, ©),

où Mh(g) : =M(g)M ( f t ) est défini comme dans (7).

Démonstration : Soit

et soit

eJi9

Donc par (1), (4), (5), (7) et (8)

= E
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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 325

D'autre part, d'après la définition de Mh (g), nous avons

d(g(et)) + l

Mh(g)et= E

à{g{e$y+l . d , à ,d{g ieà{g{e$y+l . d , à ,d{g ietf + l

- Z ( Z ^(ejdeAx^-^ X ( I

Donc,

à , à

^ Z ( Z ( Z WW+t-ApuW (11)
\ /

et le lemme 2 en découle en comparant (10) et (11).
Soient Ml5 M 2 e ^ d , par le lemme 1, il existe Als /î2eEnd(i?d) ®), tels que

M^Mih^) et M2 = M(h2), si Ton définit Mj ® M2 = M(h1)Mhl(h2), alors
d'après le lemme 2, Afx ® M2 = M(hxh2)eJ{d. Donc pour l'opération de la
multiplication « ® », ^ est un monoïde dont l'élément neutre est la matrice
unité /. Par les lemmes 1 et 2, on obtient la proposition suivante

PROPOSITION 1 : L'application M :End(i?d, ®)->(Jtd9 ®) est un isomor-
phisme de monoïdes.

j

COROLLAIRE 1 : Supposons hkeEnd(Bd, ©), l-^k^n, et posons H^ \\ K>
k = i

alors

M{Hn)=Y[MHk^(hk) (12)
k=l

où H0: = id, M0:=I.

En particulier, si h e End (Bd, ©), et h°: = id, alors

M(h»)=l\Mh*-i(h) (13)
J t = l

Maintenant, nous étudions le problème réciproque. Nous allons en effet
établir la proposition suivante :

PROPOSITION 2 ; Soient Mx une matrice de Jlà et M2 une matrice à coeffi-
cients dans A, telles que le produit M t M2 soit dans JÉd, alors il existe

vol. 26r n
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326 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

hu h2eEnd(Bd, ©), tels que

M(h1h2) = MtM2 et Mhl(h2) = M2.

Démonstration : D'après la proposition 1, il existe un couple unique
h, hx e End (Bd, 0 ) , tels que M(hl)^M1 et M(h) = M1 M2. Posons

n

Pdi - - - Pdd I \

( n • • • rl

On va chercher un endomorphisme h2 tel que M(h1h2) = M1M2 et

Comme Mx M2 G Md^

à D(i)+1

rki lu A 5

où D (i) : = rf(Mi M2 et). D'autre part,

d d * à \ d * à \ d / d ( I ) + l \

Z ''kt* Z ( E f t i «« = Z f Z A«?K)= Z ( Z ^"Mfti.
k = i k = i \ i = i / / = i \ k = i / i = i \ j=i /

où d(I): = d(M1 et). On en déduit que

Z yj-i= y / Y yj-i 1/7 (]A\

A L \ L A nu- y1^)
3=1 t=l\j=l /

En comparant les deux membres de l'égalité ci-dessus, on voit que 1 ne paraît
que dans un qtli, où l^tx^d. On obtient donc par (14) :

Pour la même raison que précédemment, il existe un entier t2, tel que Xditl)

soit dans qî2i.
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Continuant ce procédé, nous obtenons une suite finie tj9 telle que, pour

chaque7, Xs«u» (où s (d (/)): = ( £ d(tj\+j\ soit dans qJ+li.

Soit X (i) le nombre de monômes non nuls apparaissant dans Qt, on définit
un endomorphisme h2 comme suit :

MO
h2(eù=®etr (15)

Ensuite, par des calculs analogues à ceux du lemme 2 et par (15), on peut
voir que

M(ht h2) = M, M2 et M2 = Mhl (*2).

La proposition est alors établie.

3. Suites engendrées par des produits de matrices

PROPOSITION 3 : Soit (Mk)k>1 une suite de matrices à coefficients dans Z[X]
satisfaisant les conditions suivantes :

n

(HJ Vn^l, Nn:=\[MkeJtd,
k=X

(H2) V«^ 1, le terme constant 1 paraît dans
Alors, la limite de Nne1 existe quand n tend vers l'infini et on la note N1ùel.

Démonstration : Par la condition (HJ, Nn9 Nn+1eJtd, donc, par l'égalité

et par la condition (H2), les ̂ ([Nn+1]a) premiers termes du polynôme [Nn+l]n

constituent exactement le polynôme [Nn]n pour tout 1 ^i^d. (Autrement dit,
le vecteur de polynômes Nne1 est un « préfixe » du vecteur Nn+lel). Ceci
démontre la proposition.

Remarque 3 ; Si Ton suppose, pour tout k^. 1, que [Mk]n contient le terme
constant 1, alors

lim
n -*• oo

vol. 26, n° 4, 1992



328 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

existe, \<^i^d. E n particulier, si pour tout k^l et tout l ^ z g
contient 1, alors la limite

l im Nn = j
n -+ oo

existe.

Remarque 4 ; Sous les hypothèses de la proposition3, JV

Remarque 5 ; (a) Soit (hn)n^1 une suite de End(Bd,@) et quel que soit
neN,

où wneBd. Posons #„= f i ^ On vérifie sans peine que pour tout ne M, le

polynôme Hn(e1) est préfixe du polynôme Ha+l(ex). Donc, quand n tend
vers l'infini, la limite Hn(ex) existe et est dans âSd, On la note H^O-).

(b) En particulier, si hn = h pour tout neNet h{e1)^e1 ® w, we,ôd, alors

existe. De plus, étant donné u= © une$d, uneE, on définit

h(® un)= ® h(un),

alors, on peut prolonger h de 2?d dans $d de la façon précédente. Soit
u = hm(ex), on constate facilement que h(u)^u. Dans ce cas, on dit que u est
un point fixe de h.

(c) Soit hn<=Bnd(Bdi ®) et soit M(hn) la matrice représentative de hn. Alors
1 paraît dans [M(ha)]11ohn(e1)=

ie1wn9 wneBd, Avec les notations précé-
dentes, nous avons

/A \
&tù(eù= lim #„(£!) = lim Nne1= lim I ] | Mk(hk) )ex = NGie1,

Sous les hypothèses de la proposition 3,

(1, . , ,,̂ T) lim Nnex~{l> . . ,,d)Niùex

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 329

définit une série formelle à coefficients dans Tensemble {1, . . .,d), et ses
coefficients définissent une suite (an)n^ x composée de 1, . . ., d qu'on appellera
la suite engendrée par le produit des matrices ( M J ^ ^

(1) Si la suite (Mn)n^1 ne satisfait que les hypothèses (HJ et (H2), on dira
que la suite (a„)nè0 précédente est engendrée par un produit de matrices du
type L

(2) On fait l'hypothèse suivante :
(H3) M1eJÉd,> le terme constant 1 est dans [M1]ll.

Par la proposition 1, il existe heEnd(Bà, ©), tel que M(h) = Mi.
Définissons Mn : = Mhn -1 (h), n ̂  2, par le corollaire 1, nous avons

M(hn) = [ ] MkGjgd, donc l'hypothèse (HJ est satisfaite.
fc=i

D'autre part, on peut vérifier que, pour tout «^1 ,1 paraît dans [MJ^; il
en résulte que l'hypothèse (H2) est automatiquement satisfaite. Dans ce cas,
on dira que la suite (an)n^x est engendrée par un produit de matrices du
type IL

(3) Sous l'hypothèse (H3), on suppose de plus :

où q est un entier positif. Donc, pour tout 1-^i^d, d(h(ei)) = q—l. Par la
définition de sjt [voir (8)], on obtient facilement

sji^~j~ 1 =J<f l [ic^ M^M{h), N=M(hn x) dans (8)].

On en déduit

M„ (X) : = Mhn-x Qi) (X) = Mx (X""' ').

On dira alors que la suite (an)n>1 est engendrée par un produit de matrices
du type III.

2. LIENS ENTRE SUBSTITUTIONS ET PRODUITS DE MATRICES, LES RÉSULTATS
PRINCIPAUX

Soit E un ensemble fini qu'on appelle alphabet et les éléments de X* sont
appelés mots de longueur k (k^ 1). On convient que Z° = { 0 } est l'ensemble
dont le seul élément est le mot vide. On pose

£*= U 2*

vol. 26, n° 4, 1992



330 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

l'ensemble E* est muni de l'opération de concaténation. Si m1, . . .,mv sont
des mots, on pose

mi = m1

Remarquons que, sous cette opération, E* est un monoïde libre dont l'élément
neutre est 0 .

La longueur du mot u est notée | « |.

Plus généralement, on pourra considérer des concaténations infinies

Soit a une application E -> E*. On prolonge a en une application Ew

notée encore a, définie comme suit : Si x = (xn)eE^, alors

a s'appelle une substitution sur S. Si pour tout a e E, | a (a) | = k, a est appelée
une fc-substitution. On peut considérer aussi a comme un endomorphisme
deS*.

Un élément 5 e l w est dit point fixe de la substitution si a(s) = s.

On sait que, si o(a) = aw, weX*, alors

a*(a):= lim a" (a)

définit une suite qui est point fixe de a (voir par exemple [2]).

Soit E un ensemble fini et soit x:S->E. Si la suite sel,M est engendrée
par une substitution, on dit que la suite x(j) = (T(<sïl))IlàOeEN est elle aussi
engendrée par une substitution.

Enfin, si (aB)Bèl est une suite substitutive sur S satisfaisant <jn(à) = awn,
wneS*, alors Y\ (on)(a) définit une suite (tn)n>0, qu'on appelle la suite

engendrée par la suite de substitutions (<?„)„>i-

Soit £ = {l, . . . ,*/} un alphabet On définit l'application k:E^Bd, par
i -> ei9 et on la prolonge en une application de E* dans Bd, encore notée X,
de la façon suivante : pour tout u9 veS*,

i | u | (16)
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II est facile de vérifier que X est un isomorphisme (de monoïdes) entre
*,c)et(i?d ,©).

En particulier, si

d (P) à {P)

P=(Pu-..>Pé)=TJX
JUj=® up

j=0 j=0

où Uj = e( si X
J est dans pi9 on obtient

X-1(P) = aoa1...ad(P) (17)

où dj—i si uj = ei.

Soit 0 une substitution sur S, le diagramme commutatif suivant induit un
endomorphisme h6 de Bd.

Figure 1.

Remarque 6 ; 0(1) = 1 w, weS*«>Afl(ex) = e1@w, weBd.

Soit M(ho) = (Px, . . .,Pd) la matrice représentative de hB, alors

d'où

1 (18)

Par (17) et les discussions du paragraphe 1.3, on déduit que le second
membre de (18) n'est autre que la suite engendrée par la matrice M(hQ).

Soit (0„)„èl une suite de substitutions sur S satisfaisant l'hypothèse
suivante :
(H4) 0 n( l )= 1 wnJ w n e l * , « ^ 1, et soient h%n, les endomorphismes induits par
les 9n.

vol. 26, n° 4, 1992
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Posons &n : = Yl &k* a l ° r s ^®ff
= EI n*k>

 e s t l'endomorphisme induit par ©n

Par le corollaire 1,

On a donc de (18)

0 n( l ) = ^-1/f0n(e1) = ^1 iV„e1 .

Soient

0(1) := lim@„(I), H(ei)= lim HQn(ei), M{H)et= \xm

On sait que toutes les limites existent si l'hypothèse (H4) est satisfaite.
Soit t=(tn)n>0G2^, on prolonge A* en une application de S^ dans $d en

posant X (t) — © X (tn). On obtient donc finalement
ngO

@(I) = ^-17f(^1) = À,-1M(7ï)ei (19)

C'est-à-dire, si une suite (O«^o e s t engendrée par une suite de substitutions
(ö„)„>i satisfaisant l'hypothèse (H4), alors elle est aussi engendrée par produit
drune suite de matrices satisfaisant (HJ et (H2).

Inversement, si l'on donne une suite de matrices (Mn)n^0 possédant les
propriétés (HJ et (H2), alors, il existe une suite d'endomorphismes (/*„)»£o
satisfaisant l'hypothèse (H3), et par conséquent, une suite de substitutions
(Qn)n>x sur Z satisfaisant l'hypothèse (H4); à des notations près, on a une
formule analogue à (18). Ainsi, on a établit le théorème suivant :

THÉORÈME 1 : Soit E un ensemble fini non vide, soit t = (tn)n^oeEM^ les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La suite t est engendrée par une suite de substitutions;

(ii) t est engendrée par un produit de matrices du type I.
En utilisant la remarque 3 du paragraphe 1.3 on obtient aussi

THÉORÈME 1' : Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème!, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) t est engendrée par une substitution;
(ii) t est engendrée par un produit de matrices du type II.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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THÉORÈME 1" : Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 1, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) t est engendrée par une k-substitution;

(ii) / est engendrée par un produit de matrices du type III.

Exemple 2 : Soient G, a deux substitutions sur Z avec o{i) — au, . .a^o{i)^h

et soient h, g les endomorphismes sur (Bd, ©) induits par 6 et a avec M, N
leurs matrices représentatives. Alors la substitution 0a induit Pendomor-
phisme hg. Par la proposition 2, la matrice représentative de hg est M.NM.

Remarquons que J(Afei) = |9(i)j —1, d(Ne^=i\a(i)\~-l9 on peut réécrire
la formule (7) en

où on convient que aOi= 0 .

Il résulte que la formule (8) peut être mise sous la forme

I ĴfX'O-*'1», où s(ottM):=II°(a*)i. («0

De plus, si 8 = a, on aura

) Ô ( Ï ) 1 j-\

M^'e^ X ^jr<*<*•*•'», OÙ j ( e - t t f c , i ) )= l l e " - 1 ^ ) ! . (8")

En particulier, si j 9 (/) | = q, 1 ^ / ̂  d, alors

Exemple 3 : La suite de Thue-Morse.

2 = { 1 , 2 } , E - { 0 5 l } 5

9(1)= 12, B(2)«21,

La suite { T ( O } „ ^ I est appelée suite de Thue-Morse.
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Définissons

J1 / t dn JL , OU Qn = U3 SI X \*nJ ^ vj e t flM
 == 1, SI X \tfi) I •

/ 2 = Z ^n^""1 ' o ù bn = §,ûx{Q=\\ et Z?„=l, six(f„) = O.

D'autre part, on voit que h ( e j = ̂  © e2, /i (e2) = e2® eu

On a donc par (8"')

1 V2

Supposons que (On^i e s t ^a s u i t e de Thue-Morse sur {1, — 1}, et
I c ^ " - 1 . Alors=

=(l, -1) n M„ei = (l-X, fi

, -1) n Mme1 = {l-X)f(Xi).
n>2

On obtient l'équation fonctionnelle

f(X)={\-X)f{X2).

Example 4 : La suite de Rudin-Shapiro.

E={ 1,2,3,4}, E={0, l} , x(l) = x(2) = 0, T ( 3 ) = T

9(1)= 12, 9(2)= 13, 0 (3) = 42, 0(4) = 43.

Soit 6tù(l) = (?n)n^1, alors la suite (x(*„))*>i e s t la s u i t e ^e Rudin-Shapiro.
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On voit que dans ce cas, h(e1) = e1 ®e2, h(e2)~ei®e3, h(e3) = e^@e2,

Calculons par (8'"), nous obtenons que

1
0

,0

et ( 1 , 2 , 3 , 4 ) ^ = 5 ; tnX"~\

Supposons que (cn)n^l est la suite de Rudin-Shapiro sur {1,-1}, et
f(X)~ ]T cnX

n~x, alors on a l'équation fonctionnelle

= ( i , i , - i , - i ) n ^ „ ^ + ^ 0 , -1,1, - i ) n ^„^-/( jr 2

En remarquant que

'l

1
0

- X 2 0

Exemple 5 : la suite de Fibonacci.

6(1)= 12, 9(2)= 1,

vol. 26, n° 4, 1992



336 Z-X. WEN, Z-Y. WEN

Définissons

ft= £ ^Z 7 1" 1 , où a„=l, si tn—\\ et an = 0, sinon.

f2= YJ bnX
n'1^ où 6B=1, si *n=2; et ôn=0, sinon.

Maintenant, h(e1) = e1 ®e2, h(e2)
==e1, et

1 1
X 0

Remarquons que ^ " ( l ) ^ ^ , où Fn est Ie w-ième nombre de Fibonacci.
(C'est-à-dire, Fn + 2 = Fn +1 + Fn avec Fo = 1, Fx — 1.)

Nous obtenons donc par (8")

et

en remarquant que

et
/1 1\

(1,1) Jlf»(ïh-
Donc, si l'on adopte l'algorithme de la remarque 1, on obtient

1 1

, / 2 w ; V*1(1'0)'

et on obtient l'équation fonctionnelle suivante
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3. CONSÉQUENCES DES THÉORÈMES PRINCIPAUX

L Soient t— (On^o Ie point fixe de la substitution 9 satisfaisant (H4),
9e0(1) = 9(0 = * et \Q(t) = u= © un, unsBd. Soit h Tendomorphisme sur

(Bd, ©) induit par 0. Alors par la remarque 3 (c), hm ( e j — h (u) = u. On déduit
donc

fP (ej = Xd™ (1) = XQ (0 = u - h (u) = hti» (ej

Si Fon désigne par M{hw) et M (h) les matrices représentatives respective-
ment de h& et h [remarquons que sous l'hypothèse (H4) la première colonne
est bien définie, mais on note quand même par M (h03) par abus de langage,
parce qu'on n*a besoin que de MQi^e^ par des calculs analogues à ceux
du lemme 1, la matrice correspondant à hh& est M(h)Mh(h

<a); on établit alors

THÉORÈME 2 : Sous l'hypothèse (H4) on a l'équation de Mahler généralisée
suivante :

Mme1^M(h)Mh(h
v)e1 (20)

En particulier, soit 9 une q-substitution sur S et soit M1 = M(h). Par la
définition du produit de matrices du type III, on voit que

où

Donc si Von pose

alors

Mffle^MjfflMtlVi. (21)

Par le théorème 2 et la remarque 1, on a

COROLLAIRE 2 : MQ = (M (9))(1) désignant la matrice de la substitution 0 et

fl3f2, - --',fd désignant les fonctions génératrices des apparitions de 1,2, . . .,d

dans la suite substitutive, on a
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0tt/}(9*(X)), l^j^d, s'obtient en remplaçant dansfj(X) chaque X1 par XC{M\
avec c(M)=l(Mo)kvlj et où la j-ième colonne de M1(Q

l(X)) s'obtient en
remplaçant dans la j-ième colonne de Mx (X) chaque X1 par Xe (M), avec

Remarque 1 : On peut généraliser le corollaire 2 aux suites engendrées par
produit de matrices du type I.

Comme application, on va démontrer que l'ensemble des entiers Z peut
être décomposé en une union disjointe infinie de suites de Fibonacci diffé-
rentes (voir appendice).

2. (a) Notons A*(d) le semi-groupe composé des matrices d'ordre d dont
les coefficients sont 0 et 1 et dont chaque colonne a un et un seul 1 (c'est-à-
dire les matrices stochastiques par colonnes à coefficients 0 et 1).

Soient Ao, . . ,,Aq_1eA*(d), q*£l, alors Aj = (ejU . . .,ejd),

Remarquons d'abord que nous pouvons définir une ^-substitution sur
= { 1, . . ., d} de la façon suivante :

, (22)
j = o

D'autre part, étant donnée une ^-substitution

9(1) = * ^ , flj,el (23)
j = O

Alors, nous obtenons q matrices de A*(d) :

Nous établissons ainsi une bijection entre les ^-substitutions sur S et les
sous-ensembles de cardinal q de A* (d) avec c (M) = 1 (Me)

k (1) v'..

Remarque 8 :
(H5)

Remarque 9 : Posons M= ]T A y Alors M n'est autre que la matrice

substitutive de 9 qui joue un rôle très important dans l'étude de 9. Voir, par
exemple [3],
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(b) Posons ;

M0(X)= Z Ajtf, MH(X):= E AjX»", Nn(X)= ft Mk(X) (24)
j=0 j=0 fc=O

Nous avons évidemment :

Donc les matrices Mn sont de matrices du type III, et Nn est le produit
partiel de matrices du type III. Si 9 est la substitution définie par (22) et h
l'endomorphisme sur (Bd, ®) induit par 0, on vérifie facilement que Mo (X)
est la matrice représentative de h. Il résulte du théorème 1", que la suite
engendrée par le produit des Mn coïncide avec celle engendrée par 0. De plus

lim

existe et la suite des coefficients de (l, . . .,d)NtDe1 qu'on note (tn)n>0 est une
suite ^-substitutive.

D'autre part, si l'on développe Nn(X) en polynômes à coefficients matri-
ciels, on obtient

* . (* )= I Ck{n)Xk

fc = 0

où Ck (n) dépend de n.
Développons k en base q :

k=bo + b1q+ . . . +bnq\ Q^b^q-l.

En particulier, si l'on suppose qm^k^qm+1, m+ 1 ^w, alors

Ck(n) = DQ. . .DmAn
0-

m, DjeA*(d) (26)

Donc, si N ̂ w, on a

Sous l'hypothèse (H5), L e., [^oln^^ o n a ^o e i = eis donc pour tout
AeA*(d), et neN, AAQ(e1) = A(e1), il en résulte que

lim AAn
0(e1) = Ae1.

n -* oo
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Donc si qm~1^k^qm, notons par abus de langage Ck~D0. . .Dm.

Par le théorème 1", nous avons

Ck(ex) = ej o [Q]u-1 o Xke[NJn o tk = i (27)

Définissons t{Cfc) = X~1 ( Q ^ ) ) , nous avons alors par (27)

(X (Çk))ft à O ^ U/c)fc ̂  0

Nous énonçons donc le résultat suivant :

THÉORÈME 3 : Avec les notations précédentes^ soient Ao, . . ., Aq_ t q matrices
quelconques de A* (rf). // existe une application x : A*(d) —> S,

»e suite engendrée par une q-substitution*

3. Gardons les notations du paragraphe précédent. Soit

alors

qk+l=l+b0q + blq
2+...+bmqm + î, 0 ^ / ^ - 1 . (28)

Par (26), si n^rn,

Ck(n) = D«.,.DmA%-m.

On déduit donc par (28)

Remarquons que A0€1—€l9 nous avons

C^+nie^AiDo 0mAr^l{€1)^AîDe., ^Dm{e^A^ie^

i. e.

(29)

Supposons maintenant que la suite (/„)„>0
 e s t engendrée par une #-substitu-

tion ©, alors il existe q matrices A09 . . -,Aq_1 telles que (/„)„^0
 s°it engendrée

par le produit Mn défini par (24). Mous obtenons par (27) et (28) :

Inversement, soit (/„)n>0 une suite de composantes e { 1, . . . ,d] satisfaisant
(30) avec t0— 1, où Au O^l^q— l, q matrices de A*{d). Alors par le procédé
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précédent, il existe une suite (sn)n à 0 avec s0 — 1 qui satisfait X (sqk+l)="Al (k (sk))
et qui est engendrée par une ^-substitution.

Donc, {tk\ ^ 0 coïncide avec (sk)k ^ 0 et bien entendu, c'est une suite
^-substitutive.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 4 : Soit t — (tn)n> 0 e £^, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) / est engendrée par une q-substitution;

(ii) t est engendrée par q formules récurrentes.

Nous remercions J. Peyrière et M. Queffélec pour les discussions et aides.
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APPENDICE

Soient 6(1)= 12, 9(2)= 1 et ö"(l) = (O,.aö le point fixe de 9.

Soit/x (X)= Y, anX
n= YJ XWn, la fonction génératrice de la fonction indi-

catrice de an, où an= 1 si tn= 1 et an = 0 si fB-2, et soit

Dans l'exemple 5, on a établi Péquation fonctionnelle pour la suite de
Fibonacci.

Définissons

{j)- # {f£= 1; O ^ z g j - 1} et M0) = 0 par convention,
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1. Par récurrence, on peut démontrer que

Donc, par la définition de ft (0" (X)) et le corollaire 2, on a

f (9 (X)) = Y X1M& {n'x (n))t = Y x 1 ( n + x (n)i n)t

2. Définissons une famille de suites ux de la façon suivante

U0= \^n}n^0= \UO jn^O'

Alors

On convient que

D'autre part, pour neN,ona

donc la suite {«irt)}^o e s t u n e s u i t e de Fibonacci dont les deux premiers
termes sont w(

o
rt) = X(n) et i/p — n.

Soit

/ i (#(*))= E JH10,

analogue au précédent, on peut démontrer que {vjn)}^0 est aussi une suite
de Fibonacci. [On peut le voir aussi par l'équation (*).]
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Maintenant, d'après les définitions de w|n) et v\n) et (*), on a successivement

={w(
1

n)}„èo={v(r)koU{«(
2»

)}nèo

= {v(
1"

)}n,oU{v?>}nâOU{«?)}nèo=-.-
=( u {v!n )}^o)u{4t1}^o=u{v<'"}^o

Remarquons que {v[w)}„^0 sont disjointes deux à deux, donc les suites
{v/n)}i^o s o n t disjointes aussi deux à deux, on obtient
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