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SUR LES SEMI-GROUPES VERIFIANT
LE THEOREME DE KLEENE (*)

par Christophe REUTENAUER (')

Communiqué par R. Cori

Résumé. — Nous considérons la classe des semi-groupes dans lesquels les sous-ensembles ration-
nels coincident avec les sous-ensembles reconnaissables. Nous -montions que cette classe de semi-
groupes est fermée pour le produit libre des semi-groupes.

Abstract. — We consider the class of semigroups in which the rational subsets coincide with the
recognizable subsets. We show that this class is closed for the free product of semigroups.

1. INTRODUCTION

Dans un semi-groupe libre 4 un nombre fini de générateurs, une partie est
reconnaissable si et seulement si elle est rationnelle. Ceci est un théoréme di
a Kleene, dont on pourra trouver une démonstration dans [1] (th. VII.5.1)
ou [2] (th. 6.3.2).

Rappelons que les parties rationnelles d’'un semi-groupe S sont définies
récursivement par :

* Toute partie finie de S est rationnelle.
* Si A, B sont des parties rationnelles de S, alors leur produit

AB = {ablae A, be B}

est une partie rationnelle de S.
* Si A est une partie rationnelle de S, alors le sous-semi-groupe de S engendré
par 4, ie.
At =y 4"
n=1

est une partie rationnelle de S.

(*) Regu en février 1984, révisé en aofit 1984.
(*) Université Pierre et Marie Curie, L.1.T.P., 4 place Jussieu, 75005 Paris.
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282 C. REUTENAUER

De méme, une partie 4 de S est dite reconnaissable il existe un semi-groupe
fini T et un homomorphisme de semi-groupes ¢ :S — T tels que
4 = o7 d(A).

De maniére équivalente, 4 est reconnaissable §’il existe une congruence
d’index fini du semi-groupe S pour laquelle 4 soit saturé.

Nous dirons qu'un semi-groupe S vérifie le théoréme de Kleene si les parties
rationnelles de S coincident avec les parties reconnaissables de S.

Soient S et T deux semi-groupes. Nous notons S * T le semi-groupe qui
est produit libre de S par T. Rappelons que S * T s’identifie 4 I'ensemble
des suites finies

(xp, X300 X,) (P 21) 0y)
d’éléments de S U T pris alternativement dans S et T, i.e.

x, €S =>x,,,eT

x;eT=x,,€8.
Le produit de deux telles suites

(Xg5 - x,) et (yy, - 9)
dans S * T est

(xp sy -xp, yl’ HAE] yq)

si x, et y, ne sont pas tous deux dans S ou tous deux dans T, et

(xl, nery xp—p xp yl, y2: rees yq)

si x, et y, sont tous deux dans S (resp. T), auquel cas le produit x, y, est pris
dans S (resp. 7).

On notera simplement x, x, ... x, pour la suite (1) : en effet, S et T s’identi-
fient naturellement a des sous-semi-groupes de S * 7.

Nous démontrerons le :

THEOREME : Si S et T sont deux semi-groupes vérifiant le théoréme de Kleene,
alors il en est de méme pour leur produit libre S * T.

Ce théoréme est une généralisation du théoréme de Kleene, dans la mesure
ou 'on admet ce dernier pour le semi-groupe libre 4 un générateur; en effet,
tout semi-groupe libre de type fini est isomorphe au produit d'un nombre fini
de copies de ce semi-groupe.

Il n’y a pas d’équivalent de ce théoréme dans la catégorie des monoides.
En effet, on montre aisément que si un semi-groupe vérifie le théoréme de
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SEMI-GROUPES VERIFIANT LE THEOREME DE KLEENE 283

Kleene, alors tous ses sous-groupes sont finis. Or, tout groupe fini vérifie le
théoréme de Kleene et, s'il n’est pas trivial, son produit libre par lui-méme,
dans la catégorie des monoides, est un groupe infini : celui-ci ne vérifie pas le
théoréme de Kleene (dans la catégorie des semi-groupes, son produit libre par
lui-méme est un semi-groupe infini qui n’est pas un groupe).

Par ailleurs, Sakarovitch {4, 5] définit la classe des monoides rationnels,
observe que ceux-ci vérifient le théoréme de Kleene, mais que cette classe n’est
pas fermée pour le produit libre des monoides. On pourrait définir, de maniére
analogue, la classe des semi-groupes rationnels : celle-ci serait alors fermée
pour le produit libre des semi-groupes; la preuve est proche de celle du théo-
réme (voir aussi théoréme 6.3 de [5]).

2. DEMONSTRATION DU THEOREME

Soient S et T deux semi-groupes vérifiant le théoréme de Kleene. Comme S
est une partie reconnaissable de lui-méme, puisque saturé par la congruence
. grossiére, c’est aussi une partie rationnelle de lui-méme. Or, dans tout semi-
groupe, chaque partie rationnelle est contenue dans un sous-semi-groupe de
type fini (i.e. admettant un systéme générateur fini). Il suit de 14 que S est un
semi-groupe de type fini. Il en est de méme pour T. Mais alors, S * T est aussi
de type fini et, comme dans tout semi-groupe de type fini, toute partie recon-
naissable est rationnelle (théoréme de McKnight voir [1] théoréme VII.5.4).
Il reste a montrer que toute partie rationnelle de S * T est aussi reconnaissable.
Pour cela, nous utiliserons plusieurs lemmes dont nous donnons le premier
sans démonstration.

LeEMME 1 : (i) L’ensemble des parties reconnaissables d’un semi-groupe est une
algébre de Boole.

(i) Soient S,, ..., S, n semi-groupes et S = S, x - x S, leur produit direct.
Une partie A de S est dite de type fini si elle est réunion finie de parties de la forme
A, x - x A, ou chaque A, est reconnaissable dans S, L’ensemble des parties
de type fini de S est une algébre de Boole.

Nous utilisons aussi le résultat suivant, qui présente un intérét en soi.
PROPOSITION : Soit A une partie d’un semi-groupe de type fini P, n un entier > 1
et A, la partie de P" définie par
A, ={(p,.sp)| PP, €A}
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est reconnaissable dans P.
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284 C. REUTENAUER

(ii) A, est réunion finie d’ensembles de la forme B, x -+ x B,, ou chaque B,
est une partie reconnaissable de P.

(iii) A, est une réunion finie d’ensembles de la forme B, x -+ x B,, ou chaque
B, est contenu dans P.

La preuve de cette proposition sera faite dans la troisiéme partie.

Remarque : Pour n = 2 la proposition est due 4 Ginsburg et Rose [2] (lemme
p- 385), qui en donnent une formulation légérement différente, dans le cas ou P
est un monoide libre de type fini (voir aussi [1] proposition III.12.3 et [6]).
En fait, cette caractérisation de la reconnaissabilité s’apparente aux caractéri-
sations des fonctions représentatives dans les algébres de Hopf, voir [7].

Par ailleurs, les implications (i) = (ii) et (it) = (iii) sont valables sans I'hypo-
thése « S de type fini », de méme que (iii) = (i) si » = 2. Par contre, 'implica-
tion (iii) = (i) n’est plus vraie si » > 3, comme le montre I'exemple du semi-
groupe libre P sur x,, ..., X, ... avec A = { x? | ie N }, qui n’est pas reconnais-
sable. Cependant, si P est un monoide, toutes ces conditions sont équivalentes
sans I'hypothése mentionnée (cf. la preuve).

Nous utilisons aussi les deux lemmes suivants, plutot classiques. Si A4 est
un ensemble fini (un alphabet), nous notons 4* le semi-groupe libre qu’il
engendre; un élément de A ¥ est un mot, un élément de A4 est une lettre.

LEMME 2 : Soit P un semi-groupe, A un alphabet et p: A* — P un homo-
morphisme surjectif. Soit R une partie rationnelle de A™* telle que R = p~! p(R)
(i.e. R est saturé pour p). Alors p(R) est une partie reconnaissable de P.

Preuve . Le monoide syntaxique H de R est fini, d’aprés le théoréme de
Kleene, et 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes surjectifs
de semi-groupes

)

avec R = ! n(R), voir [1], chap. 1. Par suite

p(R) = pn~' n(R).
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Or m = 0p, donc p(R) = pp 107 (R) = 07! n(R), p étant surjectif.
Comme 0 est surjectif, on a

p(R) = 0671067 n(R) = 67" Bp(R)

et p(R) est reconnaissable dans P. [J

LEMME 3 : Soit P un semi-groupe, A un alphabet et p : A* — P un homomor-
phisme surjectif. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Toute partie rationnelle de P est reconnaissable.
(i) Pour toute partie rationnelle R de A*, le sous-ensemble p~' p(R) de
A* (son saturé pour p) est rationnel dans A ™.

Preuve : Remarquons tout d’abord que la propriété d’étre rationnel est
préservée par homomorphisme de semi-groupes, cependant que celle d’étre
reconnaissable est préservée par homomorphisme inverse.

(i) = (ii) Si R = 4™ est rationnel, alors p(R) est rationnel dans P (d’aprés
la remarque), donc reconnaissable (par hypothése) et p~! p(R) est reconnais-
sable dans 4 * (d’aprés la remarque), donc rationnel (théoréme de Kleene).

(ii) = (i) Soit Q une partie rationnelle de P. Il existe alors une partie ration-
nelle R de 4™ telle que Q = p(R), p étant surjectif. Alors R’ = p~! p(R)
est rationnel dans 4% (hypothése). Mais R’ est saturé pour p, donc d’aprés
le lemme 2, p(R’) est reconnaissable dans P. Comme Q = p(R) = p(R’),
Q est reconnaissable dans P. [J

Nous terminons la démonstration du théoréme. Soient donc S et T deux
semi-groupes vérifiant le théoréme de Kleene. Comme ils sont de type fini,
il existe des alphabets disjoints X, Y et des homomorphismes surjectifs de
semi-groupes ¢: Xt > S et y: Yt 5> T. Soit Z=XuUY. Alors Z*
s'identifie au produit libre X * = Y* et par suite, il existe un unique homo-
morphisme

a:Zt 5 S*xT

()_{cb(w) si weX*
X = yw) si weY* '

11 est important pour nous d’examiner a quelle condition 'on a a(u) = a(v).
Supposons par exemple que # commence parun x € X. Alorsu = u, u, u; ...
avecu, e X", u,e Y, u; e X etc... Si a(u) = av), alors par définition du
produit libre dans la catégorie des semi-groupes comme rappelée au premier
paragraphe, on a v = v, 0, U;... avec v, €EX ", v,e Yt v;e X etc.., et

duy) = dvy), W) = Y(vy), d(uy) = d(vy) ete...
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Nous dirons qu'un sous-ensemble L de Z* est saturé (pour o) si
uelL, ofu) =ofv)=>vel.

Le plus petit sous-ensemble saturé de Z* contenant une partie L de Z* sera
noté s(L) et appelé le saturé de L. On notera que si L = X ™ (resp. Y ), alors
L est saturé (pour o) si et seulement §’il 'est pour ¢ (resp. ), comme il découle
de Tobservation ci-dessus.

Pour démontrer le théoréme il suffit, d’aprés le lemme 3, de montrer que
pour toute partie rationnelle R de Z*, son saturé est encore rationnel. Pour
cela, il suffit de montrer que I'ensemble des parties de Z* dont le saturé est
rationnel contient { z }, pour chaque lettre z dans Z, et est clos pour les opéra-
tions rationnelles (union, produit, opération —+).

SiR = {z}, avecze X, alors le saturé de R est égal au saturé de R pour ¢
(d’aprés 'observation ci-dessus), donc il est rationnel, d’aprés '’hypothése sur S
et le lemme 3. Il en est de méme si ze Y. Si R, et R, sont deux parties de Z*
telles que s(R,) et s(R,) soient rationnels, alors le saturé de R, U R, est
S(R;) v s(R,), qui est rationnel. Pour le produit et I'opération +, il nous faut
quelques remarques préliminaires.

Nous dirons que le produit 4B des parties 4 et B de Z* est séparé si tout
mot de 4 finit par une lettre dans X (resp. Y) et tout mot de B commence par
une lettre dans Y (resp. X). Autrement dit, soit 4 =« Z* X et B < YZ*,
soitA — Z* Y et B <« XZ* (ou Z* désigne le monoide libre engendré par Z,
i.e. I'union de Z* et du mot vide).

Un produit 4,..4, (n>1) sera dit séparé si chacun des 4 4,
(1 <i<n—1)Trest. On notera que si 4 = A4, ... 4, est un produit séparé
et si chacun des A, est saturé, alors A est saturé (¢f. 'observation mentionnée).

Nous dirons quune partie 4 de Z* est sous forme normale si elle est réu-
nion finie de produits séparés

A,..4, n=123 (¥))

ou les 4; sont des parties rationnelles saturéesde Z* etoud, c U*, 4, c V*
avec U,V = XouY. '

LEMME 4 : Si R est une partie rationnelle saturée de Z*, alors R admet une
forme normale.

La preuve de ce lemme est rejetée en troisiéme partie.

Soient maintenant R, R, deux parties rationnelles de Z* dont les saturés
s(R,) et s(R,) sont rationnels. Nous voulons montrer que le saturé de R, R,
est rationnel. Or celui-ci est identique au saturé de s(R,) s(R,), donc nous

R.ALR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics
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pouvons supposer que R,, R, sont des rationnels saturés : ils admettent donc
une forme normale (lemme 3). Nous sommes donc ramenés au cas ou R, R,
sont de la forme

R, =4,..4,, R,=B,..B

n P

ou les 4, et les B; sont des rationnels saturés et ou les produits sont séparés.
Sid, = X*etB;, = Y™ (ou vice-versa), alors

R, R,=A4,..4,B,..B,

est un produit séparé de rationnels saturés, donc R, R, est saturé et 'assertion
s’en déduit. Sinon, ona 4,, B, « U™ (avec U = X ou Y), et alors le saturé
de R, R, est

A,..A,_, CB,. . B

4

ou C est le saturé de 4, B,. Comme X et Y vérifient le théoreme de Kleene,
C est rationnel d’apreés le lemme 3. Par suite, le saturé de R, R, est rationnel.

Enfin, soit R un rationnel dont le saturé est rationnel. Il s’agit de montrer
que s(R™) est rationnel. Comme s(R*) = s(s(R)*), nous pouvons supposer
que R est saturé, donc admet une forme normale (lemme 4), i.e. R est réunion
d’ensembles

A=A4,.. 4, n=1273) 3)
ou les 4; sont des rationnels saturés, ou le produit est séparé, etou 4, =« U*,
A, cV* avec U,V = X ou Y.

Avant d’entamer la démonstration proprement dite, illustrons-la par un
exemple. Supposons que R=Au BCD, ou 4,B,Dc X™*, Cc Ry,
(Ry x désigne I'ensemble des mots dans Z ™ qui ne commencent ni ne finissent
par une lettre dans X) et ou 4, B, C, D sont rationnels: R est donc sous forme
normale. Alors

R* = A" UA* BCDA* U A* BCDA* BCDA* ...
=A% U A* BC(DA* BC)* DA*.
Soit R’ défini par
R" = s(A%) U s(A* B) C(s(DA* B) C)* s(DA¥*).

Comme S vérifie le théoréme de Kleene, et d’aprés le lemme 3, les parties sui-
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288 C. REUTENAUER
vantes de X *

s(A*), s(A* B), S(DA* B), s(DA*)

sont rationnelles. Donc R’ est rationnel. Par ailleurs, R’ est saturé, comme
réunion (infinie) de produits séparés ou chaque facteur est saturé. De plus,
il est clair que R = R’ = s(R™*). On a donc en fait R’ = s(R™") et il s’ensuit
que s(R*) est rationnel

Revenons au cas général : le passage de R™ 4 s(R ™) sera fait par une trans-
duction rationnelle, laquelle conserve la rationalité. Pour simplifier la preuve,
nous supposerons que, dans (3), sin = 1, alors 4 = 4, = A" = s(4,), en
substituant & 4, le saturé de A/, utilisant le fait que S et T vérifient le théoréme
de Kleene, le lemme 3 et le fait que le saturé d’un sous-semi-groupe est un sous-
semi-groupe.

Nous introduisons un nouvel alphabet W, formé, pour chaque A4 de la
forme (3) intervenant dans la décomposition de R, des lettres 4, i = 1,...,n
Dans W, nous considérons la partie rationnelle

+
= (U A, .. An)
A

ou la réunion porte sur tous les 4 de la forme (3) intervenant dans la décompo-
sition de R. Soit maintenant W, 'alphabet

W, =WuWw>uw?.

Nous définissons deux substitutions rationnelles p: W] —» W* et
v: W] — Z*, de la maniére suivante. Soit we W,. Nous distinguons trois
cas :

(i) w= Be W :alors uw = Betvw = B.

(i) w = (B, C) e W? : alors yw = BC; et si B, C sont tous deux dans X +
ou tous deux dans Y*, alors vw = s(BC), sinon vw = BC.

(iii) w = (B, C, D)e W3 : alors pw = BCD; et si B, C, D sont tous trois
dans X * ou tous trois dans Y*, alors vw = s(BCD), sinon vw = BCD.

Comme S et T vérifient le théoréme de Kleene, chaque vw est rationnel
d’aprés le lemme 3. Par suite, pu et v sont des substitutions rationnelles, donc
des transductions rationnelles, ¢f. [1] chap. IX proposition 1.3. Par suite la
composée vu~ ! est aussi une transduction rationnelle, ibid. proposition 1.1
et théoréme 4.1. Enfin K = vu~!(L) est une partie rationnelle de Z*, ibid.
théoréme 3.1. Par construction de p et v, il est & peu prés clair que

R* «c K < s(RY).
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SEMI-GROUPES VERIFIANT LE THEOREME DE KLEENE 289

Par ailleurs, comme (3) est une forme normale, on vérifie que K est saturé,
comme réunion (infinie) de produits séparés a facteurs saturés : la vérification,
fastidieuse, est laissée au lecteur. On a donc en fait K = s(R™), ce qui prouve
que ce dernier est rationnel, ce qu’il fallait démontrer.

3. PREUVES DE LA PROPOSITION ET DU LEMME 4

Preuve de la proposition : (i) = (ii) On a 4 = ¢~ *(Q), ou ¢ est un homo-
morphisme du semi-groupe P dans le semi-groupe fini T et ou Q est une partie
de T. On vérifie aisément qu’alors

4, = 097N X X $7HE)
ou la réunion porte sur tous les ¢,, ..., #, dans T tels que ¢, ... £, est dans Q.
Comme T est fini, la réunion ci-dessus est finie et (ii) est ainsi prouvé.

(ii) = (iii) C’est clair.

(i) = (i) Soit pe Petp ' 4 = {ge P|pqe A}. 1l suffit de montrer que
les p~! A(p € P) sont en nombre fini, d’aprés le critére de Nerode, voir [1]
proposition I1.12. 1.

Comme P est de type fini, il n’y a qu'un nombre fini de p € P qui ne s’écrivent

pas comme produit de n — 1 éléments de P; les p~! A correspondants sont
donc en nombre fini. Maissi p = p, ... p,_,, alors

gep 'A< pgedA<p, ..p,_,qeA
<> (P Puop QD EA,.
Or, par hypothése, 4, = U B; x -+ x B, ou la réunion est finie. D’ou
ptA4=0UB,

ou la réunion porte sur tous les B, ..., B, tels que p, € B, ...,p,_, € B,_,.
On en déduit que les p~ ! 4 sont en nombre fini.

Preuve du lemme 4 : Soient R, y I'ensemble des mots de Z * dont la premiére
lettre n’est pas dans X, ni la derniére dans Y. De maniére analogue, soient
Ry x> Ry x> Ry y.

Alors Z* est réunion disjointe des huit parties rationnelles saturées :

ZT=X"uYTUX Y TUYTXTUXTR XL
UX Ry y YT UY* R, X" UY* Ry, Y*.
11 suffit donc de montrer que I'intersection de R avec chacune de ces huit parties
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290 C. REUTENAUER

admet une forme normale. Ceci est clair pour X * et Y. Nous le démontrons
pour X* Ry, X * (les autres cas sont analogues).

D’aprés le lemme 2, 'ensemble 4 = a(R) est une partie reconnaissable
de P=Sx*T. Soit alors

A3 = {(pl,pz,p3)€P3 |p1p2p3€A}'

D’apreés la proposition, C’est une partie de type fini de P* (avec la terminologie
du lemme 1 (ii)). Soit P’ = P — (S u SP v PS). Autrement dit, P’ = U Ry )
Comme R, , est rationnel saturé, P’ est reconnaissable dans P d’aprés le
lemme 2, donc S x P’ x § est de type fini dans P3. Par suite

A"'=A4;nS x P’ x §
est de type fini dans P* (lemme 1 (ii)), donc c’est une réunion finie

A'=uUB, x B, x By
ou chacun des B; est une partie reconnaissable de P, avec de plus B, B; < §,
B, c P’ puisque A"’ =S x P' xS.Or AnSP'S =qg(4’)ou q: P> > P
est défini par q(p,, p,, P3) = P, P, P5- Par suite

AnSP'S=uB,B,B,
Comme a '(SP'S) = X" Ry, X" et a™*(4) =R, on a
RAX*Ryy X" =va '(B)a '(B)a '(By).

On a utilisé ici le fait que se S, pe P’ et s' € S impliquent

a”ips) = a”H(s) a” (p) aT (),

d’aprés la définition du produit libre. Par ailleurs, o™ *(B,), " (B;) = X * et
a"Y(B,) = a”'(P) = Ry x. Donc RN X" Ry x X* admet une forme nor-
male.

REMERCIEMENTS

Dans une premiére version du lemme 1 que je donnais sans démonstration,
je disais qu'une partie reconnaissable 4 de S est toujours de type fini (termino-
logie du lemme 1). J.-E. Pin m’a mis en garde contre cet énoncé, sachant par
expérience que de nombreux énoncés valables pour les monoides (et faciles a
démontrer) ne s’étendent pas aux semi-groupes, comme on pourrait s’y atten-
dre. C'était en effet le cas de cette version (valable pour les monoides : théoréme
de Mezei [1] proposition II1.12.2) comme le montre le contre-exemple sui-
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vant : prenonsn = 2 et S; = S, = le semi-groupe libre & un générateur, iden-
tifié a 'ensemble des entiers strictement positifs. Soit S, = 4 U B une parti-
tion quelconque. Définissons une relation d’équivalence R sur S; x S, par :
(1, x) R(1, y) siet seulement si x et y sont tous deux dans 4 ou tous deux dans
B; de plus (n, x) R(p, y) pour tous entiers positifs dés que #, p > 2. On vérifie
alors que R est une congruence de S, x S, dont une des classes est 1 x 4.
Comme A est quelconque, on peut le choisir non reconnaissable dans S,.
Ceci pose évidemment quelques problémes, comme celui de la détermination
des parties reconnaissables du carré cartésien du semi-groupe libre a un
générateur. '

J. Sakarovitch a récemment généralisé le théoréme du présent article,
le reliant notamment aux propriétés de fermeture des rationnels d’un groupe
libre et des reconnaissables d’un monoide partiellement commutatif libre
(On regular trace languages, en préparation).
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