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LANGAGES PERSISTANTS (*)

par H. ALAaiwaN ()

Communiqué par A. ARNOLD

Résumé. — Cet article traite de la notion de persistance (commutative) dans la théorie des
langages. Cette notion est souvent rencontrée dans les systémes a calcul paralléle non déterministe.

Une définition formelle de la persistance (commutative) est présentée, ce qui donne lieu d une
famille de langages. Sa stabilité par les opérateurs usuels est alors étudiée. Enfin, une procédure
est proposée pour tester la persistance d’un langage dans le cas rationnel.

Abstract. — This paper considers the notion of (commutative) persistency in language theory.
This notion is often encountered in nondeterministic parallel computation systems.

A formal definition of (commutative) persistency is given, that gives rise to a family of languages.
The author then examines its stability under the usual operators and finally puts forward a
procedure for testing the persistency of a language in the rational case.

INTRODUCTION

Soit & considérer le cas de deux usagers u, et u, ayant accés a une
bibliothéque de données, contrélée par un moniteur. Supposons que les
usagers envoient simultanément une requéte d’écriture ou de lecture. En
Pabsence de moniteur, cette situation de concurrence peut entrainer un malfon-
ctionnement. Si u, accéde aux données en premier, u, est alors mis en attente.
Durant cette attente, il se peut qu’un troisiéme usager u; demande a son tour
P'acceés aux données. Ainsi u, et u; se retrouvent dans une situation de
concurrence analogue a la précédente. Un moniteur équitable doit pouvoir
donner Paccés a u, aussitot que u, termine sa tiche, mais si la priorité de u,
est plus forte, u, est mis en attente une fois de plus. Cette propriété d’« attente
jusqu’a satisfaction » est connue sous le nom de « persistance ». Quant a
I’évolution ultérieure de ’ensemble, elle peut dépendre de I'ordre de passage

(* Regu en février 1983, révisé en septembre 1983.
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260 H. ALAIWAN

des usagers. Si ce n’est pas le cas, on dit alors que la persistance est
« commutative ».

La notion de persistance a été étudiée dans le cadre des systémes a calcul
paralléle non déterministe [3, 5, 7, 8], tels que les schémas de programmes
paralléles et les réseaux de Petri. Devant la difficulté des problémes soulevés
par cet indéterminisme, 'hypothése de persistance a permis de restreindre ce
dernier, puis de répondre a des questions sans solution dans le cas général.
R. M. Karp et R. E. Miller [3] ont démontré qu'un schéma de programmes
paralléles, persistant, commutatif et sans perte, est déterministe. Quant aux
réseaux de Petri, la commutativité est assurée par la commutativité de ’addi-
tion. R. M. Keller [4] a montré que la vivacité d’un réseau de Petri persistant
est décidable. La question de savoir si un réseau de Petri est 4 son tour
persistant était restée ouverte jusqu’a ce que E. Mayr [6] en démontre la
décidabilité. Enfin, les travaux de H. Yamasaki [9] vinrent agrandir nos
connaissances dans ce domaine.

La motivation pratique de ce papier provient du besoin de mieux étudier
la persistance indépendamment du modéle choisi. Notre objectif est donc de
regrouper et d’unifier les résultats connus sur cette propriété, plus que d’es-
sayer d’ajouter de nouveaux théorémes. Comme les processus sont représentés
par des langages, il est normal donc de choisir la théorie des langages comme
approche. Ainsi, formellement, un langage L sur un alphabet A est dit
persistant si et seulement si :

(1) il est fermé par facteur gauche, c’est-a-dire si xe L et y<x alors yeL;

(2) pour tout élément f de L [ou de FG(L)], et pour tout a, be A (a#b)
on a I'implication :

f.a, f.beL = f.a.b,f.b.acL.

De plus, L est dit commutatif si et seulement si pour tout he A* on a
I’équivalence :

f.a.b.h.eL < f.b.a.h.eL.

La condition (1) nous semble raisonnable puisque les comportements des
processus réels présentent cette propriete.

Avec cette approche, on retrouve évidemment les résultats classiques sur
la persistance, et on est conduit naturellement & étudier le comportement des
langages persistants vis-a-vis des opérations usuelles de la théorie des langages.
Quoique les réponses a certaines questions soient aisées, il existe néanmoins
des problémes sans réponses, comme la construction d’un langage persistant
contenant un ensemble donné de langages...
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LANGAGES PERSISTANTS 261

La section 1 de ce papier est un bref rappel des définitions de base de la
théorie des langages. On introduit dans la section 2, la définition d’un langage
persistant. Aprés quelques résultats techniques, on propose une méthode pour
vérifier que le langage d’un systéme de transition est persistant. Dans la
section 3, on rappelle la notion de congruence a droite, afin de mieux définir
dans la suite, la persistance commutative. On donne dans la suite, une
condition nécessaire avec quelques propriétés se rattachant a cette condition.
Dans une deuxiéme partie on expose une suite de résultats liés aux opérations
classiques, puis on propose de nouveau une méthode pour vérifier la persis-
tance commutative d’'un langage associ€é a un systéme de transition. Enfin,
on rappelle dans la section 4, la définition de la persistance faible ainsi que
les principaux résultats concernant cette notion.

1 DEFINITIONS

Dans ce paragraphe nous rappelons les concepts de base concernant la
théorie des langages ainsi que la définition d’un systéme de transition.

1.1. Langage

Soit A un ensemble fini de symboles appelé alphabet; on note A* le monoide
libre engendré par A.

Les éléments de A sont dits des lettres, de A* des mots.

On note pour tout feA*, | f| la longueur de f. Le seul mot de longueur
nulle est le mot vide, noté A.

La relation < est définie sur A* x A* par :

f=<g si et seulement si Ihe 4* tel que f.h=g.

On dit alors que f est facteur gauche de g.

Un langage sur un alphabet fini A4, est un sous-ensemble de A*. Pour un
langage L, on note FG(L) I'’ensemble des facteurs gauches des éléments de
L:

FG(L)={heA*/[3geA* et h.geL}.

On dit que L est fermé par facteur gauche quand il vérifie L=FG (L).
On note, pour un mot f, Ops(f) 'ensemble des lettres de A «occurant »
au moins une fois dans f:

Ops(f)={acA/feA*.a. A*}.

vol. 18, n° 3, 1984



262 H. ALAIWAN

Pour un langage L, on pose :

Ops(L)= U Ops(f).

f el

1.2. Systéme de transition

La définition qu’on va introduire, n’est autre que celle d’un automate
classique [2]. En réalité, les systémes de transition comportent outre les

données relatives & un automate, un ensemble de configurations qui représente
des comportements infinis [1].

Un systéme de transition & se compose :

— d’un ensemble C de configurations qui pourra étre fini ou infini;
— d’un sous-ensemble D de C de configurations dites initiales;

— d’un sous-ensemble C, de C de configurations dites finales;

— d’un ensemble fini d’actions réelles A;

— d’un ensemble de transitions T, sous-ensemble de C x A x C.
REMARQUEs : Une transition (c, a, ¢)e T indique que & peut passer de la

configuration ¢ a la configuration ¢’ en réalisant I’action a. Pour nous une
transition s’opére en une unité de temps indivisible.

Introduisons maintenant d’autres notations bien commodes :
Pour une lettre ae 4 :

a

c>»c¢ <= (cac)eT.

Pour un mot f=a.get feA. A*

a

! c—c’,
c—>»c¢ <« 3Ic"eC tel que ]
¢’ —>c.

Le langage (ou ensemble de comportements) d’un systéme de transition &,
noté L (%) est 'ensemble de toutes les suites d’actions qui partent d’un

élément de I’ensemble des configurations initiales et arrivent a un élément de
I’ensemble des configurations finales :

!
L(&#)={feA*/A(c, c)eDxC,tel que c > c’}.
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LANGAGES PERSISTANTS 263

2. LANGAGES PERSISTANTS

On introduit dans cette section une nouvelle classe de langages sur un
alphabet A, celle des langages persistants. Aprés un passage rapide sur les
propriétés de cette classe, on donne en derniére partie un moyen de caractéri-
ser un systéme de transition dont le langage appartient a cette classe.

Dans la plupart des systémes ou il y a un conflit entre deux actions a et b,
le choix d’exécuter a a la place de b, rend b non exécutable. Par exemple
C’est le cas d’un consommateur se trouvant devant deux articles de méme
prix, mais n’ayant que le prix d’un seul. La propriété de persistance consiste
a conserver la possibilité d’exécuter b aprés a ou inversement.

2. 1. Définition
Un langage L est dit persistant ssi L=FG (L) et :
VfeL, Va, beA, a#b,

alors (f.aetf.beL=f.a.betf.b.acL).
On note Z, la classe des langages persistants.

2.2. Exemple

Soit & considérer le langage L suivant : L=[a(b\U ab)]*, alors FG(L) est
persistant. Soit fe FG (L) alors il existe deux suites d’entiers positifs (n,); . »
et (m)); . y telles que :

fe(ab)y(@®b)mo. . .(ab)"(a?b)™.(a\U a®\UA).
Posons :

g=(ab)™ (a*b)™. . . (ab)" (a® by™.

Si f=g, alors la seule action possible est a.

Sif=g.aonaf.aet f.beFG(L). Or g. (a.a.b) et g.(a.b).a appartien-
nent aussi @ FG (L).

Enfin si f=g. a? alors la seule action possible est b.

2.3. Propriétés

Nous donnons maintenant une propriété qui justifie le terme de
« persistance ».

vol. 18, n° 3, 1984



264 H. ALAIWAN
Propriété de persistance : Soit L persistant et soient :

feL, aeA et ge A*
tels que :

f.a et f.geL et a¢Ops(g) alors f.g.aelL.

La propriété ci-dessus signifie que si 4 un moment donné I’action a est en
conflit avec une autre action, disons b, et que I’on choisit d’exécuter b, alors
a reste en conflit avec les actions éventuelles qui suivent b.

Preuve : Elle se fait par induction sur la longueur de g. O

La classe .#, n’est pas stable pour la plupart des opérations usuelles. La
réunion de deux langages de ., n’est pas un langage de £, comme le montre
le contre-exemple suivant :

L,=(a\Uab)* et L,=(a U ac)*. 1l est facile de vérifier que L, et L, sont
dans &, Alors L,\UL,¢ %, En effet si on prend f=a, on a f-b et
f.ceL,\UL,, mais f.b.c. (ni f.c.b.) n’appartient pas a L, U L,.

En revanche, l'intersection de deux langages de &, est dans &,

ProrosiTiON 1 : Soient L, et L,e %, alors L, \L,e %,
Preuve : Sachant que L, NL,=FG(L, N\ L,)SFG(L,)NFG(L,) et que
L,=FG(L)i=1,2ona L, NL,=FG(L, N L,).
Soient feL, N\ L,, aetbeA(a#b)tq: f.aet f.beL; N L, onadoncf.a
et f.beL, i=12.
Par persistance, f.a.bet f.b.aeL, i=1,2donc f.a.bet f.b.aecL; N\L,.
CQFD. [

2.4. Systéme de transition persistant

Un systéme de transition est dit persistant ssi son langage L (%) appartient
aZ,

On s’intéresse dans cette partie a la caractérisation des systémes persistants.

Pour ceci, on va d’abord introduire une nouvelle notation.

a

On note 8(c)= {aeA/Ac’eCtgc— ' }.

On rappelle qu'un systéme & est déterministe quand pour tout couple (c, a)

a

de Cx A on a Card ({c’eClc>'})<1. & est dit réduit quand pour tout
ceC. il existe :

f o9
c,€D, c,eC, feA* et geA* tq ¢, »c—c, [1].

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



LANGAGES PERSISTANTS 265

On peut énoncer alors la proposition suivante :

PropPoSITION 2 : Pour un systéme &, déterministe et réduit, on a
Péquivalence :

Cf=C,

& est istant
est persistant <> {V(c, a, c)eT, d(c)—{a}<d(c).

Preuve : 1l est facile de voir que la condition C,=C est nécessaire et
suffisante pour que L (&) soit fermé par facteur gauche. On suppose dans la
suite que L(¥)=FG (L(%)).

Démontrons 'implication de gauche a droite, et considérons une transition

a
c—c.
Comme & est réduit, il existe f, ge A*, c;eD et c,eC, tq :
S a g
¢, > c—c >,
Posons L=L(%).
Si 8(c)— { a} est vide, alors I'inclusion est vraie.

Supposons que 8(c)— {a} #Q, et soit bed(c)— {a}. Donc on a f.a et
f.be L (car & est réduit). Par persistance de Lonadonc f.a.bet f.b.aeL.
b

Comme & est déterministe, on a forcément ¢’— ¢”, donc bed(c’) et par
conséquent I'implication est démontrée.

Démontrons I'implication inverse <=. Soient f, a, b définis comme dans le
2.1. On sait qu’il existe c,eD, cet c’'eCtq :

I a
¢, —>c—oc.
Par hypothése 8(c)— {a} = 8(c"), bed(c)— {a} (car & est déterministe),
b

donc on a aussi ¢’ - ¢”, d’ou f.a.be L (car & est réduit). On montre de méme
que f.b.aelL.

CQFD. [
REMARQUES : Cette proposition ne s’étend pas aux systémes non déterminis-
tes; la difficulté principale réside dans le fait que pour un mot fe L (%), il
s
peut y avoir plusieurs ceD et c’'eC tgc—c’.
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266 H. ALAIWAN

La proposition est évidemment valable méme quand Card (C) est infini.
La complexité d’un algorithme basé sur la proposition 2 dépend de la
structure de données choisie. En prenant une représentation par file a succes-

seurs et une exploration de systéme en profondeur ou largeur, le coiit est en
0{(d® N), ou N=Card(C) et d=max Card(5(c)).

ceC

3. LANGAGES PERSISTANTS COMMUTATIFS

On introduit dans cette section une nouvelle classe de langages, contenue
dans Z,. Si on ajoute a la persistance ’hypothése de commutativité, c’est-a-
dire que I’évolution ultérieure aprés ’exécution de a.b ou b. a est identique,
on obtient une classe plus riche en propriétés et qui représente un grand
nombre de comportements courants. Avant de passer a la définition formelle,
on donnera un bref rappel sur la congruence a droite, puis on étudiera les
différentes propriétés. Enfin on proposera un algorithme pour caractériser les
systéemes de transition dont le langage appartient a cette classe.

3.1.. La congruence a droite

La relation de congruence a droite a déja été introduite dans [2]. C’est une
relation d’équivalence qui permet de grouper les mots de FG (L) qui ont les
mémes facteurs droits dans L. Explicitement on a :

def
DEFINITION : V f, ge A*, f~ g<>{heA*/f.heL} ={heA*/g. h'eL }.
On écrira ‘ ~” au lieu de ‘~;’ quand il n’y a aucune ambiguité. II est facile

de voir que ~ est une relation d’équivalence, de plus on a les propriétés
suivantes :

() f~g=f.a~g.q
(i) f~get feL=gelL.
3. 2. Définition

Un langage L est dit persistant commutatif ssi L=FG(L) et V¥ feL, Va,
be A tels que a#b on a Pimplication :

- f.a.b et f.b.aelL, )
(f.aetf.bel) { f.a.b~,f.b.a. ©)

R.A.L.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



LANGAGES PERSISTANTS 267

La propriété (1) est celle de la persistance, la (2) est celle de la commutati-
vité.

On note &, la classe de langages persistants commutatifs (ou pc en
abreégé).

REMARQUE : Il est clair que ¥, &% ,. De plus cette inclusion est stricte,
le langage de 'exemple 2.2 en est la preuve : il appartient 4 ¥, mais pas a

pc

En effet si on prend f=a, on a f.a.b et f.b.ae FG(L), or on a aussi
f.a.b.a.aeFG(L), mais pas f.b.a.a.a.

3.3. Exemple

Soit a considérer le systéme de transition qui geére une file d’attente de
taille N. On suppose que les actions « entrée » et « sortie » de la file sont
exclusives.

Partant d’une file vide, la seule action possible est de « entrée », puis la
file a la possibilité de « entrée » ou de sortie » dans les limites de remplissage.

Le systéme de transition & correspondant est le suivant (toutes les configura-
tions sont finales) :

entrée entrée entrée
~O__O_ QWO
\_—/ -
sortie sortie sortie
Figure 1

Chaque configuration correspond a un état de remplissage de la file. En
prenant s pour « sortie » et e pour « entrée », le langage associé a & est égal
a:

L(#)=FG((e(e(. . . (e(es)*s)*s)*. . .)* 5)*).

n fois

Alors L (&) est pc.
En effet, on a d’abord L(¥)=FG (L(%)). Soit maintenant fe L (%). On
!

sait qu’il existe ie [0, N] tel que ¢, — ¢;.
On distingue alors deux cas :
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268 H. ALAIWAN

(a) i=0oui=N.
Dans ce cas, la seule action possible pour c, (resp. cy) est e (resp. s).
(b) 0<i<N.

On a donc ¢;_ «c¢;—>c;y;. Comme i—1<N, donc on peut exécuter
e S

l’action « entrée » d’ou ¢;_; — ¢; et de méme ¢;,, — ¢

En conclusion on a démontré que f.e.s et f.s.ee L (%), mais aussi que :
se es

f.e.s~ f.s.e car ¢;>c; et c; > C;
3.4. Confluence de la classe &,

Les langages de .Z . possédent la propriété de « confluence » [4], c’est-a-dire
que pour tout f, ge L, f et g sont prolongeables en des mots de L qui ont les
mémes lettres, mais dans un ordre différent.

On note || f|| pour f e A*, I'image de Parikh de f. On rappelle que si :
A= {a;}, i=1, N, alors || fll=( /], -+ > [ fux])

ou | f,,| désigne le nombre d’occurance de la lettre a; dans f.
Démontrons d’abord le lemme suivant, pour Le & .

LEMME 1: Soient z, 2 € A*, ac Atqz.acL et z.z' € L avec a¢ Ops(z’) alors
z.a.z’eLetz.a.z’~;z.2" .a.

Preuve : Elle se fait par induction sur la longueur de z’. Pour |z’| =0,
P’assertion est vraie. Supposons que z'=z2".teA*.A. On a z.a et z.z”€L
avec a¢ Ops(z). Par hypothése d’induction z.a.z’eLetz.a.z2”~;z.2" . a.

Or z.z’.t=z.2€L et z.z”.a aussi avec a#t, donc par hypothése qu
Le¥,,onaz.z”.a.tetz.z”.t.acLavecz.z”.a.t~ z.2".t.a

Comme z.a.z’~,zz"’.a et que ~, est stable a droite, on a aussi
z.a.z2’ .t~y z.2”.a.t,douz.a.z .a~;z.7 .a
CQFD. []

ProrosiTioN 3 : (Confluence de Keller). Soient Le ¥
existe f', g'eA*tqf.f'eL et :
@ ff~g.¢;
G || f.r] =1lg-"l;
(iii) Yaed, | (ff)a] =sup (| £], [£a])-

Preuve : Elle se fait par induction sur la longueur du mot le plus court.
On peut toujours supposer que c’est f.

fet geL alors il

pe>

R.A.L.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



LANGAGES PERSISTANTS 269

(1) Si f=A, il suffit de prendre f' =g et g'=A.
(2) Supposons que f=z.t avec te A. Par hypothése d’induction, la pro-
priété est supposée vérifiee pour z et g, c’est-a-dire :

1z, g'eA*tqz.z"~g.g"” et Hz.z” |:“g.g””,

avec |(zz”),| =sup (|z,]|, | g.|) pour tout a dans 4.

On distingue alors deux cas, suivant que te Ops(z’") ou non.

(@) t¢Ops(z”).

C’est le cas du lemme précédent. On a donc z.tet z. z” € L avec t ¢ Ops(z”),
dou z.t.z"~z.z”.t. Comme z.z'~gg”’, on a z.t.z'~z.z"”.t~gg"” .t
Légalité ||z.t.z”||=||g.g" . t]| est immédiate.

D’autre part, comme |z,’|=0 alors |z,| = |g,|; donc forcément on a les
égalités |z.¢t.27),| =|(z. 0| =|z,| +1=sup(|(z.1),], |g.])-

Ainsi g'=g"" .t et f'=2z" (fig. 2) correspondent aux mots cherchés.

t
2\ \ »
» t
s

Figure 2

(b) teOps(z”).
Il existe alors u, ve A* tq : z”=u.t.v avec t¢ Ops(u). D’apres le lemme 1,
on sait que z.t.u~z.u.t, or ceci implique z.t.u.v~z.u.t.v.

11 suffit alors de prendre z’=u.v et g'=g" (fig. 3).

Figure 3
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270 H. ALAIWAN

Par hypothése, on a |(z.u.t.v),|=sup (|z]|,|g|); or on a Pégalité
|(z.u.t.v),|=|(z.t.u.v),| et par conséquent la propriété (iii) est vérifiée.
L’égalité des images de Parikh est vévidente.

CQFD. O
3.5. Opérations dans &,

On s’intéresse dans cette partie aux opérations pour lesquelles la classe
Z . est stable.

ProrosiTiON 4 : L’intersection d’un nombre quelconque de langages de &,
est un langage de & .

Preuve : Considérons L=\ { L;/iel} ou pour tout iel, L;e &,. Comme
FG(LyYe N FG(L)= N L;=L alors L=FG(L).
iel iel
Soient feL, aet beA(a#b)tqf.a, f.beL. Ainsi, f.aet f.beL;icl Par
persistance f.a.bet f.b.ae (" L, Enfin, la vérification de f.a.b~, f.b.a

iel
est facile. [J
Ainsi, d’aprés ce qui précéde, il existe un plus petit persistant commutatif
contenant un langage donné.

&£, West pas stable pour la réunion, comme le montre le contre-exemple
suivant :

Soient : L, =a*, L,=b* avec a, be A.

L, et L, sont manifestement dans %, mais L, \J L, ¢ %, car pour f=»\
ona f.aetf.beL,\UL, mais pas f.a.b.

On rappelle que le produit de deux langages L, et L, est I’ensemble :
L,.L,={x.y/xeL,etyeL,}.

£ ,. n’est pas stable pour le produit, comme le montre I'exemple suivant :

Soient : L, =a*, L,=>b* avec a, be A.

L, et L, sont manifestement dans %, mais L,.L,¢ %, car pour f=A
onaf.aetf.beL,.L, mais pas f.b.a.

On donne maintenant une propriété de « propagation », utile pour la
représentation des langages de &,

ProrosiTION 5 : Soient Le¥
(fsg=g.a*cl).

La proposition précédente signifie que la présence d’une « étoile » au milieu
du langage L, entraine une propagation de cette étoile.

feL et acA tq f.a*<L. VgelL

pe
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Preuve : Nous allons démontrer ceci par récurrence sur | f~'g|, ou f~1g
désigne le facteur droit de f dans g.

(1) | f ~*g|=0alors f=g et la proposition est vraie;
(2) | f~'g|>0. Posons u=sup {xeA*/u< f 'geta¢Ops(u)};
(@) si u=2X, ceci implique que :

asf 'g donc fasg et |(fa) 'g|<|f ‘gl

Par hypothése de récurrence on a alors ga*< L.
(b) u#A. Nous allons maintenant démontrer que f.a".u~ f.u.a"VneN.

La propriété est vraie 4 'ordre 0. Supposons la vraie 4 l'ordre n—1,
Cest-a-dire f.a" 'u~ f.u.a" . Orf.a""!.aeL aussi, donc d’aprés la propo-
sition3(a)onaf.a" '.a.u~f.a"" '.u.a. Puis grice a la fermeture a droite
f-a '.a.u~f.u.a" . a etainsi f.a* . u~f.u.a*

La suite est facile puisque f.u.a*=S L et f.u<g avec |u| >0. O

On rappelle que 'opérateur du shuffle classique, noté ‘.’, est défini par :

Soient f" et ge A* :

guf={zeA*z=¢g,.fi.. .ot f=fi-f2- . S 8=81-82- - -8}
On note L, w L, I'ensemble :

{fwg/feL,etgelL?}.

Le « shuffle » de deux langages de &, n’est pas toujours un élément de
XL pe-
En effet, si 'on considére les mots a.b.c.c. et a.b.c.d, et les langages pc
L=FG(a.b.c.c)et L'=FG(a.b.c.d), et 'on pose f=a.b.c, alorson a f.c
et f.deL w L' maispasf.c.dnif.d.c.

Par contre il existe une condition suffisante pour que la résultat soit dans
&z

pc’

ProPOSITION 6 : Soient L, et Lye %, tq Ops(L;) N\ Ops(L,)=. Alors
L1 Ly LZE,S,”I,C.

Preuve : Il est facile de vérifier que L, wu L,=FG (L, L,).

Soient ze Ly w L,, a#btgz.aet z.beL,w L,. Il existe donc deux suites
(i=lnet(g)i=1,n tq:

f=fi.-fi...f,elLy, 8=81.82..--8,€6L, et z=g,.fi...8.-fn
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Deux cas se présentent :

(a) fa, f.b (resp. ga, gb)e L, (resp. L,). Par persistance commutative f.a.b
~p,f-b.a.(resp. g.ab~, gha). Comme Ops (L,) N\ Ops(L,) = on a forcé-
mentg, fi...g,fpa.b~y, 8 fi...fi-b.a

() f.aeL, et g.beL, ('inverse se traite de la méme fagon). En raison de
la définition de w ona g, f,...g, f,(ab\Uba)< fawgh<L, wL,. Puis, la
commutativité est facile & démontrer a cause de I'unique décomposition des
motsde L, wL,sur L et L,. [

L’image d’un élément de £, par un morphisme {, méme alphabétique
(i.e.:VaeA| Y (a)| 1), n’est pas forcément dans Z,,.

Par exemple, prenons le langage L de £, reconnu par le systtme de
transition de la figure 44, ou toutes les configurations sont finales. Si 'on
considére le morphisme défini par ¥ (a) =¥ (b) =a, ¥ ()=¥ (d)=c, ¥ (e)=e
et W (f)=/, alors le langage W (L) est reconnu par le systéme de la figure 4b
(toutes les configurations sont finales). Les mots a.c.f et a.c.e sont dans
¥ (L) mais le mot a.c.f.e ne l'est pas.

U”@”O’? -
b

O—(O)— /
/- \/
O——(O)—2
- N
O a N\ d
\—/
(@ (b)
Figure 4

Par contre, £, est stable pour I’ensemble des projections.

PROPOSITION 7 : Soient Le %, et \ une projection (i.e. : Vae A:\(a)=a
ou A). Alors Y(L)e Z,,.

Preuve : Démontrons d’abord que (L) est fermé par facteur gauche.

Soit x € FG (Y (L)). 1l existe donc fe Ltg x < (f). Comme V est une projec-
tion, il existe ue A*tqu= f et x=\y (u). Comme par ailleurs FG(L)=L on
axey(L); ainsi on a démontré linclusion FG (Y (L))SV(L). L’inclusion
inverse étant évidente, on a alors I’égalité.
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Soit a2 démontrer les propriétés de persistance et de commutativité. On fera
la preuve par induction sur |ker () | ou ker(Y) = {ae A/ (a)=1r}.

(1) | Ker(¥)|=0, donc ¥ est I'identité et la proposition est vraie.

(2) |Ker(y)|>0. Soient feA* a, b(a#b)tqf.a et f.beVy(L). Soit
ceKer () et Y, la projection de noyau {c}. On a alors y={Y_.°¢ ol ¢ est
une projection de noyau Ker(y)—{c}.

Par hypothése d’induction (L) est persistant commutatif. Posons

=@ (L).

Il existe x et yeA* tq: Y. (x. a)-f a et Yy, (y.b)=f.b ou aussi
VY. (x).a=f.aet Y. (»).b=f.b.

Comme Vs, est une projection de noyau { ¢}, il existe donc deux suites :
(c)i=0,n et (c})i=0,n avec c; et ciec*
et tel que :
cofi-¢i1fo---fy.Cp-ael’, c-ficrfa- . f,-ch.bel’

fi.  fi=f et fied, i=Ln

Soit (u;) i=0, n la suite définie comme suit : u;=cy f;. . . ;4. fi. ¢

De méme on définit (4})i=0, n par : u;=cg f;. . .ci_,.f;.ci.

Démontrons maintenant le lemme suivant :

LemMMmE 2:Vm=<n, 3p, geNtqu,.c’~ . u,c’

Preuve : Elle se fait par induction sur m.

(a) Pour m=0, ug=c, et ug=cy. Il suffit alors de prendre, en supposant
que |co| 2 |ch|, p=0et g=|co| —|c5].

(b) Par hypothése d’induction, u,_,.c” ~ . u,_,.c¥ pour m>1, p’ et
q’ eN.

Or u,_,.f,eL’ Donc d’aprés la proposition 3 (a) et ’équivalence précé-
denteonau,_.f,.c¥~pthy_,.c".f,.

Demémeona:u,_ ;.foc¥~ptp_1.¢% . fr

Or comme u,, _;.c% ~p ity 1.V =Up_ 1. [ C¥ ~p S

Posons maintenant :

M=Sup (p,, ql’ |ch’ |c:n|)'

Alors p=M-—sup(|c,|,p) et g=M
question. []

répondent a la
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D’aprés le lemme 2, il existe alors :
petqeNtg: u,.cP~,.u,.c% (D
Sachant que u,.aeL’ ét que a¢Ops(cP), on a d’aprés la proposition
3 (a@):u,.c’.aeL’. On démontre de méme que u,.c?.beL’.
D’aprés (1), on a alors u,.c?.belL’.
Parla pcde L', on adonc u,.c?.a.betu,.cP.b.aeL’ avec:

u,.c’.a.b~,u,.c?.b.a. ?2)

A fortiori Y, (u,.c?.a.b)y=f;...f,.ab=f.a.be Y (L)y={ (L) et idem pour
f.b.a.

Il nous Teste & démontrer que f.a.b~,_g,f.b.a.
Posons v=u,.c?.a.b.
Soit he A*tq f.a.b.heY.(L"). 1l existe alors x et y de A* tq :

VY. (x)=f.a.b et VY. (xy)=f.a.b.h.

En appliquant le lemme 2 a x et v, on montre qu’il existe deux entiers r et
stq:

v.c'~p.x.c 3

On démontre par induction sur la longueur de y et a ’aide de la proposition
3, qu’il existe we A* et keNtqg:

x.c.w~px.y.c¢ et Y wW=Vy,()=h (C))

D’aprés (3) et (4) on a v.c.welL’, ce qui implique avec (2) que
u,.c’.b.a.c".wel'.

Or Y (u,.c?.b.a.c”.w)=f.b.a.h, ce qui entraine f.b.a. he Y (L).
CQFD. O

La conséquence pratique de ce qui précéde est que, pour vérifier qu'un
langage ¢ £, alors il suffit d’exhiber une projection sur un alphabet réduit
qui ne soit pas dans & ,.

Ainsi on a I’équivalence suivante :

ProprosITION 8 : Soient deux langages L,, L, tq Ops(L,) NOps(L,)=0
on a I'équivalence : L; L,e¥, <L et L,e%,.

Preuve : Conséquence des propositions 6 et 7. []
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3.6. Systéme de transition persistant commutatif

Un systéme de transition & est dit persistant commutatif ssi son langage
L(%)eZ,,.

On s’intéresse dans cette partie a4 la caractérisation d’un systéme pc. On
pourrait toujours appliquer P'algorithme de 2.4 pour déterminer la persis-
tance. Néanmoins, la commutativité présente quelques difficultés a cause de
la comparaison des ensembles des facteurs droits.

Pour parer a ces difficultés, on va passer par le systéme minimal.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on ne considére que des systémes de
transition déterministes et ayant un nombre fini de configurations.

3.6.1. Systéme de transition minimal

La minimalité est entendue au sens du nombre de configurations. En effet,
il existe une procédure classique [2] qui permet de réduire tout systéme de
transition & en un systéme %’ ayant un nombre minimal de configurations
et tel que L(&)=L(¥”). La réduction est justement basée sur la relation de
congruence ~.

Par exemple le systémé de la figure 5 donne aprés réduction le systéeme de
la figure 6.

Figure 5

D={1};  C,={34},

Aprés minimisation on a :

Figure 6

D={1}; C,={3}.
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PrOPRIETE : Soit & un systéme minimal. Soient f, ge FG(L(¥))tq f ~g.
S g
Alors 3ceCtq: D—ocet D —c.

3.6.2. Décidabilité
Soit ¥ un systéme minimal. On a I’équivalence suivante :

ProrosITION 9 : & est persistant commutatif <>C,=C et :

ab ba
VYceC, Va, bed(c), a#b, Ac’eCtq(c—c et c—c).
Preuve : C’est une conséquence directe de la propriété du 3.6. 1.

En effet, il est facile de voir que I'égalité C,=C est une condition nécessaire
et suffisante pour la fermeture par facteur gauche.
!

D’autre part, si & est pc, alors YceC, il existe feL(¥) tq D - c. Si q,
a b
be A(a#b) sont tels que ¢ — ¢’ et ¢— ¢”, on a par hypothése sur &,

a b b a
c—c -y et c—c" > c,.

Mais comme f.a.b~f.b.a et d’aprés la propriété du 3.7.1 on a ¢, =c,.

Réciproquement, supposons que les conditions de la partie droite de I’équi-
valence soient remplies, et soient f, a, b définis comme d’habitude.
!

Il existe ce Ctqg D — ¢. Donc par hypothése :
a.b b.a
dc’eC tq c >’ et c—oc,
ce qui achéve la démonstration. [
Remarquons que I'exemple 3.3 répond a la condition de la proposition
précédente avec la particularité d’avoir c=c¢’.

3.6.3. Complexité

Partant d’un systéme minimal &, ayant N configurations, la complexité de
I'algorithme proposé pour une représentation en file & successeurs est en
O (Nd?) ou d=max Card (3(c)) ceC. Par contre, la procédure de minimisa-
tion d’un systéme est exponentielle.

L’algorithme énoncé n’est qu’une preuve de décidabilité. Il devrait y avoir
une procédure directe et moins complexe pour décider la persistance commuta-
tive d’un systéme. Nous pensons néanmoins que la complexité est de toute
fagon exponentielle A cause de la commutativité.
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4. LANGAGES FAIBLEMENT PERSISTANTS

L’objet de cette section est de montrer que le concept de persistance possede
plusieurs niveaux. La notion de « persistance faible » a été introduite pour
les réseaux de Petri [9].

DeriniTION : Un langage L est dit faiblement persistant ssi :

VYV feFG(L), VteA, Vae(A— {t})*
ona:
f.t et f.a.teFG(L) = 3PeA*tq

@ ol =18

(i) f.a.t~f.t.P.

La différence entre la faible persistance et la persistance commutative,
réside dans le fait que la possibilité d’exécuter ¢ aprés ’exécution de ¢’ avec
laquelle ¢ était en conflit, présente un certain retard.

>

ProposiTION 10 [9] : Soit Le &, alors L est faiblement persistant.
Preuve : Soient f, a, t définis comme dans la définition. D’aprés la proposi-
tion de confluence on a f.o.t~f.t.a, donc B=a répond a la question. [J

La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple suivant :
L= {a, b}a, be A. L est faiblement persistant mais n’appartient pas a % .

La propriété suivante ressemble a la confluence, mais elle est ni nécessaire
ni suffisante de confluence.

ProrosiTION 11 [9] : On a I'équivalence des assertions suivantes :

(i) L est faiblement persistant;

(i) Vo, BeA* on ||a|| < ||B||, VfeFG(L)tq f. et f.Be FG (L)
=3yed*tq|a.v| =B et f-a. v~ f.B.

Preuve : Elle se fait par induction sur la longueur de a. [
La proposition 11 admet le corollaire immédiat suivant :

COROLLAIRE : Soit L un langage faiblement persistant, alors pour tout mot
o, Be FG(L) on a ||o| =||B||=a~B.
5. CONCLUSION

Dans cet article, on a regardé successivement les notions de persistance,
persistance commutative et faible persistance. Il n’y a aucune relation entre
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la classe des langages persistants et la classe des faiblement persistants sauf
que leur intersection contient les persistants commutatifs.

A Tinverse des autres classes, on a vu que £, posséde plusieurs propriétés
intéressantes. En revanche, elle est beaucoup plus difficile a manipuler, le
probléme de décidabilité étant une preuve. D’autre part, il existe un probléme
de représentation, car I’hypothése de commutativité annihile le concept de
conflit entre les actions.

Dans cet exposé, on a évité d’aborder le probléme de la construction d’un
plus petit langage persistant commutatif contenant un langage donné, ainsi
que la construction d’un langage de £, contenant L, wi L, ou L, et L€ %),
et Ops(L,) N Ops(L;)#O.

En réalité, ce probléme est d’une complexité nettement supérieure aux
propositions de cet article, et dont la résolution fera probablement I’objet de
recherche ultérieure.
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