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(vol. 16, n° 4, 1982, p. 371 à 386)

CODES AVEC DES MOTS INFINIS (*)

par Do LONG VAN (*)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — On considère les codes dans le cadre des mots infinis. Une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un ensemble de mots soit un code est établie. Il est démontré que tout code
maximal sur un alphabet composé au moins de deux lettres est complet, et aussi que, pour tout
ensemble préfixe X^{ 1 }, X est un code préfixe-maximal ssi X est un code faiblement complet à
droite. Quelques opérations sur les codes préfixes sont examinées.

Abstract. - Codes with infinité words are considered. A necessary and sufficient condition for a
set of words to be a code is established. It is shown that any maximal code over an alphabet
consisting of at least two letters is complete, and also that, for any prefix set X^ { 1}, X is a
prefix-maximal code iffX is a righthand weakly complete code. Some opérations over the prefix
codes are êxamined.

1. DÉFINITION

Soit A un alphabet non-vide. On note A* le monoïde libre engendré par A,
A& l'ensemble des mots infinis sur A, i. e. l'ensemble des applications
u : N+ -> A, etonpose^4co = ^4*uAe)

s^4 + GO = >4co — { 1}. Pour tout u e A**, u (n)
est la rt-ième lettre du mot u. On munit 4̂°° d'un produit prolongeant celui de
A* de la manière suivante :

u(n) si
v(n-\u\) si

f

[

L'ensemble A™ est alors un monoïde.
Pour toute partie I c ^ 0 0 on note :

Xinf = X n i4œ ,

et on définit :

(*) Reçu en novembre 1981, et résivé en février 1982.
(*) Institut de Mathématiques, 208 D Doi Can, Hanoi, Vietnam; L.I.T.P., Université Paris-VIL

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoritical Informaties, 0399-0540/1982/371/S 5.00
© AFCET-Bordas-Dunod



372 DO LONG VAN

On note X* le sous-monoïde de 4̂°° engendré par X et pose X+ = X* — {1}.
Evidemment chaque mot w de X+ peut se présenter sous l'une des deux formes
suivantes :

(i) w = X l X 2 . . mXm n ^ i 5 XieXnn(i=l9 . . ,,n);
(ii) w = x ix 2 . . .xn, n ^ l , XieXfin(i= 1,. . . , n - l ) , xnel i n f .

DÉFINITION 1 .1 : Une partie Xde 4̂°° est un code sur A si chaque élément w
de X+ peut se présenter uniquement sous l'une des deux formes (i) et (ii); ou,
d'une façon équivalente X est un code sur A si pour tous n, m ̂  1 et pour tous
xt. . .xneXn\ x i . . . x L e ^ 5 l'égalité :

Xi . . . X„ = Xi . . . Xm,

implique n = met x,* = xj pour i= 1, . . ., n.

EXEMPLE 1 .1 : Pour tout alphabet A9 toute partie X de Am est un code sur A.

EXEMPLE 1.2: L'ensemble X=a*bva*ù est un code sur 4̂ = { a, Z>}.

EXEMPLE 1.3: L'ensemble X= { b, ba, a™} n'est pas un code car b.am = ba. am.

PROPOSITION 1.1 : Si Xa A™ est un code, alors Xk est aussi un code pour tout

Preuve : Posons Y = X*. Soient yt. . . y n e Y™, y\. . .y'me 7<m) (n, m ^ 1) tels
que :

Soient ensuite :

où xih x'jteX(l^l^r» l^tS$f> l^rfo

Comme j ^ , . . . , y n - u Yu • •>Vm-i sont des éléments de yfin, on doit avoir
r t = . . . =rn_i=Si= . . . =5m_i=/c. On a donc :

où la partie gauche et la partie droite sont dans xiin~1)k+r«) et ^ «

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



CODES AVEC DES MOTS INFINIS 373

respectivement. Comme X est un code, il en résulte que :

n = (m-l)k+sm,

donc rn = sm, et par conséquent n = m, et xit = x\t pour i = 1, . . ., n; t = 1, . . ., ru

d'où yi=y\ pour i— 1, . . ., n. Ainsi X* est un code.

Une partie X de 4̂°° est préfixe (suffixe) si aucun élément de X n'est facteur
gauche (droit) propre d'un élément de X. Une partie X est bipréfixe si elle est
à la fois préfixe et suffixe.

Comme dans le cas des codes ordinaires, on a les propositions suivantes
dont les preuves sont ici adoptées.

PROPOSITION 1.2 : Toute partie préfixe (suffixe, bipréfixe) XczA + œ est un
code sur A.

PROPOSITION 1.3 : Tout code X sur A est contenu dans un code maximal
sur A.

Soient X et Y deux parties de Aœ. On note :

Y-lX={z\lyeY:yzeX,\y\ = oo - > z = l } ,

XY~i = {z\3yeY:zyeX,\z\ = oo ->;>=1}.

Ensuite pour toute partie AT de A00 on définit :

f U,=X'lX-{\};

Pour établir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une partie l e A0

soit un code on a besoin du :

LEMME 1 .4: Pour toute partie XaA + co :

(i) Si n^.2 est le nombre naturel le plus petit tel que 1 e [ƒ„, alors :

n, |M| = OO ^ z* = 0; (1.1)

(ii) VnVfce{l, . . . , # ! } :

(3uGl/ f c3i , j^0 = M ^ > n X ° V Ç ) , f+j + fc = n, | u | = oo -* f = 0) - \eUn.

Preuve : Les énoncés se prouvent par récurrence descendante sur fe.
(i) Soit n ^ 2 le nombre naturel le plus petit tel que leUn. Si fc = n, on a

bien, pour u = 1, i = j = 0, l'expression (1.1).

vol. 16, n° 4, 1982



374 DO LONG VAN

Soit maintenant n> k ^ 1, et supposons l'énoncé vrai pour n, n—1, . . . ,/c + l.
Comme let/,,, il existe, d'après l'hypothèse de récurrence, veUk + i et deux
entiers ï, ƒ ^ 0 tels que :

î '+ƒ + * + !=«, M = oo -+ f = 0.

On a donc x e Xii'\ y G X0^ tels que :

vx~yt

Comme veUk+u deux cas sont possibles :

Cas 1 : v G X~* t/fc, i. e. il existe z e X, ueUk tels que :

u = zv.

On a alors :

ux = zux = zy.

Si | v| = oo, alors î' = 0, x = l , ƒ + fc+l=n, |u| = oo, zeXnn et w = z^. D'où
uX{0) nX°*'+1V P Ainsi on a (1.1) avec f = 0, j=j'+ 1.

Si |i;|<oo et |u|<oo, alors zeXUn. Donc M^°nJt°' / + 1 )# Ç) On a alors
(1.1) avec î = i ' , j = / ' + l .

Si 11; | < oo et | u \ = oo, alors u = 1 et u = z. Les entiers V et ƒ doivent alors en
même temps être égaux à 0 ou non.

Si r = / = 0, alors fc + l=n, l'égalité u = z implique « F n ^ ^ Ç ) . On a
donc (1.1) avec i = 0, j= 1.

Si f , / # 0 , alors fc+ 1 <n, ce qui n'est pas possible, car on a 1 =ue Uk + 1.

Cas 2 : i;e U*"x X, i. e. il existe ueUk, zeX tels que :

uv — z.

On a alors :

uy = uvx = zx.

Si |ü| = oo, alors Ï' = 0, X = 1 , / + /C + 1 = W, zeXinf, |M|<OO et uy = z. D'où
^ n ^ 1 ' / Q, i.e. on a (1.1) avec i = / , j = l .
Si |u|<oo et z€Xfin, alors |u|<oo. L'égalité uy-zx implique w ^ n
' + 1)^Ç)# Ainsi on a (1.1) avec i=j\ j = ï+ 1.
Si 11? | < oc et zeXinf, alors i?=l et u = z.

R.A.I.R.O. Informatique theorique/Theoretical Informaties



CODES AVEC DES MOTS INFINIS 3 7 5

Si f = / ' = 0, alors /e + l = n . Comme u = z9 on a u Xi0) n Xil) ^ Ç), i.e. on a
(1.1) avec f = O,7=L

Si f , /7*0, alors fc + l < n , ce qui n'est pas possible parce que l = veUk+i.

(ii) Soit 3ueUk3i,j^0 :

On doit montrer que 1 e £/„.

Si h = n alors i = j = 0. D'où u = 1 e l/k = Un,

Soit maintenant n > k ̂  1, et supposons l'énoncé vrai pour n, n—1, . . . ,/c + l.

Soit :

avec x i . . . xieXii\ x i . . . Xj-e^0'*. Deux cas sont possibles :

Cas 1 : |u | = oo. Alors f = 0, j + k = n, j ^ l et u = x i . . .Xj-. D'où
u' = x i . . .xj6l/fc + 1. On a alors u ' ^ ^ n J S ^ - ^ ^ Ç ) , 0 + 0" - l ) + (fc + l) = n.
D'après l'hypothèse de récurrence, 1 e Un.

Cas 2 : | u |<oo . Si j = O alors i = 0, u=l, fe = n. D'où leUn, S o i t ; = l .

Si u = x'1u', alors u ' e [ / H i et M'XI . . .xf = X2. . -Xj. Donc M'
' ^ n ^ ' ^ V f t i + 0*-l) + (fe + l) = «- D'après l'hypothèse de récurrence on
doit avoir 1 e Un.

(ƒ— l) + i + (fe + l) = n. D'après l'hypothèse de récurrence on a 1 e Un.

THÉORÈME 1.5 : La partie XaA + co est un code ssi aucun des ensembles U»
définis ci-dessus ne contient le mot vide 1.

Preuve: Si X n'est pas un code, il existe Ï , J ^ 1 , Xi. . .xieX{i\
x i . . .x/

jeXU) tels que :

Xi . . . Xf = Xi- . . Xj, X I ^ X I .

Deux cas sont donc possibles :

Cas 1 :x/
xex1(A

 + €°y1. Alors x1 = xi «, l^ueUi.
Si | x i | = oo, alors i=\, | x i | < o o , |M| = OO. On a u = x'2. . .x^, ; ^ 2 . D'où

u J^0) n ^ J " 1 } 7* Ç>. En vertu du lemme 1.4 (ii) on doit avoir
1 G Uo + (j-l)+l — Uj.

Si | x i | < o o , alors | u | < o o . On a donc MX2 . . .Xf = X2. . . x> j ^ 2 . D ' o ù

u ^ " 1 ^ ^ " 1 ^ ^ En vertu du lemme 1.4 (ii),

voL 16, n° 4, 1982



376 DO LONG VAN

Cas 2 : x1ex/
1(A

 + co) 1, Le raisonnement se fait d'une façon similaire.
Supposons maintenant qu'il existe des ensembles Ui qui contiennent le mot

vide 1. Soit n le nombre le plus petit tel que 1 e Un. En vertu du lemme 1.4 (i)
il existe ueUt et deux entiers iJ^O tels que :

Soit :

UX± . . . Xi — Xi . . . X;

avec xi . . . xieXii\ x i . . . xJe-X^.
Comme ueUu il existe x , x ' e l tels que :

x = x' u,

où x # x ' car u ^ l .
Si | w | < oo, alors x, x' eXfm. On a donc :

XXi . . .Xj^x 'uXi . . .Xl- = X /Xi. . . Xj-, XT^X',

ce qui montre que X n'est pas un code.
Si | «| = oo, alors i = 0, xe l i n f , x'eXfin. Donc :

i*=xi. . .xj.

D'où :

x = x' u = x' xi . . . x'j, x ^ x\

ce qui montre également que X n'est pas un code.
Si Xci^4 + 00 est une partie préfixe, on a U1=X~1X-{ 1 }^Ç). Ainsi on

obtient :

COROLLAIRE 1 .6 : Toute partie préfixe XŒA + CO est un code.

EXEMPLE 1.3 (suite): Soit X={b,ba,a<ù}. On a t/i = {a}, t/2 = {aœ},
C/3 = { 1 }. Donc X n'est pas un code.

2. CODES COMPLETS

DÉFINITION 2 . 1 : Soit X une partie de ^4°°.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



CODES AVEC DES MOTS INFINIS 377

(i) X est dense si :

(ii) X est complet si X* est dense, i. e. :

PROPOSITION 2 . 1 : Pour t o u t e / w t f e .Y de ,4e

(i) X est dense ssi :

(2.1)

(ii) X est complet ssi :

VweAmA*wnXfînXu*¥>O (2.2)

Preuve : Comme chaque mot de A* est facteur gauche d'un mot quelconque
de Am, les conditions (i) et (ii) de la définition 2 .1 équivalent aux conditions
(2.1) et (2.2) respectivement.

EXEMPLE 2 . 1 : Soit A = { a, b }. L'ensemble X= b Am est évidemment un code
dense sur A.

EXEMPLE 2 . 2 : Soient A = {a ,b} , ut=ab2ab3ab* . . . , u^but. Alors
— A*u} est un ensemble (pas un code) complet qui n'est pas dense. En effet,
comme A* un Xin{ = A* u n (a A™ — A* u) = Ç), X n'est pas dense. Montrons que
Xest complet. Il est facile de vérifier que A*<^(A*)~1 Xfin et que UieXin{,
donc u = buxe Xnn Xin{. Si w e Xin{ alors évidemment^* w nX£ n Xinf # Ç)
Supposons w e T - I i n f . Si we,4*u, soit w = vu pour re^l*, alors il existe v'
e A* tel que v' veXfin, donc :

V'W = V' (VU) = (l?' U) U e A?in -Xfin ^inf <= ̂ fin Xiaf9

d'où ^4* w nXf[nXinf # Ç>- Supposons maintenant w e i ^ e t w commence par b.
Posons v = aw. Si veXin{ alors évidemment J4*wn JX^nX i n f# Ç); si veXxn{

alors veA*u, donc ,4* Ï; n l ^ n Xinf # Ç), d'où A* w nlf i n Xinf # Ç), Nous avons
donc (2. 2), i. e. X est complet.

PROPOSITION 2 . 2 : Sur un alphabet composé d'une seule lettre, il existe des
codes maximaux qui ne sont pas complets.

Preuve : Si A est un alphabet arbitraire, alors aucune partie X de A* n'est
complète, car X$n Xin{ = Ç>.

vol. 16, n° 4, 1982



378 DO LONG VAN

Soit A est l'alphabet composé d'une seule lettre a. Soit Xun singleton de A*.
Alors Xest évidemment un code maximal. Mais d'après la remarque ci-dessus,
il n'est pas complet.

THÉORÈME 2 . 3 : Tout code maximal sur un alphabet A composé au moins de
deux lettres est complet.

Preuve : Soient A un alphabet composé au moins de deux lettres et X un
code maximal sur A. Il suffit, pour prouver que X est complet, de démontrer
que :

VweA» A

Supposons qu'il existe un mot weA™ tel que :

(2.3)
A*wnX*= Ç>

Deux cas sont possibles :
Cas 1 : II n'existe aucun mot u^\ tel que w = uw. Posons :

En vertu de (2.3), weX.
Si Y n'est pas un code, il existe xi . . . xne Y{n\ x't. . .x^e 7(m); n, m ̂  1 tels

que :

Xi. . .xB = xi. . ,x'm, x i#xi . (2.4)

II n'est pas possible que tous les xiy x] soient dans X, car X est un code. Le
mot w doit donc être présent, par exemple, dans la partie gauche de (2.4),
d'où xn = w. En vertu de (2. 3), w doit également être présent dans la partie
droite de (2. 4), d'où x'm = w. Alors on obtient de (2.4) :

Xi . . . X„_i =Xi . . . Xm-i,

avec n, m ̂ 2 ; xh x)eX{i=\, . . . ,n— 1; j = l , . . . ,m —1), Xi#xi, ce qui n'est
pas possible, car Xest un code. Ainsi Y est un code, ce qui est en contradiction
avec la maximalité du code X.

Cas 2 : II existe un mot u^\ tel que w = uw. Alors w = we>. Soit w = aw' avec
a e A. Choisissons beA — {a} et posons y = blu!w. Comme chaque facteur de
la longueur | u | du mot w contient au moins une lettre a, il n'existe aucun mot
v 7e 1 tel que y = vy. De (2. 3) il découle que :

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



CODES AVEC DES MOTS INFINIS 379

Posons :

En raisonnant d'une manière similaire on arrive à la conclusion que Y est un
code, ce qui est en contradiction avec la maximalité du code X.

La réciproque du théorème 2 .3 n'est pas vraie, comme il sera montré dans
l'exemple suivant :

EXEMPLE 3 . 1 : Soit A = {a, b}. Le code X= b A™ est dense et par consequent
complet. Mais il n'est pas maximal car Am est aussi un code.

3. CODES PRÉFIXE-MAXIMAUX

Soit X une partie de A™. On pose :

JT = X* u Xf,n = *? in u X$in Xinf u X?in.

DÉFINITION 3 . 1 : Pour tout

(i) X est dense à droite si :

(ii) X est complet à droite si X* est dense à droite;

(iii) X est faiblement complet à droite si Xœ est dense à droite.

PROPOSITION 3 . 1 : Pour tout XczA"0 :

(i) X est dense à droite ssi :

A» = Xinf; (3.1)

(ii) X est complet à droite ssi :

A<*=X?mXin{; (3.2)

(iii) X est faiblement complet à droite ssi :

A°>=XfinXinfuXïin. (3.3)

Preuve : (i) Comme chaque mot de A* est facteur gauche d'un mot
quelconque de 4̂°*, on a :

o Afù=X;
o A°>=Xin{.

vol. 16, n°4, 1982



380 DO LONG VAN

(ii) X est complet à droite ssi X* est dense à droite. En vertu de (i) ceci
équivaut à :

= (X* )inf =

(iii) Le raisonnement est similaire à celui de (ii).

EXEMPLE 3 . 1 : Pour tout alphabet A, l'ensemble X= A** est le seul code dense
à droite.

EXEMPLE 3 .2 : Soit A — {a,b}. L'ensemble X= a u J ^ u a 0 est complet à
droite mais pas dense à droite. En effet, on a :

mais le mot abm, par exemple, n'appartient pas à l'ensemble b A™ u am — Xinfj i. e.

EXEMPLE 3 . 3 : Soit A — {a,b}. L'ensemble X= a u b T est un code
faiblement complet à droite qui n'est pas complet à droite. En effet, on a :

mais a<° $ a*bA°>= Xfin Xin{, i. e. Am # Xfin Xin{.

PROPOSITION 3 . 2 : Soit X un ensemble préfixe de A"0. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) X est complet à droite;

(ii) X est dense à droite;

(iii) X=Afù.

Preuve : Les implications (iii) => (ii) => (i) sont évidentes.

(i) => (ii) : si Xest complet à droite, alors, en vertu de la proposition 3.1 (ii),
A™ =XfinXxnî., Il suffit de démontrer que Xnn = (f>. Supposons que Z f i n#Ç) et
x e Xfin. Comme X est préfixe, x Am n Xm{ = Ç). En particulier xtó e Xinf, Alors il
existe x x . . .x„eXf[nXinf, n>\, x(-eXfin ( i = l , . . . , n - l ) , x„eX inf tels que :

x<û = x1. . ,xn.

Comme Xest préfixe, on doit avoir x = xx. D'où :

xû> = x2. . .xB.

D'une façon similaire on obtient x—x2= • . . =xn-i. Donc :

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



CODES AVEC DES MOTS INFINIS 381

contradiction. Ainsi Xfin = Ç) et Aa = ^inf> i. e. X est dense à droite.

(ii) => (iii) : si Xest dense à droite, alors Aa = Xinf. Comme XQSÎ préfixe, on
a alors Xfin = Ç>. D'où Aa=X.

PROPOSITION 3 . 3 : Pour tout Xcyl0 0 , les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) X4°° est dense à droite;

(ii) Aco=X(A+°o)-1KjXvXfinA + 00;

(iii) VfeAœ3u, veA™ 3xeX=fu = xv, | / | = oo -> u = l , |X | = OO -> u = l.

Preuve : (i) => (iii) : si X400 est dense à droite, alors :

V ƒ e A œ =fAœ n XA«> / Ç).

Si | / | = oo, on
Si/eZfin^00, il existe veA™, xeXîin tels que f=xv. SifeXinh on a / = x ,

Si | / |<oo, il existe ueAœ tel que/«eXA00. Si fueXVltiA™, il existe xeXfin,
tels que fu — xv. Si fu e Xinf, il existe xe l i n f tel que fu = x.

(iii) => (ii) : si fu — xv avec | / | = oo ->u= l , |x | = oo -• r = l , alors
X ^ ^ ) " 1 , feX, feXfinA

 + «> selon que | / | < | x | , | / > | x | ou | / | > | x | .
(ii) =>(i) : si^oo=X(A + o o ) - 1 uZuX f i n A + 0°, alors:

En vertu de la proposition 3.1, XA°° est dense à droite.

PROPOSITION 3 .4 : Pour tout X<zA + co, XA™ est dense à droite ssi X est
faiblement complet à droite.

Preuve : En vertu de la proposition 3.1 (i), XA°° est dense à droite ssi :

D'après la proposition 3.1 (iii), Xest faiblement complet à droite ssi :

A™ = Xfin Xin{

Comme XjfinXinf vXfintzXfinA*0 u Xinf, la completude faible de X implique la
densité de X400. Pour prouver l'implication inverse on doit montrer que si
XA00 est dense à droite, alors X^A™ u l i t t f c l f i n l i n f u-Xnn, et pour ça, il
suffit de démontrer que :

-Afin A = -Xfin -^inf

vol. 16, n° 4, 1982



382 DO LONG VAN

Soit u un élément de Xfin Am, alors il existe xx e Xfin, ut e A™ tels que u = Xi uv

Si Ui e Xin{, on a u = xA Ui e X{in Xinf a Xfin Xinf Si non, on doit avoir uxe Xfin A™,
i. e. il existe x2 e Xfin, u2 e A™ tels que ux = x2 u2. Si u2 s Xin{, on a
u = x1Ui^=XiX2u2eXfinXinfŒXfi1ïXin{. Si non, on doit avoir u2€XfinA

a, ...
Ainsi soit il existe ng; l , XieXîin ( i = l s . . . ,n), t7„eXinf tels que
u = Xi. . .xnMeX? inZ infc:Xf inX inf, soit

THÉORÈME 3 . 5 : Pour tout ensemble préfixe XŒA™, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) X est préfixe-maximal;

(ii) X40 0 est dense à droite.

De plus, si X^ {1} , ceci équivaut à :

(iii) X est faiblement complet à droite.

Preuve : En vertu de la proposition 3.4, (ii) et (iii) sont équivalentes quand
X^{ 1 }. Montrons l'équivalence de (i) et (ii). Comme Zest préfixe, pour tout
yeA*° l'ensemble l u {y} est préfixe ssi y n'appartient pas à
XnnA + ̂ uX(A+^y\ i.e. ssi yeA°°-(XfiaA

 + «> u l ^ ^ ) " 1 ) .

D'où Xest préfixe-maximal ssi X=Aao-(X{inA
 + co u l f i ^ ) " 1 ) , i.e. ssi

A™ = 1

En vertu de la proposition 3 . 3, ceci équivaut à ce que XA°° est dense à droite.

Remarque : Pour X= { 1} , XA00 = A™ est dense à droite, mais X00 = { 1} ne
l'est pas, i. e. X n'est pas faiblement complet à droite.

COROLLAIRE 3 . 6 : Soit XaA + co et Y=X-XfmA + co, Alors X est faiblement
complet à droite ssi Y est préfixe-maximal

Preuve : En vertu de la proposition 3.4, X est faiblement complet à droite
ssi XA °° est dense à droite. Comme X4°° = Y400 et Y est préfixe, le résultat
découle du théorème 3 . 5.

4. OPÉRATIONS SUR LES CODES PRÉFIXES

THÉORÈME 4 . 1 : Soient X,YU . . . , Yn des parties non-vides de Aœ, et soit
X=Xi u . . . u Xn une partition de X Posons :

Z = X1y1u. . . uXJ„ (4.1)

etJ={j\je{l,...9n}9(Xjhn*<!>}-
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(i) Si X, Yj{jeJ) sont des parties préfixes (resp. préfixe-maximales), alors Z
est préfixe (resp. préfixe-maximale).

(ii) Si Z est préfixe, alors Yj(jeJ) sont préfixes;
(iii) Si X est préfixe et Z est préfixe-maximale, alors X,Yj(jeJ) sont

préfixe-maximales.

Preuve : De (4.1) on a :

Z= U (XdnniYihnV U PQfi„(yOinfU U PQinf (4.2)

(i) Soient X, YjfyeJ) des parties préfixes. Montrons que Z est préfixe.
Soient z et z' deux éléments de Z tels que zez''(A™)'1. Il existe alors ueA™
tel que :

z/ = z«, | z | = oo -> M = 1 .

Si | z | = oo alors u — 1 et par conséquent z' = z.

Soit | z |<oo . Par (4.2), il existe j e { l , . . . , n } , x e ( ^ ) f i n , j>e(Y/)fin tels
que :

Deux cas sont possibles :
n n

Si z' e U (Xi){in (YOfin u U (XOfin ( YOinf, il existe fee{l5...,n}5

x'eCXiOfin, / e Yk tels que :

z' = x'y'.
Alors :

x 'y = xyu.

Comme X est préfixe, x = x\ ; = fc, et par conséquent :

y'=yu; y,y'eYk.

Comme Yk est préfixe, on a alors y'—y9 d'où w=l, et par conséquent

Si x'e U (XOinf) il existe je{1, . . . , n } , x'e(Xj)inf tels que z/ = x/. Alors,
i = l

comme | z | < oo, et | z' | = oo, on a | u | = oo. Donc :

x' = xĵ  u avec yu # 1,

ce qui n'est pas possible car X est préfixe.
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Soient maintenant X, YjQeJ) des parties préfixe-maximales. Alors, par
théorème 3 .5 , X400 , YjA^fjeJ) sont denses à droite. En vertu de la
proposition 3 .1 on a :

et :

A°> = (YjA™U

Alors :

(ZAC°)inf=( U (Xt)tln(Yt)tin)A"v\J (XdfiniYdinfU U «
\» = 1 / » = 1 i = 1

n

= U (Xj)fin (Yj)tm ^ U U (^)fin (Yj)inf U U

n

^u(yJ ) i n f )u u

n

>l<B^ UPQinf

J 6 J

"U U

Donc, par proposition 3.1, ZA™ est dense à droite. En vertu du théorème 3. 5,
Z est préfixe-maximale.

(ii) Supposons que Z soit une partie préfixe. Soity'eJ et soient y,y' deux
éléments de Yj tels que yey'(A**)'1. Alors il existe ueA™ tel que y'=yu et
|j>| = oo -> u= 1. Pour tout xe(^) f i n , on a xy' = xyu et |xj>| = oo -• w=l i.e.
xyeCxy)^")" 1 . Comme Z est préfixe, on doit avoir xy = xy', d'où ƒ = ƒ .
Ainsi Yj est préfixe.

(iii) Supposons que X soit une partie préfixe et Z une partie préfixe-
maximale.

Evidemment ZA*° ŒXA™. Comme Z est préfixe-maximale, ZA*0 doit être
dense à droite. On a alors :

Le. ^ = ( )
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D'où XA00 est dense à droite, et par conséquent X est préfixe-maximale.
Soit jeJ. Montrons que Yj est préfixe-maximale. Il suffit pour ça de

démontrer que A<a^(YjA
cx>)in{.

Comme Z est préfixe-maximale, on a :

=( U (XdnniYihn }A» \J (Xfoin(Ydmtu U ( L U (4.3)
\i = i / i i ii

Soit maintenant weAm. Pour tout xe(Xj)fin on a xweAm. Par (4.3) et
comme X est préfixe, deux cas sont possibles :

Cas 1 : II existe ke{\, . . . , n } , x'e(Xk)nn, /e(Y t)fim « e T tels que
xw = x ' / u . Or Xest préfixe, x = x' et fc=j. Alors w=/ueCY^nnA".

Cas 2 : II existe kç{\, . . . , n } , x'e(Xk)nn, /e(Yfc)inf tels que xw = x ' / .
Alors x = x' et /c=j\ D'où w=<y/G(yj)inf.

Ainsi A'ciYjhnA"u (Y/W = ( 7 ^ » ) ^ .

Pour n— 1 on obtient par théorème 4.1 (i).

COROLLAIRE 4.2 : Si X et Y sont deux parties préfixes (resp. préfixe-
maximales), alors XY est préfixe (resp. préfixe-maximale).

COROLLAIRE 4 . 3 : Soit X une partie de A™ telle que Xnn^(j), et soit n ^ 1.
Alors X est préfixe (resp. préfixe-maximale) ssi X1 est préfixe (resp. préfixe-
maximale).

Preuve : Si X est préfixe, alors, en vertu du corollaire 4 .2 et par récurrence,
X1 est préfixe.

Réciproquement, si Z=X" est préfixe, alors, car Z = X11 ~l X, par
théorème 4.1 (ii), X est préfixe. Ensuite, notant que Z^XX"'1 on déduit du
théorème 4.1 (iii) que si Z est de plus préfixe-maximale, alors X est préfixe-
maximale.

COROLLAIRE 4.4 : Soient X et Y deux parties préfixes, I = I i u I 2 une
partition de X. Alors Z = XxuX2Y est préfixe. De plus, si (JX

r
2)fin # Ç>, alors Z

est préfixe-maximale ssi X et Y le sont

Preuve: On a Z = X1Y
1uX2Y avec Y' = {1}. Comme Y' est préfixe-

maximale, le résultat découle du théorème 4 .1 .
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Comme un cas particulier de ce corollaire on a :

COROLLAIRE 4 . 5 : Soient X et Y deux parties préfixes, xe l f i n . Alors
Z = (X— { x }) u x Y est préfixe, et Z est préfixe-maximale ssi X et Y le sont.

COROLLAIRE 4 , 6 : Soit Z une partie préfixe, P = Z(A + CO)~1. Alors pour tout
peP, Yp=p~1 Z est une partie préfixe. Pour toute partie préfixe Q de P,
(Z — {J p Yp)uQ est une partie préfixe. De plus, si Z est préfixe-maximale,

alors les Yp(peQ) et X sont préfixe-maximales.

Preuve : Nous avons Z = ( X - g ) u U P YP = XO Yo u U Xx Yp avec
peQ peQ

X0 = X~Q, yo = {l}> Xp = {p}(peQ). En vertu du théorème 4.1 il suffit,
pour prouver l'assertion, de démontrer que X est préfixe.

Comme/? YP = Z npA + co, on a :

où Q est préfixe par hypothèse, et T~Z — QA*™ est préfixe car c'est une
partie de Z.

Aucun élément de Q n'est facteur gauche des éléments de T car

Réciproquement, comme Z est préfixe, aucun élément de T n'est facteur
gauche des éléments de Q. Ainsi Xest préfixe.

Comme un cas particulier de ce corollaire on obtient :

COROLLAIRE 4.7 : Soit Z une partie préfixe et soit peZ(A + œ)~1. Alors
Yp=p~x Z et X—{Z~p Yp) u {p} sont des parties préfixes. De plus, si Z est
préfixe-maximale, il en est de même de Yp et de X.

L'auteur remercie Monsieur le Professeur D. Perrin dont la direction et les
encouragements constants ont créés d'excellentes conditions de cette étude.
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