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TRANSDUCTIONS RATIONNELLES
DECROISSANTES (*)

par Jeannine LEGuyY (')

Communiqué par J. BERSTEL

Abstract. — A characterization of decreasing rational transductions is given. We show that t is a
decreasing rational transduction from X* into Y* if and only if there exist an alphabet Z, two
alphabetic morphisms h: Z* — X*,g:Z* — Y * with h ¢- free and a regular language R < Z* such that
t=go(nR)oh™".

Résumé. — Nous proposons une caractérisation des transductions rationnelles décroissantes. Nous
montrons que T est une transduction rationnelle décroissante de X* dans Y * si et seulement si il existe
un alphabet Z, deux homomorphismes alphabétiques h de Z* — X*, g de Z* — Y *, h strictement
alphabétique et un langage régulier R< Z* tels que t=go(n R)oh™ ',

I. INTRODUCTION

La notion de transduction rationnelle, outil important en théorie des
langages, a été dégagée des 1965 par Elgot et Mezei [4]. L’équivalence entre
transduction rationnelle d’une part et homomorphisme, homomorphisme
inverse, intersection avec un langage rationnel d’autre part a été montré par
Nivat [5] en 1968; ce résultat est a 'origine d’un grand nombre de travaux. Une
synthése des résultats concernant tant ’outil que ses applications a la théorie des
langages a été réalisée par Berstel [1].

Comment une propriété sur une transduction rationnelle va-t-elle étre
répercutée dans sa caractérisation en terme de bimorphisme et réciproquement ?
De telles études ont déja été réalisées par Boasson et Nivat [2] pour les
transductions rationnelles fidéles ou d’image finie, par Eilenberg [3] pour les
transductions rationnelles conservant les longueurs. Le travail que nous
présentons ici, s’inscrit dans cette problématique et permet d’apporter une
caractérisation des transductions rationnelles décroissantes : une transduction
rationnelle est dite décroissante si, pour tout mot, la longueur d’un élément
quelconque de son image par cette transduction est inférieure ou égale a la
longueur de ce dernier. Nous montrons que T est une transduction rationnelle

(*) Regu juin 1979, révisé décembre 1979.
(') Université de Lille-I, UER. d’LE.E.A., Service Informatique, 59655 Villeneuve-d’Ascq,
France.
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142 J. LEGUY

décroissante de X* dans Y * si et seulement si elle peut étre mise sous la forme
t=g 'o(n R)oh™! ol R est un langage rationnel défini sur un alphabet Z, h un
homomorphisme strictement alphabétique de Z* dans X* et g un
homomorphisme de Z* dans Y *. Notons que cette caractérisation nous permet
de retrouver immédiatement, comme cas particulier, le résultat d’Eilenberg cité
plus haut et aussi, par symétrie, de caractériser les transductions rationnelles
croissantes.

II. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Soit X un alphabet, on désigne par X* le monoide libre engendré par X et par
€ I’élément neutre de ce mono’idé. La longueur 1(w) d’un mot w est le nombre de
lettres composant le mot w. Rat(X*) denote I’ensemble des langages rationnels
de X*. Soit L un langage défini sur I’alphabet X, F (L), FG(L) et FD(L) sont
respectivement I’ensemble des facteurs, des facteurs gauches et des facteurs droits
de mots de L :

F(L)={weX*/3x, ye X* et xwye L},
FG(L)={weX*/3yeX* et wyel},

FD(L)={weX*/3yeX* et yweL}.

Etant donnés deux alphabets X et Y, une transductiont de X* dans Y * est une
application de X* dans 2 (Y *) (’ensemble des parties de Y *). Le graphe de 1 est
I’ensemble :

T={(x, y)eX*x Y*/xeX* et yet(x)},

nous noterons 1~ ! la transduction de Y * dans 2 (X*) définie par :
T y)={xe X*/(x, y)et},
le graphe de 17! est I’ensemble :
TTV={(y, x)e Y*x X*/(x, y)e1}.

Une transduction t sera dite :

— rationnelle si et seulement si T est une partie rationnelle de X* x Y *;

— décroissante (resp. conservant les longueurs, croissante) si et seulement si
pour tout élément y de T(x), [(x)=1(y) [resp. [(x)=I(y), [(x)=1(y)].
Evidemment, T est décroissante si et seulement si 7! est croissante.

Si X et Y sont disjoints, nous notons Iy et IT, les projections respectives de
(X v Y)* dans X* et Y* nous définissons pour tout mot w de (X u Y)*,
ly(w)=1(I1x (w)) et Iy(w)=1(I1y(w)).
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TRANSDUCTIONS RATIONNELLES DECROISSANTES 143

Un transducteur séquentiel T est un 6-uple (X, A, @, go, 0, A) ot T est un
alphabet d’entrée, A un alphabet de sortie, Q est un ensemble fini d’états, g, un
élément particulier de Q appelé état initial, § et A sont deux fonctions partielles :

d: OxX-Q et Al QXIT— A*
que I'on étend & Q x * en posant, pour tout mot f de *, pour toute lettre x
de X : . .
8(g,€)=¢q;  d(q, [x)=8(@(q, f), x);
Mg, e)=¢;  Alg, fx)=A(g, /ILB(q, [), x),

S est la fonction de transition de T, A sa fonction de sortie (cf. Eilenberg [3]).

Introduite en 1977 par Schiitzenberger [6], la notion de transducteur sous-
séquentiel est utilisée dans ce travail; un transducteur sous-séquentiel est un
couple (7, s) formé d’un transducteur séquentiel 7 défini comme ci-dessus et
d’une fonction partielle s de Q dans A*.

Une application y est sous-séquentielle s’il existe un transducteur sous-
séquentiel qui la réalise, c’est-a-dire telle que pour tout mot w de X*,
Y (w)=2A(qo, w)s(8(qo, w)).

Un homomorphisme & de X* dans Y* est dit alphabétique (resp. strictement
alphabétique) si et seulement si h(X)c Y U {€} [resp. h(X)<=Y].

Une caractérisation des transductions rationnelles est donnée par le théoréme
de Nivat : ,

THEOREME 1 [S). — Une transduction t de X* dans Y * est rationnelle si et
seulement si il existe un alphabet Z, un langage rationnel RS Z* et deux
homomorphismes (alphabetiques) h et g respectivement de Z* dans X* et Y *

tels que : -
1={(h(w), g(w))/weR},
ce qui s’écrit également en utilisant les notations d’Eilenberg [3] :
| t=ge(AR)oh™ 1,
Ainsi, T admet la factorisation que voici :
7 ! AR g
X*>Z¥ >Z* > Y*

Une variante de ce théoréme, due a Eilenberg [3], sera utilisée dans la suite de
ce travail :

THEOREME 2 [3]. — Soient X et Y deux alphabets disjoints, une transduction de

X* dans Y * est rationnelle si et seulement si il existe un langage rationnel
RS(X U Y)* tel que :
T={([x(w), y(w))/weR},

ou encore t=Tlyo(N R)oTI5?.
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144 J. LEGUY

C’est essentiellement cette forme que nous utiliserons; pour simplifier nous
appelons cette factorisation de T forme normale de 7.

III. RESULTATS

Le résultat principal que nous allons montrer est le suivant :

THEOREME 3. — Une transduction rationnelle t de X* dans Y * est décroissante
si et seulement si il existe un langage rationnel RS Z*, deux homomorphismes
alphabétiques het g, hde Z* dans X*, g de Z* dans Y*, h strictement alphabétique
tels que T=go(N R)oh™ 1.

Notons qu’une autre formulation en terme monoide est possible. Si M
représente le monoide {(u, v)e X* x Y */I(u)21(v)} alors :

THEOREME 4. — Rat(X* x Y *)~ M =Rat(M).
De ce théoréme on déduit facilement le résultat suivant, di a Eilenberg :

THEOREME 5 [3]. — Une transduction rationnelle T de X* dans Y * conserve les
longueurs si et seulement si il existe un alphabet Z, un langage rationnel R< Z*,
deux homomorphismes h et g strictement alphabétiques respectivement de Z*
dans X* et Y* tels que t=go(n R)oh™ 1.

En effet, si on suppose que T conserve les longueurs, T est décroissante, son
graphe peut donc se mettre sous la forme 'E-—-{(h (w), g(w))/weR} ol h est
strictement alphabétique et g alphabétique. Mais alors, pour tout mot w de R,
l(w)=1(h(w))=1(g (w)) ou encore, puisque g est alphabétique, pour toute lettre
de Z, l(g(z))=I(h(z))=1. O

IV. PREUVE

Nous supposerons, sans nuire a la généralité de la démonstration, que X et ¥
sont des alphabets disjoints. Afin de démontrer le théoréme 3 nous considérons
la propriété (P) suivante, qui s’avére étre essentielle :

DEFINITION 6. — Une partie R de (X U Y)* vérifie (P) si et seulement si il existe
un entier k>0 tel que, pour tout w de F(R) on ait ly(w)<Ix(w)+k.

Notons que si T=IIyo(n R)oIlx! est une transduction rationnelle en forme
normale alors T est décroissante si et seulement si, pour tout mot w de R,

Iy(w)=1ly(w). Nous pouvons alors énoncer le lemme de base de la
démonstration :

LEMME 7. — Si R < (X v Y)* est un langage rationnel et si ly (w)= 1y (w) pour
tout mot w de R, alors R vérifie la propriété (P).

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



TRANSDUCTIONS RATIONNELLES DECROISSANTES 145

Démonstration. — Soit k le nombre d’états de 'automate minimal qui
reconnait R et supposons, en raisonnant par 1’absurde, que I’on puisse trouver
un élément w de F(R) vérifiant I'inégalitél, (w)>Ily (w)+k. Il existe x et y,
éléments de (X U Y )* tels que xwy appartienne a R. Le mot w peut se mettre sous
la forme w=w,w; . ..w, ou, pour tout i de [1, k], I, (w;)> Iy (w;)+1 et wy=E¢.
Comme [(w)>k, il existe i et je[0, k] tels que :

XWo .o Wi(Wigy .- W) Wjgy ... wyER.
Posons :
=1y (xwy)—ly(xwy);
par hypothese I=1. Mais le mot :
w=xwp ... w;(Wisy ... w) P wip, .. wyeR
et vérifie Iy (w')—1y(w')<0 ce qui est contraire & I’hypothése. [
Nous déduisons immédiatement :

CoRrOLLAIRE 8. — Si t=Ilyo(nR)oIl, est une transduction rationnelle
décroissante en forme normale alors R vérifie (P).

Soient Z=Xx(Yu{a}) ou a¢XuUY, o et B les deux morphlsmes
alphabétiques de Z* dans X* et Y * respectivement, définis pour tout couple
(x, v) de Z par :

a(x, v)=x et B(x, v)={ y

si v=y€eY,
€ siv=a.

Notons que o est strictement alphabétique.

LEMME 9. — Soit Rc(X U Y)* un langage rationnel tel que pour tout mot w de
R Iy (w)=1y (w). 1l existe une application sous séquentielle y de (X v Y )* dans
Z* telle que :

Iy (w)=ooy(w),
Iy(w)=Boyw).

Démonstration. — Avant de donner la preuve formelle, donnons I'idée qui
nous a conduit a cette preuve et dont ’essentiel est la construction d’un
transducteur sous-séquentiel 7. Un mot de R ayant plus de lettres dans X que de
lettres dans Y, a toute lettre de X on associe une lettre de Y. Le transducteur aura
pour mission de construire des paires constituées d’une lettre dans X et d’une
lettre dans Y, plus, éventuellement, un excédent en lettres de X . Le transducteur
séquentiel a construire lit le mot w de la gauche vers la droite. Afin de rendre son
comportement plus clair, nous considérons, dans une premiére approche, qu’il
travaille sur deux files, une X-file (ne contenant que des lettres de X ) et une Y-file
(ne contenant que des lettres de Y). Chaque lettre lue va étre rangée dans la file
correspondaﬁte et si les deux files sont non vides, les premiers éléments de
chacune des deux files sont groupés par paire émise en sortie.

pour tout mot w de R {
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146 J. LEGUY

Pour qu’un transducteur rationnel puisse réaliser ce travail, il convient que la
taille des files soit bornée par un nombre indépendant du mot en traitement. On
pourra alors simuler les files & 'aide des états du transducteur.

Le langage rationnel R, d’aprés le lemme 7, vérifie la propriété (P) ce qui nous
assure que la taille maximale de la Y-file est k o k est I’entier du lemme 7. Par
contre, nous n’avons aucune garantie quant a la taille de la X-file. Aussi
décidons-nous que, dés que la taille de la X -file atteint k, le premier élément de la
X -file soit sorti pour former une paire avec le symbole spécial « a ». La taille
maximale de la X-file sera donc de k.

A la fin de la lecture de w, seule la X-file peut ne pas étre vide. Elle sera alors
vidée en regroupant ses éléments avec le symbole spécial « a ».
Le transducteur 7 est défini par :
T=(XZ, A, Q, (g, £), 3, A),
ou : ,
— X=XuYest l’alphabet d’entrée;
— A=Xx(Y U {a}) est I'alphabet de sortie;

k k
- Q0= (( U Xi> X {e})u ({e} X ( U Yi>> est ’ensemble des états.
i=0 i=0

Les états de Q sont donc de la forme (u, g)avecue X*etl(u)<kou (e, v)avec
veY*etl(v)sk: '

—~ (g, €) est I’état initial,

— 6 et A applications partielles de Q@ x Z* dans Q et A* sont respectivement
les fonctions de transition et de sortie définies par :

Etat Lettre lue A ]
(8’ 5) xeY £ (x, g)
© ¢) yeY e & y)
Rangement
(u, €) dans
ou [{u)<k xeX € (ux, €) les « files »
(e, v)
ol l(v)<k yeY € (&, vy)
Sortie
(u, ) du premier
)=k xeY (x';a) | (u'x,¢€) de la file avec a,
u=x'u" et x'eX entrée
du dernier lu
u=x'u'(u’eet) x'eX yey x5y (', &)
On « vide »
(g, v) , ,
v=y'v’ et yeY xeX (x,y) | (&)
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La fonction partielle s de @ dans Z* est définie par :
VYu=u,...u,eX* avec Vie[l, n] u;eX,

s(u, 8).=(ula a) e (un’ a)a

I’application sous-séquentielle v recherchée est réalisée par le transducteur sous-
séquentiel (7, s).

Pour montrer les relations entre Iy, a, y et I1, B, y nous avons besoin du
lemme suivant :

LEMME 10. — Pour tout mot w de FG(R), il existe un état (u, v) de Q vérifiant :
HX (W)=(X0 )\.((E, 8)1 w)“;
HY(w)=ﬁ°)\'((8’ 8), W)v,
) Ssup {ly(w')—Ix(w')/w' e FD (w)}

et pour tout w'’ tel que ww" eR I(v)=I(w").

La démonstration se fait par induction sur la longueur des facteurs gauches
de R. Eneffet les relations sont manifestement vraies pour les facteurs gauches de
longueur 1, si on les suppose vraies pour les facteurs gauches de longueur n, on
montre que cette propriété est conservée apres la lecture d’une lettre z en étudiant
les sept possibilités du tableau, ce qui est fastidieux mais ne présente pas de
difficultés majeures. L’appartenance de (u, v) & Q est garantie par la troisiéme
relation et le lemme 7.

En particulier si weR, il existe (u, v)e Q tel que :

Hyx(w)=0ehr((e, €), wyu=aoy(w)
et
HY(w):BO}"((E’ 8)’ w)v,

mais alors v=¢ ce qui implique :

My(w)=Boy(w). O

Preuve du théoréme 3. — La condition est suffisante, réciproquement soit T une
transduction rationnelle décroissante de X* dans Y *. On peut, sans nuire a la
généralité de la démonstration, supposer que X et Y sont des alphabets disjoints.
T s’écrit, en forme normale, T=IIyo(n R)oIlx! mais alors R vérifie (P)
{corollaire 8), on peut appliquer le lemme 9 ce qui permet d’écrire T sous la forme
t=Bo(NnY(R))oa™ ! ol a et B sont des homomorphismes alphabétiques et a est
strictement alphabétique. [J
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148 J. LEGUY

La construction utilisée dans le lemme 9 peut directement étre faite sur la
premiére factorisation de t=go(nR)oh™!; il suffit pour cela de définir
I’homomorphisme 6 par : '

si RcZ*, VzeZ, 0(z)=h(z)g(2),

ce qui conduit au résultat suivant :

COROLLAIRE 11. — Sit=go(n R)oh™! est une transduction décroissante de X *
dans Y*, il existe une application sous-séquentielle y, un homomorphisme
strictement alphabétique h', un homomorphisme alphabétique g’ tels que :

T=g"o(NY(R))oh' ™.

Puisque T est croissante si et seulement si T~ * est décroissante, le théoréme 3
nous permet d’avoir une caractérisation des transductions rationnelles
croissantes.
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