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UNE GENERALISATION DE LA THEORIE
DES TYPES EN A-CALCUL (II) (7)

par Patrick SaLLe (%)

Communiqué par J.-F. PERROT

Avertissement. — Nous donnons ici la seconde partie de 'article « Une généralisation de la théorie
des types en X-calcul » dont la premiére partie a paru dans cette méme revue, dans le numéro précédant
celui-ci. Les références bibliographiques renvoient d la liste de la premiére partie.

Résumé. — Nous décrivons une généralisation de la théorie des types de Curry qui étend affectation
de type a I’ensemble du h-calcul. Dans cette théorie deux expressions B-m| convertibles ont le méme
ensemble de types et une expression typée posséde suivant la valeur de son (ypc e jorme normale ou
une forme normale gauche (2° partie).

Abstract. — We describe a generalization of Curry’s type theory which extends type assignment to
the whole A-calculus. In our theory, two expressions that are B-n-convertible have the same set of
types and a typed expression has a normal form or a head normal form according to the value of its type.

9. EXTENSION DE LA THEORIE DES TYPES

Nous présentons ’ensemble des types T’ et sa structure puis les modifications
apportées aux regles d’affectations.

9.1. Ensemble des types

11 est défini a partir des types de base et des opérations de composition et de
construction de séquences.

DermviTIoN 12 @ T est le plus petit ensemble défini par :

— 0, 1, @ appartiennent a T';

— sicy,...,0,,1eT alors [G4, ..., c,]teT".

o, ..., 0,]est dppelée une séquence et posséde les propriétés d’un ensemble
mathématique id est I'indépendance par rapport a I'ordre d’écriture de ses
¢léments et au nombre de représentants d’un méme élément.

(*) Regu juin 1978, révisé octobre 1979.
(*) Laboratoire Langages et Systémes Informatiques, Université Paul-Sabatier, 31077 Toulouse
Cedex.
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302 P. SALLE

Exemple 14 : [0][0, 1, 0]0 et [w][1, 0]0 sont deux écritures du méme type.
Nous introduisons les trois axiomes d’équivalence :

Al : [1]0=0;
A7 :[0]1=1;
Al : [tlo=wm ou 7 est une abréviation pour T, ..., T,.

La justification sémantique de ces axiomes est la méme que celle de
Ap, Ay, A,. De méme les propriétés (P1), (P2), la définition de la longueur d’un
type || || et la propriété (P4) restent valables. (P3) devient (P'3) VteT’, Vn,
31y, ..., T,_1 séquences et 1, T’ tels que

t=[t,]. ... [tooilta

Nous définissons des ordres partiels [ et < entre types et séquences par :

- o0

— [oy, ..., 0,.0S[T1, - - -5 T,a] 1 €t seulement si
Vi(l<ign), JFj1=ZjEm) tel que o[ 1;;

— [ty oo s Tl Tmer Loy, -+ -5 0,] 0,44 S et seulement si

Tm+1;0n+l et [01’ R Gn]g[Tl: ""Tm]-

On montre que les propriétés (P5) a (P8) sur la décidabilité des relations et la
structure de treillis de I’ensemble des types restent vraies.

9.2. Régles d’affectation

Une base 4 est un ensemble d’affectations de la forme o x ou x est une variable

et o est un type [ 1. Plusieurs types peuvent étre affectés a la méme variable. Si
6=0,, ..., G, alors o x est une abréviation pour 6;Xx, G, X, ..., G,X. Le
systéme d’affectation se déduit du systéme décrit au paragraphe 3 de la maniére
suivante :

— Taxiome A, et les régles R, et R; sont inchangées;
— les regles R, et R, sont remplacées par :

Régle R, :Si B+ [c]tX ou 6=0,,...,6, et si
Vi(l£iZn), #to,;Y alors BH1(XY).
Régle R, :Si#,c x -1 X etsix n’apparait pas dans 4 alors [c] T (L x. X).

Nous introduisons également la notion de base étendue et les remarques du
paragraphe 3 restent valables quant a leur signification.
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UNE GENERALISATION DE LA THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 303

Exemple 15 : L’expression (A x.((x K)a(AA)){x(KI)(AA)a)) I de I'exemple 11

qui n’avait pas de type a un type _1 0 dans la théorie étendue dont nous donnons
une déduction en annexe.

9.3. Propriétés de Paffectation

Nous montrons ici I'invariance de ’ensemble des types d’une A-expression par
a-B-n conversion. Cette propriété est vraie quelle que soit la base par rapport a
laquelle les types sont définis. Auparavant nous énongons un théoréme qui
montre que les sous expressions d’une expression typée ont également un type.

PROPOSITION 9 : Soit F une h-expression différente d’une simple variable et telle
que B+ F alors :

— si F=XY alors il existe une séquence 6=64, ..., G,, telle que
Br[cltX et #Blro,Y, Vi,i=1, n;

— si F=AXx.Y alors t1=[c]p et #, cxt p Y ou x n’apparait pas dans %.

La preuve de cette proposition s’obtient facilement a partir de celle de la
proposition 1.

LemMmE 10 : Si R est un B-radical qui se réduit en R’ alors

BHTR <= BFH1IR.

Condition suffisante :

R=(Ax.X)Y et daprés la proposition 9 Io=o0,,...,0, telle que
Br[o]thx.X, Bo,Y, Vi=1, n et x n'apparait pas dans %. D’aprés la
proposition 9 également on peut écrire que %, cx—1tX. Or R'=[Y/x] X et
pour montrer que #Ht[Y/x] X il suffit de remplacer dans la preuve de 4,
6 x 1t X les occurrences de o; x (qui ne sont pas dans £) par les déductions de
Ao, Y quel que soit i, 1<i<n.

Condition suffisante :

R=(Ax.X)Y et deux cas se produisent suivant que x a au moins une
occurrence dans X ou non.

— Sioui Yestun sous terme propre de R'. Si Y apparait n fois dans R” dansla
déduction de %+ tR’ chaque occurrence de Y fait I'objet d’une déduction
A+ o;Yavec1<i<n. En posant =64, ..., G, pour obtenir #, c x —1 X il
suffit de remplacer les déductions de 4 - o, Y par les affectations o;x. Par la
régle R; on obtient ZHt(Ax.X)Y.

— Si Y ne figure pas comme sous terme propre de R’ c’est que
(Ax.X)YD> X=R’ cest-a-dire que x ne figure pas comme variable libre
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304 P. SALLE

dans X. Comme £ I 1 X on peut aussi écrire 4, o x -1 X quel que soit ¢. On
en déduit que ZH[w]t(Ax.X)etque ZHT(Ax.X)Y.

ProrosiTioN 10 : Si X et X' sont deux expressions B-convertibles elles ont le
méme ensemble de types.

La preuve s’obtient en itérant 1’application du lemme 10.

TuEOREME 4 : Si X et X' sont deux expressions a-B-m) convertibles alors elles
ont le méme ensemble de types.

11 suffit en fait de montrer que si R est un n-radical et R’ son radical réduit
(R[>R") alors Z-TR<%+1R'.

n

Condition nécessaire :

R=Ax.(Mx) et x n’apparait pas dans M. Par la proposition 9 1=[c]p et
4, o x - p(M x). Une deuxiéme application de cette proposition permet d’écrire
qu’il existe ¢’ telle que &, cxH[c']p M et &, 6 xF c’x. On en déduit que
c’'cc. Comme x n’apparait pas dans M, o x est inutile dans la déduction de
[c1p M d’ot B+ [c'] p M et par larégle R; # - [c] p M puisque [6] p [ [c'] p.

Condition suffisante :

R’'=M et x n’est pas variable libre de M. On a &+ 1M et I'on peut écrire
B,cxH1M,Vo. Or 1 peut se mettre sous la forme t=[c]p. On en déduit
d’aprés R que #, o x+ p M x et par R, que B+ [c]p(Ax.(M x)).

Nous montrons également en Annexe II que la suppression des régles R; et R,
du systéme de déduction permet également de déduire des ensembles de types qui
se conservent par a-B-n conversion. Ce résultat permet de montrer par un autre
argument dans [17] que la théorie ainsi obtenue est équivalente a celle présentée
dans cet article.

9.4. Propriétés des A-expressions typées

Nous montrons tout d’abord que toute expression ayant un type distinct de @
a une forme normale gauche. Auparavant nous donnons la définition suivante :

DermniTioN 11 : Nous appellerons nombre de séquences d’un type t, notée
lIItill, le nombre de séquences de ce type comportant plus d’un élément.

Remarque : Etant données les propriétés des séquences on peut toujours pour
une expression donnée se limiter sans nuire a la généralité a ’ensemble des types
de cette expression tel que, si x apparait exactement n fois dans I’expression son
type est une séquence de n éléments. En effet s’il y a plus de n €léments certains ne
sont pas utilisés dans la déduction du type, s’il y a moins de n éléments on peut
dupliquer les éléments qui sont utilisés plusieurs fois.

R.A.L.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



UNE GENERALISATION DE LA THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 305

LemME 11 : Si F et X sont deux formes normales gauches qui vérifient la
condition (1) et si dans une base &, & —1FX, 1# o alors FX posséde une forme
normale gauche.

Par la proposition 9 3o=0y,...,0, telle que £+[c]tF et &+o0,;X, Vi,
i=1,n.

SiF=zG,.....G,alors F est une forme normale gauche vérifiant (1) ainsi
que FX. Sinon F=Ax.F’ et la preuve du lemme se fait par récurrence sur r le
nombre maximal de séquences présentes dans le type d’une sous-expression
quelconque de F et de X.

Premiére étape : r=0, le type de FX a été calculé sans séquences, il s’agit donc
d’un type au sens de la théorie non étendue et par le théoréme 2 FX a une forme
normale gauche vérifiant (1).

Deuxiéme étape : Supposons le résultat vrai pour toutr,r < net montrons qu’il
est vrai pour r=n. Deux cas seront envisagés suivant le nombre m d’¢léments
de o.

Cas1:m>1.
G=G4, ..., 0,e¢tilyamoccurrences de la variable x dans F'.

Remplagons chaque occurrence de x par un x; distinct avec 1 Si<met soit F
I’expression ainsi obtenue a partir de F’. Les deux expressions (Ax.F") X et
(Axy...x,. Fo) X...X se réduisent a la méme expression. On prouve
successivement que (Ax; ... Ax,.F; ;)X seréduitenAx;4y ... AXx,.F;ouF;
est une forme normale gauche vérifiant (1) quel que soiti. En effet
Erlo]lois] - [Om]Ax; .. Axm. Fiy, 60X, ||[0:] ... [oL]T]ll <net
on applique I’hypothése de récurrence.

Cas 2 : m=1, 6 =0 et deux cas se présentent suivant que :

— il n’existe pas d’occurrence de x dans F'.

(Ax.F)X D> F' de type t#® qui est en forme normale gauche de par la
condition (1);

— il existe exactement une occurrence de x dans F' et soit
F'=Ay;...Ahy,.zG, ... G,. Nous considérerons les deux cas suivants.

a) z=x. Il suffit de prouver que XG, ... G, a une forme normale gauche
vérifiant (1). Or X estde type c=[v,]...[v,J¥ et & v;G;,V;, LSisqetV)
tel que v;;ev;. Comme |[|o ||| £n on fait une récurrence sur |[c||.

Premiére étape : || o || =1, o est un type atomique qui ne peut étre que O ou 1.
Danscecas X, G,, ..., G,sont des formes normales gauches ayant également
le type 0 ou 1. Il en est de méme de toutes leurs sous-expressions et aucune
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306 P. SALLE

séquence n’est présente dans le type d’aucune sous-expression. D’aprés le
théoréme 2 FX a une forme normale gauche qui vérifie (1).

Deuxiéme étape : Supposons la propriété Vp telle que |lpli<|loll et
considérons XG,. Si v, est réellement une séquence on est replacé dans les
conditions initiales du lemme dans le cas 1 avec ||| o ||| £n. Dans ce cas il a été
prouvé que X G, a une forme normale qui vérifie (1). Siv, n’est pas une séquence
alors v;=v; et|{vy;|| < |lo||. Par hypothése de récurrence XG, a une forme
normale gauche qui vérifie (1). En recommencant g fois ce raisonnement on
montre que : XG; ... G, a une forme normale gauche qui vérifie (1).

b) z#£x. Dans ce cas (Ax.F')X se réduit a la forme normale gauche
Ayi...y,.2G1 ... Gy ou G;=[X/x]G;. Or il n’existe qu’une occurrence de x
dans F et donc il existe j, 1<j<qtel que G;#G; et que G{ =G, V,;#j qui sont
des expressions vérifiant (1). Les seules sous-expressions de G; qui nous
intéressent sont celles qui possédent un type distinct de @ et qui d’apreés (1) sont
en forme normale gauche. D’autre part seule celle qui contient la variable x si elle
existe a ¢ét¢ modifiée par la réduction. Elle est alors de la forme
Azy... Az XH, ... H,ou X estdetype c. Par une démonstration semblable
a celle du cas a) on montre que cette expression a une forme normale gauche qui
vérifie (1) ainsi donc que toutes les sous-expressions de G ; ayant un type différent
de .

LeEMME 12 : Toute forme normale gauche a un type distinct de © dans une base
étandue &.

SiF=Axy...Ax,.2Gy ... G, il suffit d’affecter a z un type [0] . ... . [o]1,

T#®.

THEOREME 5 : Si X est une expression quelconque et si & =1 X pour une base
étendue & et un type t distinct de o alors X se réduit a une forme normale gauche
qui vérifie la condition (1).

La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoreme 2.

Nous montrons également que toute expression ayant le type 0 a une forme
normale. Auparavant nous montrons le lemme suivant.

LemME 13 : Si N et X sont deux expressions vérifiant les conditions (1) et (2) et si
A 1(NX) avec © 10 alors NX a une forme normale.

D’aprés la proposition 9 si #+1{NX) alors 36=0,, ..., o, telle que
Br[c]tN et BHo,X,Vi,i=1, n. Deux cas se présentent :

— N n’apasd’abstractionsinitiales. NX=zN, ... N,, X et z variable libre a
un type ¥ [ 1 dans 4. On en déduit que Ny, ..., N,, X ont un-type _]0 et
d’aprés (2) elles sont en forme normale ainsi que NX;

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



UNE GENERALISATION DE LA THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 307

— N=Lx.N’. Nous ferons une récurrence sur r le nombre maximal de
séquences présentes dans le type de ’une quelconque des sous-expressions de N
et de X.

Premiére étape : r=0. Le type de NX a été calculé sans séquences et d’apres
la proposition 7 NX a une forme normale.

Deuxiéme étape : Supposons le résultat vrai quel que soit r <n et montrons le
pour r=n.

On distinguera deux cas suivant le nombre d’éléments p de la séquence o.

Cas1:p>1.

Il y a p occurrences de la variable x dans N’ qui ont chacune un type ;.
Remplagons chacune de ces occurrences par un x; distinct avec 1<i<p et x;
correspond a 'occurrence qui a le type ;. Soit N, 'expression ainsi obtenue
a partir de N, (Ax; ... Ax,.Nog)X.....X et Ax.N')X se réduisent a
la méme expression. Or &+H[o,]...[oJt(Ax;...Ax,.No)X ... X et
o, X. Comme |||[c,]...[0c,]t|ll<n, par hypothése de récurrence
(Axy...hx,.No) X seréduitenrx,.....Ax,.N,;detype[c,]...[c,]Tqui
vérifie (1) d’aprés le théoréme 1. D’autre part la variable x, existe en une seule
occurrence et est variable de téte d’une sous-expression H=x,G; ... G,.
Toutes les autres sous-expressions vérifient (2) et il existe une déduction de
#B'+=YH avec 6=[v,]...[v,]¥ et #' 2%4. Comme [|¥][|| < ||c|l| Sn onen
déduit que H vérifie (2) ainsi que toutes les sous-expressions de N;. En
recommengant p fois ce raisonnement on en déduit que NX se réduit en N , de

type T ] 0 qui vérifie (2) et qui est donc en forme normale.

Cas 2 : p=1, c=oc et nous distinguerons selon que :

— il n’existe pas d’occurrence de x dans N'.

(Ax.N") X [>N"'de type t 710 qui vérifie (2) et qui est donc en forme normale;

— il existe exactement une occurrence de x dans N'.

Il suffit de prouver que toutes les sous-expressions de N’ se réduisent a une
expression vérifiant (1) et (2). Si x est variable de téte d’une expression ayant un
type distinct de o alors celle-ci est en forme normale gauche et soit
H=Ly,...y,.xG, ... G cetteexpression. Siellen’a un type que par rapport a
une base étendue alors elle se réduit 4 une forme normale gauche vérifiant (1).
Sinon IB'2%# telle que %, o,-uH et pn_]0 alors d’apres
R,, B-p(hy,...Ay,.XG,...G,). On en déduit que u=[pl].....[ps]V,
[pilC 1, Yi=1,s, ¥ JO et que c=[v,]...[v,] V. Il suffit de montrer que
XGy ...G,detype ¥ J0auneforme normale gauche. Comme ||| ¢ ||| £ n on fait
une récurrence sur || o ||.
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308 P. SALLE

Premiére étape : || o ||=0. Dans ce cas X, G ... G,ont un type atomique 0 ou
1 ainsi que toutes leurs sous-expressions et on applique le théoréme 9.

Deuxiéme étape : Supposons la propriété vraie V p, || pl| <]l c||.

Dans ce cas on montre que XG,, XG, G,, ..., XG, ... G, se réduisent
successivementen X ;, X ,, ..., X,qui vérifient les propriétés (1) et (2). X, ayant
un type ¥ 7] 0 est alors en forme normale. Pour cela on remarque que si v, est
réellement une séquence on est replacé dans les conditions initiales du théoréme
danslecas1avec||| o ||| £net que danscecas XG, seréduiten X ; qui vérifient (1)
et(2). Sinon v, n’a qu’un seul élément soit v, et|| vy || <|| o ||. Par hypothése de
récurrence X ; vérifie (1) et (2). On peut recommencer ¢ fois ce raisonnement.

THEOREME 6 : Si X est une expression quelconque et si % -t X avec t _] 0 alors
X a une forme normale.
La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoréme 3.

A partir des théorémes 5 et 6 et du lemme 12 on déduit un théoréme qui résume
I’ensemble des propriétés de la théorie étendue.

TutorEME 7 : Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— une expression quelconque X a une forme normale (respectivement forme
normale gauche);

— il existe une base % (respectivement une base étendue &) et un typet,t 0
(respectivement 1+# ®) tels que B+ 1 X (respectivement & =1 X).

La preuve est évidente puisque deux expressions a-B-n convertibles ont le
méme ensemble de types, que toute forme normale a le type O et que toute forme
normale a un type distinct de ®.

La théorie étendue permet de donner un type significatif a toute expression qui
n’est pas un terme non résoluble [1], id est & la représentation de tout programme
qui calcule effectivement quelque chose. Si on applique cette théorie a Y
I’ensemble des types que 1’on peut affecter & Y est d’apres le théoréme 4
I’ensemble des types que I’on peut affecter aux expressions de la forme

M (Ax.f(xx)) Ax.f(xx))...),

obtenues par réductions successives de Y. C’est I’ensemble des types de la forme
lw] Ty, [Tl T2, oo os [T Thetd Tovt> T: J 6, Vi=1,n. On en déduit une
condition nécessaire et suffisante sur le type de F pour que YFX ait une forme
normale :

— F doit avoir les types [®] T, ..., [t;] Tos1, T J 75, Vi=1, 15

— sicoX alors 1,4, =[c]tet 1 JO.

R.ALR.O. Informatiqué théorique/Theoretical Informatics



UNE GENERALISATION DE LA THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 309

ANNEXE I

Déduction d’un type de X =(A x.((xK) a(AA)) (x(KI)(AA) a)) I :
K=Axhy.x, Ki=ixAy.y,

&={10] [0]0] [0] [w] Ox, 1a} 23> %X70X p,

0y.
OxH[w]0 y.x Ra

& +110] [0]0] [0] [o] Ox H[0] [@]O AxAy.x Re

& 0] [0] 0(xK), & +0a Ri Re

EF[0]0(xK)a), &+ o(AA)
& - 0(xKa(AA)
&' ={llw] (1]1] [@][1] 1x, la}

on déduit de la méme fagon :
&'+ 1(x(KI) (AA)a),
E'"=6"V&
&+ 0(xKa(AA), &'+ 1(x(KI) (AA) a) Re

8" +0(xKa(AA)) (x(KI) (AA)a) Ra

Lat=({[0] [@] 0] [0] [@] O], [[o] [1]1] [@] [1]1] O (Ax.((xK) a(AA)) (x (KI) (AA)a)).

Comme on peut déduire +[c]ol,Voona:
(0] [0] O] [0] [@]O1 et [[w] [1]1] [e] [1] 11,
d’ou lat0X.

ANNEXE 11

Dans cette annexe nous considérons la théorie de types construite sur
Pensemble 7' en utilisant I’axiome A, et les régles de déduction R; et R
(suppression des régles R; et R,). Nous noterons -t M la déduction du type t
pour 'expression M dans cette théorie et nous montrons que deux expressions

B-n-convertibles ont alors deux ensembles de types égaux modulo 1’application

vol. 14, n°3, 1980



310 P. SALLE

des axiomes A et 47. Les preuves concernant les propriétés de normalisation
dans cette théorie sont données dans [17]. Nous montrons tout d’abord que :

PRrOPOSITION A : Si M = p N alors B1—1 M si et seulement si
ABF1N.
L’examen du lemme 10 et de la proposition 10 suffit pour voir que la preuve est
identique.

Il reste 2 montrer la propriété dans le cas de n-conversion et tout d’abord sur
les B-Q-formes normales. Nous dirons que deux bases 4 et 4’ sont égales,
B=R',siVo, xeB il existe 6'=0 tel que ' xR’

LemMME A : Soient X et X' deux B-Q-formes normales n-convertibles, alors si
Br-1X il existe B' =R et 1" =1 tels que B'F-1' X .

La démonstration se fait par double récurrence sur | X | et sur p le nombre de
m-conversions nécessaires pour passer de X 4 X °.

Premiére étape : | X |=1. Deux cas se présentent :

- X=X'=Q. X et X' n’ont que le type w;

- X=y.

1) p=1, X'=\x.yx, B={ty} et BF-1y:

o) si 1=[c]p on peut déduire B, cxFpy et BH[c]p Ax.yx;

B) si||t]|=1 nous considérerons le cas t=0. Alors il existe #'= { [110 y} tel
que B', 1x+0 yx et B'F[1]10 Ax.yx. Or B=2%" et 0=[1]0. Démonstration
identique pour 1=1.

2) Supposons la propriété vraie pour |[p||<k et montrons la pour k
X'=rAxy..x,.yX}... X, avec X=X, V¥, =1,n.

Il existe 6, ..., o, tels que t=[c4]...[c,]p et on en déduit que

[64...[6dpyF[64)...[CdpX avec X =AX;...X,.yX;...X, Dautre
part par hypothése de récurrence x; et X ; ont méme ensembles de types, c’est-

a-dire que quel que soit i il existe o;=o; tel que 5} x; I~ o X ;. On en déduit que
#B'={[c1]...[cdpy}, B=%R,
B'F(o,]...[cldpX’ et [oi]...[c)]p=1.
Deuxiéme étape : Supposons la propriété vraie V X tel que | X | S g et soit X de
taille g :
X=Ax,...x,.2Xy... X,
X,Exxl...xn_'_h.ZX’l. e ;"+h.
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Nous montrerons uniquement dans le cas 4 =0 la preuve par h <0 étant tout &
fait semblable.

Nous avons X, j=,%,,;, V;=1,het X;= X, V;=1, m. Deux cas sont a
considérer selon que :

1) z est libre : B, azt[o,)...[c.]pX avec a=[v,]...[v,]p et si B, az,
Gi1X1y ..., Oy Xn=%B,,B,-Vv;X,;, V=1, m. Par hypothése de récurrence on
déduit qu 11 existe #¢ et v/ tels que pour tout i=1, m' BP=%,, vi=v, et
BY- Vv, X | Considérons #,= |J B alors #,=%,. D’autre part il existe

i=1,m

Vit1s - Vmap €t p’tels que p=[Vpms1] ... [Vmsnlp’. Comme X=m X ona
X i j=nXm+; V;=1,hetx,, n’apparait pasdans X ;... X ,. Par hypothése de
recurrence il existe Vi, j=Vyi s Vi=1,htel que v, jXpi ;b Vi ; X1y s cequi
permet d’écrire en posant

=i} Vaedp et By=B',  [oilxy, ..., [c]x,,

-— -— ’
9,?’, OtIZ, Vrln+1xm+1’ AR V:n'i-hxmlh}_p’(ZX"l s Xr’n+h)a

dou B, a'z-[c}]... [c/] p’ X .

2) z=x,: 1Z1<n.

Dans ce cas #H[o,]...[0,]pX ol o, est de la forme a, T, avec o type de
I’occurrence de z jouant le role de variable principale. Un raisonnement
analogue conduit une déductionde 8’ +-[c4] ... [64] p’ X ' ou G]est delaforme
o', 1) avec a =o' et 1,=1; et plus généralement B=A', 6;=cjet p=p’.

Pour montrer la conservation des ensembles de types par n-conversion pour
des expressions quelconques nous nous servirons des deux lemmes suivants :

LEMME B : Si #F 1M, 1 #w alors il existe un approximant A de M tel
que BT A.

La preuve de ce lemme [17] montre également que 4 s’obtient & partir de M en
réduisant tous les radicaux ayant un type distinct de ® et en remplagant dans
Pexpression ainsi obtenue toutes les sous-expressions de type o par Q.

LemMME C: Si A est un approximant de M et si B+ 1 A (resp. B -1 A) alors
Bt 1M (resp. B +-1tM).

Si A est un approximant de M alors M [>M ' et A s’obtient a partir de M’ en
remplagant des sous-expressions de M’ par Q. Si #F1A4 on obtient une
déduction de # -t M’ en affectant le type o a toutes les sous-expressions de M’
qui sont remplacées par Q dans A. D’aprés le théoréme A on a donc 1 M.

Nous sommes alors en mesure de prouver :

PVROPOSITION B:Si M=y, N alorssi Bt tMil existe B' =B et 1 =1 tels que
B’ +—1'N.
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En effet d’aprés le lemme B si % - 1 M il existe en approximant 4 de M tel que
% 1 A. D’autre part N posséde un approximant 4" tel que A=, A'. Comme 4
et A’ sont deux $-Q formes normales on en déduit qu’il existe ' =%, 1" =1 tels
que B't-1'A’. D’aprés le lemme C on obtient Z'F1'N.

Nous donnons enfin la preuve d’un lemme trés technique qui est utilisé dans [9]
et qui établit que si X [>X ' la « taille » de la déduction d’un type t pour X est
plus grande que celle de © pour X . Pour cela nous introduisons les notions
suivantes :

Soit D une déduction de #1- o X et R=(Ax.Y) Z un radical de X.

L’ensemble caractéristique de R dans D se définit par

C(R)={t|t+#o et T est un type de Ax.Y dans D }.

Le poids de R h(R)=max {||t]||te C(R).

Une composante significative Y de X dans une déduction D de # - & X est une
composante de X qui n’est pas composante d’une composante Z de X quin’a
que le type ® dans D.

La mesure d’une déduction D de 2+~ ¢ X est une paire d’entiers non négatifs
{m(D), n(D) ) définie par : m(D) est le poids maximal des radicaux significatifs
de X dans D; n(D) est le nombre de radicaux de poids m (D) dans D.

Nous ordonnons les paires d’entiers par l’ordre lexicographique usuel
Kh', k" YyZh, k) ssih'<h ou k'<k).

Nous montrons alors que :

ProposiTION C : Soit D une déduction de %+~ 1 X dont la mesure n'est pas
0, 0)>. Alors il existe un terme X' et une déduction D' de % F-1 X’ telle que
XD>X' et que la mesure de D' soit plus petite que celle de D.

Démonstration : Sim(D)=0 alors tout radical de X a pour poids 0,il n’a quele
type o et est non significatif. On en déduit que n(D)=0.

D’autre part aucun radical ne peut avoir de type de taille égale & 1 et différent
de .m(D)=1 ne se produit jamais.

Reste le cas de m(D)=2, n(D)>0 et soit alors R=(Ax. Y) Z de poids m(D) et
soit R'=[Z/x] Y. 1l suffit de montrer que le poids des radicaux créés par la
réduction de R est inférieur a m(D). Or quel que soit T=[t,]t,, 1€ C(R),
|71 ||<m(D). L’ensemble des types de Z ont une taille inférieure & m(D).

- szy.f et xY; est une sous-expression de Y. C((?»y.?) Y,) est égal &
I’ensemble des types de Z et a un poids inférieur a m (D).

- R’EZEXy.E et R’ Q est une sous-expression de X; h((?»y.?) Q)<m(D)
par les mémes raisons.
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- RE(?»xy.?)Z et RQ est une sous-expression de X dans ce cas

Vi=[1,][t,) 13, 1€ C(R), ||[T,] 15| <m(D) et 'ensemble de ces types constitue
C(hy.[Z /x]_};)Q) de poids inférieur a m(D).

10.

11.

12.

13.

14.

15.
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