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THEORIE DES MAGMOIDES (Il) (*)

A. Arnolp (1) et M. Daucter (3)

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — Les principales opérations appliquées aux arbres, telles que la substitution, sont décrites
de fagon axiomatique en définissant la structure clgébrique de magmoide. Les arbres eux-mémes peuvent
clors étre définis comme les éléments d’un magmoide libre. 11 devient donc possible de trciter de fagon
plus clgébrique lc théorie des langages d’arbres. Nous donnons ici un exposé formel des éléments de base
de cette théorie ainsi qu’un exemple d’application (2° partie).

Abstract. — The main operations applied to trees, such as substitution, are axiomatically described
by defining the algebraic structure of magmoid. Trees themselves can be defined then as elements of a free
magmoid. Thus it is possible to deal with tree languages theory in a more algebraic way. We give here a
formal presentation of basic elements of this theory and also an example of application.

AVERTISSEMENT

Nous donnons ici la seconde partie de Particle « Théorie des magmoides »
dont la premiére partie a paru dans cette méme revue (vol. 12, 1978, p. 235-257).
Les références bibliographiques de numéro inférieur ou égal a 26 sont données
dans cette premiére partie.

CHAPITRE III

LES K-MORPHISMES DE MAGMOIDES

Pour pouvoir traiter certains problémes de la théorie classique des arbres [3],
nous avons eu besoin de considérer des « homomorphismes » qui 4 un arbre
faisaient correspondre un k-uple d’arbres. Goguen et Thatcher [14] ont
également fait remarquer que de tels homomorphismes permettaient de décrire
simplement certains transducteurs. Dans le cadre des magmoides, cela revient &

(*) Regu aofit 1978. -
(*) Université de Poiticrs, Laboratoire d’Informatique, Batiment de Math¢matiques, Poitiers.
(*) Université de Lille-1, U.E.R.-L.E.E.A. Informatique, Villeneuve-d’Ascq.
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136 A. ARNOLD, M. DAUCHET

considérer des morphismes qui, au lieu de conserver la fibration, la k-dilatent
i.e. MP cM'}E .

1. Définitions et propriétés

Pour tout entier k € N, nous appellerons k-morphisme d’'un magmoide M dans
un magmoide M’ toute application ¢ de M dans M’ qui vérifie :

K1:¥p=20,Vg=0, o(M))cM'}2;

K2:Vp=0, ¢(e,)=¢;,, ol les ¢; et e} sont les éléments neutres de M et M';

K3:VueM? veMi, ou.u)=0w.o1);

K4 :VueM?, u'eM , ou®@u)=0 w0 u).

La propri¢té K1 exprime que ¢ k-dilate les fibres et K2 indique que I'image
d’un €lément neutre est encore un élément neutre. K2 et K3 expriment que ¢ est
compatible avec les produits. A ce propos il est immédiat que si u.u’ est défini,
K?2 assure que ¢ (u). @ (1) I’est aussi.

Dans le cas ou k=1, on retrouve bien la définition des morphismes donnée au
chapitre 1. Le cas k=0 ne présente pratiquement aucun intérét puisque 1’image
de M par un O-morphisme de M dans M’ se réduit a ’élément eg unique élément
de M'9.

il est également clair que le composé d'un k-morphisme et d’un k’-morphisme
est un k.k’-morphisme.

A partir de maintenant, nous appellerons morphisme toute application ¢ tel
qu’il existe un entier k strictement positif tel que @ est un k-morphisme. Les
morphismes définis précédemment seront donc désormais appelés 1-morphismes.

A tout entier k et tout magmoide (M, ., ®, e, ¢y, », nous associons le
magmoide { k-dil(M), ., ®, ¢, ey ) défini par

k-dil (M2)=M}? ;
€p=e¢o;
e'=e¢,.

Onendéduitquee,=e' ®...®e' =¢,® ... e.Ilestclair que k-dil (M) est
encore un magmoide. D’autre part, du point de vue ensembliste, k-dil (M) est une
partie de M ; l'injection canonique de k-dil(M) dans M, notée i, est un
k-morphisme de k-dil(M) dans M. En effet :

(i) i, k-dilate la fibration puisque pour tout u e k-dil (M}) i, (w)y=ueME;

(i) ix(eo)=eo=eq et i (e)=e'=e,;

(i) (. u)=i,W).i,W)=u.u’;

(iv) i @®u) =i Wi, () =u®u'.

La proposition suivante montre qu’a beaucoup de points de vue, I’étude des
morphismes se rameéne aisément a celle des 1-morphismes.
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THEORIE DES MAGMOIDES. II 137

ProPoSITION 12 : Si @ est un k-morphisme de M dans M', il existe un et un seul
1-morphisme ¢’ de M dans k-dil (M) tel que @ =i, 0 @'

Démonstration : Soit @ un k-morphisme de M dans M'. Pour tout élément u
de M2, ¢ (u) est un élément de M2 , donc un élément de k-dil (M) . Ceci permet
de définir une application ¢’ de M dans k-dil M’ et on a bien ¢ =i, o @’. D’autre
part @’ est bien un 1-morphisme. Cette décomposition est bien unique puisque i,
est injective. [J

Cette proposition permet en particulier de montrer que T'(Z) est encore libre
quand on ne considére plus seulement les 1-morphismes, mais aussi tous les
k:morphismes.

THEOREME 3 : Soit £ un alphabet gradué et ¢ une application k-dilatante de X
dans un magmoide M (i. e. @ (X,)cMj,). Alors il existe un et un seul
k-morphisme @ de T(Z) dans M qui étend @.

Démonstration : On démontre d’abord de la méme fagon que pour la
proposition précédente qu’il existe une et une seule application 1-dilatante @’ de
2 dans k-dil(M) telle que o=io¢’. Comme 7(X) est libre, il existe un
1-morphisme ¢’ de T'(Z) dans k-dil (M) tel que sa restriction a = coincide avec
¢©'.@=i 0@’ est alors un k-morphisme de 7(Z) dans M dont la restriction &
coincide avec i, o @' =@. Cette extension ¢ est unique, car s’il en existait une
autre s, d’aprés la proposition 12 on aurait y=i,o\{’, ou Y’ est un
1-morphisme de 7*(Z) dans k-dil (M); mais comme la restriction de { a = est
égalea o, larestrictionde ' a T est égale a ¢’ d’ou ' =@’ puisque @’ est "'unique
extension homomorphe de = a T(Z). O

Exemple 7 : Soit E={ +, x,a, b} avec d(+)=d(x)=2 et d(a)=d (b)=0;
soit A={+, x, —, a;, a,, by, by} avec d(+)=d(x)=d(—)=2 et
d(a,)=d(az)=d(b,)=d(b;)=0.

Considérons I’application 2-dilatante ¢ de £ dans le magmoide T(A) définie
par O (+) =45 + (x1, Xa), +(xz, x4) > e T(A,

P (x)=C4 —(x (x1, x3), % (x2, Xa)), +(X (x1, Xa), X (x2, X3)) > € T(A),
@ (@)=<0; ay, a; > e T(A)3; @ (b)=<(C; by, by > e T(A)3.
Calculons I'image par ¢ de u=<1; x (+ (a, x,), b)>e T(X)}. Remarquons
d’abord que u= x .((+ .(a®Id,))®b) d’ou

o)=0(x).(e(+).(¢(a®¢ (1d1))® ¢ (b))
=0 (x).(0(+).K0; a;, a;, >®1d,))®<0; by, b, })
=@ (x).((K4; +(x1, x3), +(x2, x4)>.<2, ay, a3, X1, X3 D)®<0; by, by D)
=@ (x).({(2; +(as1, xy), +(az, x2) >®<0; by, by )
=4 —(x (x1, x3), X (x2, X4)), + (X (X1, X4), X (X2, X3)) -
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138 A. ARNOLD, M. DAUCHET

{(2; +(ay, xy), +(az, x3), by, by >
={2; =(x (+ (a1, x1), by), x (+ (az, x3), b3)),
+ (% (+ (a1, x1), by), x (+ (a3, x,), by) > € T(A)}

Intuitivement, on peut interpréter cet exemple de la fagon suivante : les
symboles de X sont I’addition et la multiplication complexes et deux nombres
complexes; ceux de A sont ’addition, la soustraction et la multiplication réelle et
quatre nombres réels. Le 2-morphisme ¢ peut étre alors considéré comme une
interprétation de C dans R? en ce sens qu’a a et b sont associés les couples
{ay, a, ) et {by, b, > qui sont formés des parties réelles et parties imaginaires
(i. e. a=a; +ia,, b=by +ib,) et que I'image par ¢ des opérations complexes
permet de calculer les parties réelle et imaginaire du résultat en fonction des
parties réelles et imaginaires des arguments. Ainsi, en posant x; =Xx; +iX,,
Xy =X3+iXs, X; + X, devient (x; + x3)+i(xs +X4).

2. Morphismes de magmoides projetables

Lorsque M et M’ sont deux magmoides projetables, on a vu au chapitre
précédent que si ¢ est un 1-morphisme de M dans M’ I'image par ¢ des torsions
de M est parfaitement définie. Nous allons maintenant examiner 'image des
torsions de M par un morphisme quelconque.

Pour tout entier k positif, nous considérons ’application v, de ® dans @
définie comme suit. Rappelons que tout entier de [kp] s’écrit de fagon unique
k(i—1)+javecie[p]etje[k]. Si B e®F alors v, (6) est I'application de @}? définie
par

V@) (k(i—1)+j)=k(6@)—1)+j.

Intuitivement v, (0) est la méme application que 8, mais qui opére sur des suites
de k entiers consécutifs. Ainsi ’application

6 :[4] - [5],
1 -2,
2 -3,
31,
4 - 2

[ 1]2]3]4]

Xy
nBBos
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THEORIE DES MAGMOIDES. II 139

Alors v, (0) : [8] — [10] sera représentée par

[1 2|3 4|5 6]7 8|

1 2}3 4[5 6[7 8]9 10]

c’est-a-dire
v,(0): 13,
24,
35,
46,
5-1,
62,
7-3,
8§ > 4.
En particulier, si p=0, i. . si 6 =0, alors v, (8)= Oy, ; si 0=1d,,, v, (8)=1d,, .

Cette application v, est un k-morphisme. En effet par définition elle k-dilate les
fibres et v, (Id,)=1d,,.

D’autre part v, (0.0")=vi(0).v,(8).
En effet
Vie(0). vie (0 (k (i — 1) +j) =V, (0") (v, (B) (k (i — 1) +)))
=V, (0) (kO ) —1)+j)=k(® (OG)—1)+j
=k(0.0'(()—1)+j=v,(0.0").

Enfin v, (0®6")=v, (0)®v,(0"). En effet, si 0 OF et (-)’e@)",;., alors

Vi (O®0) (k(i—1)+))
k@G)-1)+j si i<p,

=k(6®0 (i)—1)+f={ k(g+0'(i—p)—D+j si p<iSp+p

et

vi @ k(i—1)+)) si k(i—1)+j<kp

vi (0 0=
(0)®Vv,(8") { kq+ v (0)(k(i—1)+j—kp) sinon

{ kO@)-1D+j si i<p,
"~ L kq+k® (p—i)—1)+j sinon.

vol. 13, n° 2, 1979



140 A. ARNOLD, M. DAUCHET

De plus cette application v, est injective. D’aprés la proposition 12 il existe
donc un 1-morphisme injectif v, de ® dans k-dil(®) tel que v, =i, ovi. On en
déduit que vy (®) est un sous-magmoide k-dil (®).

PROPOSITION 13 : Pour tout entier k, v, est le seul k-morphisme de ® dans ©.

Démonstration : Soit { un k-morphisme de ® dans ®. On montre que V0e©,
Y (0) = v, (6).

— Si0=0,€e @) alors Y (8) e ®F, . Or 'unique élément de OF, est Oy, =V, (0,).

— Si 0=1d, € ®} alors y (8)=Id, = v, (0).

— Si0=II,e®} alors 6=0,_,®1d,®0,_,; et

V(0)=V(0;- )RV Id)®V(0,-;) =vk(0;-4). v (Id). v (O, ;)) =V, (Hip)'

— Sif6e@f avec p=2 algrs pour tout entier [=k(i—1)+je[kp]:

M, = O i-1)®0;- 1, ®1d; ® 04— ;Q 0y (-
=0} (04 - 1y®Id® Oy (p - ) =TI, vie(T1}) =TI, . Y (IT,),
d’ou
I, - (8) =TI Y (IT}) . ¥ () =TI{. Y (T3 )
et
Iy - vie (8) =TI, v (TT}) . vie () =TT v (THg @) = TH{ W(ITG ©).

On en déduit, puisque ® est projetable, que Y (6) =v, (6).
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 14 : Pour tout entier k, il existe un seul 1-morphisme de ® dans
k-dil (®). De plus ce 1-morphisme est injectif.
Démonstration : S’il existait deux 1-morphismes @, et @, distincts de ® dans
k-dil(®), i, o @, et i, o @, seraient deux k-morphismes distincts de ® dans ©.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 15 : Soient M et M’ deux magmoides projetables et ¢ et \y deux
k-morphismes de M dans M'. Alors ¢ et \ coincident sur les torsions de M.

Démonstration : Soit p 'isomorphisme entre ® et ® (M) et p’ I'isomorphisme
entre @ et @ (M'). p' "t o@opetp "oy opsont donc deux k-morphismes de ®@
dans @; ils sont donc égaux a v, d’apres la proposition 3.4, d’ou sur O (M),
e=Yy=povop .

C.Q.F.D.
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THEORIE DES MAGMOIDES. II 141

Il en découle en particulier que I'image dans un magmoide projetable M’ par
un k-morphisme des torsions d’un magmoide projetable M s’identifie & 'image
par un k-morphisme du magmoide ®@; et, comme il existe un seul k-morphisme
de ® dans un magmoide projetable, de méme que nous identifions ® et ® (M),
nous identifierons cette image a v, (®).

ProrosiTion 16 : Pour tout magmoide projetable M et tout entier k>0,
k-dil M est un magmoide projetable.

Démonstration : Soit pu I'isomorphisme entre ® et ® (M). Alors pov, est un
k-morphisme de ® dans M. Il existe donc un l-morphisme A de ® dans
k-dil (M), tel que pov,=i,oA. Comme p, v, et i, sont injectifs, A est aussi
injectif et A(®) est un sous-magmoide de k-dil(M) isomorphe a ©. Pour
que k-dil(M) soit projetable, il faut donc que si u et u'ek-dil(M); et
si Vi<p, AIL).u=A(IL).u' alors u=u'. Or si A(IL).u=A(IL).u,
alors

i (A (). w) =i (A (IT) . ) =p (vie (). u=p (v (IL). ",

ou encore en identifiant comme d’habitude 8 et u(6), v, (IT}). u=v, (I1). u’ et
donc Vj<k, ITf. v, (IL}). u=TIj. v, (T1). o, or ITj.v, (II,) =11~ Y%/, puisque
Vi (T1%) est Papplication de [k] dans [kp] qui & j associe k(i—1)-+j, d’ou Vi<p,
Visk, Mg~ D% u=T{ Y% o' et donc VI< kp, IT;,. u=II}, .u". Comme M
est projetable, u et #’ sont égaux en tant qu’éléments de M et donc aussi en tant
qu’¢léments de k-dil(M). [

THEOREME 4 : Toute application k-dilatante @ d’un alphabet gradué X dans un
magmoide projetable M s’étend de facon unique en un k-morphisme ¢ de T (Z)
dans M.

Démonstration : L’application ¢ se décompose de maniére unique en une
application 1-dilatante ¢’ de £ dans k-dil(M) et I'injection canonique i, de k-
dil(M) dans M. Comme k-dil{M) est projetable, ¢’ s’étend de fagon unique en
un l-morphisme ¢’ de 7 (Z)dans k-dil (M) et i, o ¢’ estun k-morphisme de T (Z)
dans M qui étend i, o ¢’ = @. L’unicité de cette extension ¢ découle de I'unicité
de ¢’ et de I'unicité de la factorisation par i,. [

CHAPITRE 1V

LES MAGMOIDES DE PARTIES

De méme que I’ensemble des parties d’un monoide est classiquement muni
d’une structure de monoide nous pouvons munir I’ensemble des parties d’un
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142 A. ARNOLD, M. DAUCHET

magmoide d’une structure de magmoide de fagon 4 former un magmoide de
parties. Dans le cas du magmoide projetable libre 7' (X)nous pouvons construire
deux magmoides de parties différents. Dans I’'un de ces magmoides de parties le
produit de composition est la « greffe compléte » de Boudol [5], appelée « OI-
substitution » par Engelfriet et Schmidt [13]; dans lautre ce produit de
composition est la « greffe restreinte », ou « IO0-substitution ».

1. Le magmoide additif des parties

Soit M un magmoide quelconque. Nous définissons le magmoide P, (M) dela
fagon suivante :

— P, (M =2 (M)

— siUeP (M)} et VeP (M) alors U.V={u.v/ue U, ve V};

— siUeP, (M) et VeP, (M), alors U®V={u®v/uclU, veV}.

Il est alors facile de montrer que P,(M) est bien un magmoide dont les
éléments neutres sont les éléments {ep } ou e, est I’élément neutre de M¥. Ilest
clair aussi que I'injection canonique de M dans P, (M) quia uassocie {u}estun
1-morphisme de magmoide et donc que M peut étre considéré comme un sous-
magmoide de P,(M).

Ce magmoide a également la propriété suivante, qui justifie son qualificatif
d’additif.

ProvrositioN 17 : Soit M un magmoide quelconque. Pour U, U, U,, V, V,, V,
appartenant aux fibres adéquates, les égalités suivantes sont vraies :

(U, wUy).V=(U,.V)u(U,.V),
U.(VyuVy)=U.V)u(U.Vy),
(U, 0 U)@V=(U;@V)u(U.®V),
U® (ViuVy)=(UV)u(URV,)
Enfin le magmoide P, (M) n’est jamais projetable; la raison en est que P, (M)J

contient toujours au moins deux éléments {e,} et @, ce qui contredit I’axiome
des projections.

Exemple 8 : Soit un alphabet gradué X tel que £, contienne au moins deux
¢léments a et b. Si le magmoide P,(T (X)) est projetable son magmoide de
torsions est celui de 7' (X). Considérons alors

A={a®b, b®a}eP,(T ()}
et

B=A0U {a®a, b@®b}eP (T (2)).

R.AIR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



THEORIE DES MAGMOIDES. II 143

Par définition du produit de composition dans P (T (X)). nous avons
ny.A=n;.B={a, b},
n3. A=n3.B={a, b}

et comme A#B, P,(T (X)) n'est pas projetable.

2. Le magmoide projetable P (T (Z))

Il est possible de construire & partir de T(X) (ou a partir de magmoides
projetables ayant des propriétés voisines de celles de T (Z), cf. [2]) un autre
magmoide de parties, qui, 4 la différence de P,(T (X)) sera projetable.

Nous posons P (T (Z)E=[2(T(Z);)]P. Tout élément U de P(T (X))] s’écrit
donc (U,, ..., U,) avec U;c T (Z);.

Sur P(T (X)) nous définissons le produit de composition de la fagon suivante :

soit V=(V,, ..., V,>eP(TZ))}:
(i) soit te T(Z)}. D’apres la proposition 5, t s’écrit de fagon unique 1.0 avec
teT(Z)} et 0 ®2. Nous posons alors t. V={1.[vy, ..., v,]/Vie[pl, v;€ Vi }.

Nous avons donc t. Ve T (2)};
(i) pour U inclus dans T'(Z);, nous posons U.¥V= () t.¥ qui est inclus
dans T(2)!; tev
(iii) pour U= Uy, ..., U,»eP(T(Z)); nous posons
UV=U.V,...,U, V)

qui appartient & P(T (Z))f puisque chacun des U;.V est inclus dans 7' (X);.

Exemple 9 : Soit ¥ un alphabet gradué qui contient le symbole f de arité 2
et les symboles a et b de arité 0. Soient A={{a, b}>eP(T (X))} et
u=<1;f(xy, x1)>eT(Z)}. Cet élément u s’écrit .0, ou O est ’application
de [2] dans [1]. Par définition

u.A={f.[vy, v;]/v,€{a, b}, v,€{a, b}}={f(a, a).f(a, b)f(b, a).f (b, b)}.

Remarquons que {u } est un élément de P, (7' (£))] et que {a, b} est un élément
de P, (T (Z))s. Mais d’aprés la définition du produit de composition dans ce
magmoide {u}.{a, b}={u.a, u.b}={f(a, a), f(b, b)}.

Nous retrouvons donc bien la différence entre la greffe compléte et la greffe
restreinte.

L’associativité de ce produit de composition est une conséquence immédiate
de Vassociativité de la greffe compléte, ou OI-substitution, démontrée par
Boudol [5] et Engelfriet et Schmidt [13].

Le produit tensoriel est défini par : si
U=(U,, ..., U,>eP(T(E); et V=(V, ..., V,>eP(TE),

vol. 13.n" 2, 1979



144 A. ARNOLD, M. DAUCHET

alors
U®V=<U1.Dl, e ooy Up.D], Vl.Dz, “ ey Vp"'D2>’

ou

Di={{n} o}, ... {7} >eP(T D), ,
et

Dy={{nify}, ... {niiZ}>eP(T(2),,-
Nous avons

U;.D,cT(Z);,q et V;.DycT(2);, 4

d’ou URVeP(T(Z)iE.

L’associativité de ce produit tensoriel se vérifie aisément. Il est alors facile de
montrer que P (7 (X)), muni de ces deux produits est un magmoide dont les
¢léments neutres sont les éléments { {n}}, ..., {n2} >e P(T (Z)].

Considérons maintenant ’application qui a u appartenant a 7'(Z)? associe
{{mp.u}, ..., {n2.u})> appartenant a P(T(Z)}Z. Il est clair que c’est une
injection — puisque u est entiérement défini par ses projections. De plus il est
facile de montrer que c’est un 1-morphisme de magmoide. Nous identifierons
désormais tout élément de 7'(X) a son image par cette injection dans P (7 (Z)). 11
en résulte que 7'(X) est un sous-magmoide de P (T (X)).

Montrons maintenant que P (7 (X)) est projetable. Il est immédiat que les
torsions de 7T'(X) sont dans P (7 (X)). Soient donc

U={Uy, ..., U,>eP(T )

et V=(V,, ..., V,>eP(T(X)f et supposons que pour tout ie[p],
n,. U=m,.V. 11 découle de la définition du produit de composition que
n,.U=U; et n,. V=V, et donc U=V, ce qui entraine que I’axiome des
projections est vérifié.

Du fait que n,.{ Uy, ..., U,>=U; il résulte que, si I'on identifie U = T(Z),
a (U eP(T(®);, [Uy,..., UJ=(U,,..., U,>. Nous pouvons donc
considérer que le produit direct dans P(7 (X)) s’identifie au produit cartésien.

En étendant canoniquement Popération de réunion dans 2 (T'(X)})
a P(T (X)), il découle immédiatement des définitions :

Prorosrtion 18 : Pour U, Uy, U,, V, V,, V, appartenant aux fibres adéquates
de P(T (X)), les relations suivantes sont vraies :

UiuUy). V=U,.VYu(U,.V),
U.(ViuV)2U.V)u(U. V),
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U, uU,)@V=(U,®@V)u(U,®V),
UR(V,vuV)=(UV)u(URV,).

L’exemple 9 montre bien que, pour la deuxiéme relation, on peut avoir
Pinclusion stricte.

Appelons « additivité » la propriété que U.(V, U V5) soit toujours égale a
(U.V1)u(U.V,). Nous avons donc construit a partir du magmoide projetable
libre T'(Z) deux magmoides de parties, ’'un est additif et 'autre projetable, les
propriétés d’additivité et de projetabilité étant mutuellement exclusives.

CHAPITRE V

UN EXEMPLE D’APPLICATION

Les résultats présentés ici ne sont que prétextes a illustrer, autour d’exemples,
I'utilisation du formalisme et des outils définis précédemment. Une étude
systématique des domaines ici effleurés est réalisée dans nos autres travaux
(2,9, 27, 28, 29].

1. Les foréts algébriques classiques

La notion de forét algébrique généralise celle de langage algébrique comme le
prouvent les définitions suivantes :

DeriniTioN @ Une grammaire algébrique d’arbres est la donnée d’un
quadruplet G=(V, Z, P, A) ou :

— V est un ensemble fini de variables syntaxiques graduées;

— X est I'alphabet gradué terminal fini;

— A est I’'axiome, choisi dans V, de arité 0;

— P est un nombre fini de régles de la forme

X(xy, oo, x) > t(xg, - ., x;), ou tout ije[nl,
X(xg, ..., x)eV et t(x, .., x)eT(ZU V).
Par la suite, nous utiliserons les notations des magmoides, et une régle s’écrira
sous la forme X (x,, ..., x,)— 1.0, ou teT(ZuUV) ét 6e®, ou encore
X 1.6

Unarbre ¢, de T(Z v V)} se dérive en £, de T(Z u V)§ dans G ssi il existe u, v
et une régle X — 7.0 de P tels que

ti=u.X(xy, ..., X,).0 et t,=u.t.0.v.

vol. 13, n° 2, 1979



146 A. ARNOLD, M. DAUCHET
On notera

tl = t2.
G

On indiquera parfois sous la fléche la régle utilisée = désignant la clture
G

transitive de =, la forét F(G) engendrée par G est définie par
F(G)={teT(X)}|4 > t}.
G

Exemple 10 : G=(V, X, P, A) :
V={A, X (x1, x2), S(x1, X3), Y(xl)}
T={a, a(xy), b(x1, x3), b’ (x5, x2), b"' (X1, X3)}.

L’ensemble des régles est P={ry, ..., r;} avec

r: A—-X('"(a,a),a),

rat X (X1, X3) = X(S(xq, a(x2)), a(x2)),

r3: X (xq, x2) > Y(b' (x4, x2)),

Fa i S(x1, X2)— Xy,

rs: S(xq, X3) = b (x2, x3),

re 1 Y(xy) = b(xq, xy),

ry i Y(xy) = Y(b(xy, xq)).
Donnons un exemple de dérivation dans la grammaire G en précisant les régles

utilisées et en détaillant les opérations de composition avec les notations des
magmoides

A = X((b"(a,a),a),
en posant

up=x; et v;=(b"(a a),a),

I’arbre obtenu par la premiére dérivation s’écrit u; . X (xy, x,).v; et se dérive
par ry en uy . X (S(xy, a(x,)), a(x,)).vy=t,.
En posant

Uy =1y =X, et v=(S(xy1, alx,)). a(xz)>.vq,
on a
ty=u;.X (X1, X3).0; = Uy Y (b’ (x1, x3)).v2=1t3;
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posant
Uz =XxX; et b,(xl, XZ).1)2=U3,
on a

t3=u3.Y(x1).v3 = u3.b(x1,x1).v3=t4,

L3

soit encore
ta=b(xy, x1).5"(xq, x;3) {S(xy, a(xy)), alxz) > vy.
Posant
us=b(v3, b’ (x,, aa) et v ={Xy, a(x;y)>.v;=<b"(a, a), aa ),
il est facile de voir que t;=u,.S(x;, x,).v, et on a

ta = ug.b"(x3, X3).04=1u,.b" (aa, aa)=ts.
Ts

En développant, on obtient :

ts=b(b'(S(x1, a(x)).v4, aa), b’ (b"' (aa, aa), aa)).

Posant
b(b'(xy, aa), b’ (b" (aa, aa))=us
et
vs={xq, a{x;y) .0y,
on a

t5=u5.S(xl, X2).T)5 == tus.xl.vs=u5x1.01=u5b”(5, (_1).
fa

Soit finalement
t=b(b'(b" (a, a), aa), b’ (b"' (aa, aa), aa)).
Il est facile de voir que la forét F (G) est constituée de tous les arbres de la forme
donnée page suivante.

On peut naturellement étendre au cas des foréts le théoréme de Chomsky-
Schiitzenberger pour les langages : toute forét algébrique est composante de la
plus petite solution d’une équation [5, 20]. Ce résultat s’énonce particulicrement
bien dans le cadre du magmoide [2] : & toute grammaire d’arbres G dont
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n quelconque positif
arbre initial dont toutes les

\ branches sont n — 1 sommets
b qui sont tous de label b

/ \
/ \

bl

VAN AN
A A

s

p quelconque positif

i» -, g, quelconques mais
‘ ) p . . p 4, _ 9, 4 q
a4\ 14 iy | | i =p
a a a a
a a
I’ensemble V' de variables est {X 3, -, Xi}, ou X; est de arité n; on associe

naturellement une application de PT (X)) x ... x PT(Z), dans lui-méme. Ceci
se fait en deux temps :

(1) étant donné
Q:<Q1: e Qi avec QiGPT(E)i:
og: T(Xuw V) PT(X) estle morphisme de magmoide projetable défini par :
pour X;eV, 65(X)=0Q,,
pour f€Z, o4 (f)={]j};

(i1) on définit ensuite G par

ou
Ri= U { og(t)/Xi(xy, .., X)) > tEG}.
I est alors facile de montrer que | ] G*(Q) est le plus petit point fixe de G et que,
nz0

en admettant que ’'axiome de G soit X, la forét engendrée par A4 est bien la
premiére composante de ce point fixe.
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2. L’algébricité dans les magmoides

La définition donnée ci-dessus est une extension immédiate au cas des
alphabets gradués du cas des langages. Dans le cadre des magmoides, la
définition s’étend &4 nouveau en considérant des variables grammaticales de
degré supérieur non nécessairement 1.

Ainsi, une grammaire k-algébrique sera la donnée d’un quadruplet
G'=(V,Z,P,A)ou:

V est un ensemble fini de variables de degré supérieur k et de degré inférieur un
multiple de k;

2 est un alphabet terminal du méme type que dans V-1;

A est 'axiome de degré inférieur O;

P est un ensemble fini de régles de la forme

X (X1, o oos Xi Xig 1y o0 Xen) = 206, -, X)) ET (VU Z)e

La dérivation = se définit comme dans le cas précédent. Remarquons que les
variables grammaticales ayant un degré supérieur k>1, T (VU X) n’est pas
projetable, mais les éléments ne contenant pas de variable de V sont dans le
magmoide projetable T'(X).

On posera

F(G)={II}.t|teT(Z)y et A= t}.
G

Si k=1, on retrouve la définition donnée en V-1,
Exemple 11 : G'=(V', Z, P’, A') est la grammaire 2-algébrique définie par
V’={<O; A, {4 X' (xq, X3, X3, X4),
25 Y (x4, x3) >, {45 8"(xy, X2, X3, X4)
(les degrés supérieurs sont égaux a 2);
2 est le méme alphabet que dans I’exemple 10;
P'={r{,.., ry} avec (en omettant de préciser les degrés)
ri: A > X'(a,a,a, %)
rat X'(xyg, X, X3, X4g)
= X' (x1, X2, X3, X4). (8" (x1, X2, a(x3), a(x4)), alxs), alxs) s
r3 o X'(xq, X3, X3, X4) = Y/ (c{x1, X3, X3), $);
rat S(Xy, X5, X3, X4) = X1, X2 D}
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rst S'(xy, x5, X3, X4) > { X3, X3);
re: Y '(xy, x3) = {b(xq, x3), )
ry s Y'(xy, x2) = Y'(b(xy, xy), $).

On remarquera que, comme S’ est de degré supérieur 2, on ne peut pas
effectuer toutes les compositions dans la partie droite de r5.

Donnons maintenant un exemple de dérivation dans G’, les notations étant
moins détaillées que dans I'exemple 10 :
A = X'(a, aad

=  X'(xy, X, X3, X4).5'(a, a, aa, a$), aa,af)> = Y'(x,).v}

avec ~
vy=c(xy, X3, X3), $>.{8(a, a, aa, a $), aa,a$ >,
Y'(x1)v3 = {b(xy, x;), $Dv5=1a,

ta=b(II5.05, c(xy, x2, ad)).S' (xy, X5, X3, X4).{a, a. aa, a$>, §>
= (b([1}.v5, c(xy, x5, aa)).{aa, aa)>, §>

=(b(c(xy, X, ad), c(aa, aa, ad)).S' (x,, X, X3, X4).{@, @, ad, a§), $)
= {b(c(x,, x5, aa), c(aa, aa, aa)a, a)), $>=t,

s

soit finalement
t'={b(c(a, a, aa), c(aa, aa, aa)), $ .

1l est facile de vérifier que la forét F, (G') est constituée des arbres de la forme

b
/ \ ) n quelconque positif
/b \ /b\ . arbre initial dont toutes les branches
/ \ ont n—1 sommets de label b
/ \
/ \

p quelconque positif

c c
a / ‘!\a . / zlz\a iy - - -» 4i,, quelconques mais <p
. . Ap . . Ap
%\ q,'.\ ) ) Dip\ qi,\’f )
a a a a a a
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On peut encore montrer un théoréme de Chomsky-Schiitzenberger pour les
foréts k-algébriques [2] mais cette fois-ci au lieu de travailler dans le magmoide
des parties de T'(Z) on travaille dans le magmoide des parties de T(A), ou pour
chaque n, A, et un ensemble fini d’arbres appartenant a T(Z),.

DerFmNiTION : Soit G une grammaire l-algébrique d’arbres (c’est-a-dire
algébrique au sens classique) :

G=(V, L, P, A).

Soit ¥ un k-morphisme de magmoides.
La grammaire ¥ (G)=(V', ', P’, A’) est définie par :
V'={X"(xy, ... )| X (X1, ..., x, )€V, X' de degré supérieur k };
T =¥()
P={¥w->¥YW|u-v},
ouVYestétendua T(ZTu V)par ¥ (X (xy, ..., %x,))=X"(xy, ..., Xy,) €t pour tout
XeV.
A' =¥ (A).

¥ (G) est évidemment k-algébrique et on a la propriété suivante, prouvée
dans [2].
ProrosiTION 19 : Si ¥ est un k-morphisme linéaire, on a
I; . (F(G)=F (¥ (G)).
Exemple 12 : Soit ¥ le 2-morphisme linéaire défini par :
W (b(xy, x3))=<4; b(xy, x3), ),
Y(a(x)=<2;a(x,y), 3>,
Wb (x1, x3))=<4; c(xy, X3, X3), $,
WO (x1, x2))=(4; x1, x3) et Y(@=<0;a, 3.

Soit G la grammaire 1-algébrique de I’exemple 10 et G’ la grammaire
2-algébrique de I’exemple 11.

11 est facile de vérifier que G’ =¥ (G).

De plus, chaque régle r; de G’ est I’« image » par ¥ de r;. Par exemple, partant
der,,ona

WX (x1, x2)) > F(X (S (xy, alxz)), alxs)),
qui s’écrit encore
X' (xy, X3, X3, X,) = V(X (x5, X3). {S{xy, X2).{ %1, a(x3) ), a(x3))),
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X' (x1, X2, X3, X4) = ¥ (X (xy1, x2)).
CH (S (xr, X)) P (xy), Flalxa) 2, Plalxz ),
le deuxiéme membre s’écrit encore :
X'(xq, X2, X3, X4). {8 (X1, X2, X3, X4). { X1, X3, a(X3), a(x4) >, a(x3), a(xy) >
=X"(x1, X2, X3, X4).{ 8" (x1, X2, a(x3), a(xa)), alxs), a(xs))
et on obtient bien rj.
¥ étant linéaire, la proposition 19 nous assure que

I} . ¥ (F(G)=F(¥(G)) soit encore I13. ¥ (F(G)=F(G').

Cette égalité est facile a vérifier sur les exemples donnés. Remarquons de plus
que la dérivation donnée dans I'exemple 11 est Iimage par ¥ de celle de
I’exemple 10.

Les foréts k-algébriques qui sont ’image par un k-morphisme linéaire d’une
forét 1-algébrique sont appelées k-algébrigues linéaires et jouissent de propriétés
fort intéressantes [2].

Nous indiquons ci-dessous pour quelles raisons nous avons €té amenés a
considérer cette classe de foréts.

3. Le probléme d’inversion de morphismes pour les arbres

Nous avons étudié ce probléme dans le détail dans [9], [28], [29].

Dans le cas des langages, rappelons le résultat suivant [30] :

ProrosITION 20 : Soit ¢ un morphisme de monoides libres. Il existe un triplet
(6, K, ), ou & est un morphisme alphabétique, K un langage reconnaissable et ¥
un morphisme, tel que

u=¢(t) < 3Jwek, d(@)y=u et ¥ (0)=t.

Nous dirons que (8, K, W) inverse @.

Cette proposition permet entre autres de construire, & partir d’une grammaire
algébrique G, une grammaire algébrique G’ telle que ¢~ ! (L(G))=L(G").

En effet, on a ¢ "} (L(G))=¥ (6~ * (L{G)) " K).

La construction de G’ se fait en 3 étapes, en utilisant la propriété suivante :

ProrosiTioN 21 : Si 8 est un morphisme alphabétique, G une grammaire
algébrique, on a 8 (L(G))=L (8 ' (G)), ou 8 * (G) est obtenue en prenant pour
régles les « images inverses par & » (en un sens évident) des régles de G.

Les trois étapes de la construction de G’ sont alors évidemment :

— construction de 87! (G);
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— intersection du langage algébrique obtenu avec le langage reconnais-
sable K:

— image par ¥ de la grammaire algébrique obtenue.

Notre but est de généraliser ces résultats au cas des foréts.

DerniTioN : Un démarquage est un 1-morphisme linéaire tel que 'image de
toute lettre graduée contienne au plus un sommet (autre qu’une variable de
torsion).

Les démarquages ont, pour les arbres, comme l'indique la proposition
suivante, une propriété comparable a celle des morphismes alphabétiques pour
les mots.

ProposiTION 22 : Si § est un démarquage et G une grammaire 1-algébrique, on a
3 YL(G)=L(E*(G)), ot 8~ *(G) est la grammaire obtenue en prenant pour
régles les « images inverses par & » des régles de G.

Cecinous amene a généraliser comme suit aux forét le probléme d’inversion de
morphisme.

DEriNITION : Un 1-morphisme ¢ de magmoides libres est inversible ssi il existe
un triplet (8, K, W) qui l'inverse, c’est-a-dire tel que :

o est un démarquage;

K, une forét reconnaissable;

Y, un k-morphisme et

u=¢(t) < 3Jeek, S(w)=u et I} . ¥ () =t.

Dans le cadre classique des arbres, contrairement a ce qui se passe pour les
langages (cf. prop. 20), il existe un 1-morphisme linéaire ¢ qui n’est inversible
par aucun triplet (8, L, ¥), ou ¥ soit un 1-morphisme :

@ est le suivant,

o@=a, oax)=alx),
Q(b(xy, x2))=b(xy, x;) et @{c(xy, Xz, x3))=b"(b" (x4, X;), X3).

Un raisonnement simple supposant 1’exstence de ¥ et s’appuyant sur des
considérations de degrés permet d’établir que ¢ n’est pas inversible.

Si ¢ était inversible par un triplet (3, K, W), out ¥ serait un 1-morphisme linéaire,
il est facile de voir que la forét F(G') de 'exemple serait algébrique au sens
classique. @ n’étant pas tel, on peut se poser la question de 1’algébricité au sens
classique de F (G'). Nous avons prouvé dans [27] que F (G') n’est pas algébrique
au sens classique.
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Dans le cadre des magmoides, I’extension de la notion de morphisme permet
d’inverser tous les 1-morphismes linéaires, comme le prouve la proposition
suivante, établie dans [29].

ProrposiTioN 23 : Tout l-morphisme linéaire est inversible par un triplet
0, K, W), ou ¥ est un k-morphisme linéaire.

Exemple 13 : Le morphisme ¢ considéré ci-dessus est inversible par
(8 : identitée, K=T{a, a(xy), b(x1, x3), b'(b" (x1, X3), X3) }5, ¥), ot W est le
2-morphisme de ’exemple 12.

On en déduit facilement que :

ProPOSITION 24 : L’image inverse par un l-morphisme linéaire d’une forét
algébrique classique n’est en général pas algébrique au sens classique mais est
k-algébrique linéaire.

On construit, comme dans le cas des langages, la grammaire de I’image inverse
en 3 étapes par :

— démarquage inverse;

— Intersection avec une forét reconnaissable;

— k-morphisme linéaire,
étant entendu que ces trois opérations conservent 1’algébricité au sens des
magmoides [2].

Exemple 14 : Soit G la forét 1-algébrique de l’exemple 10, G’ la forét
2-algébrique de 1’exemple 11, @ le 1-morphisme linéaire déja considéré.

Nous avons montré dans [27] que ¢~ ! (F(G)) n’est pas 1-algébrique. Mais,
dans des magmoides, on obtient la grammaire k-algébrique de @' (F(G)) en
3 étapes.

Dr’apres I’exemple 13, le démarquage est ici l'identité et G est conservé.
Comme F(G)g K, ce sont les deux premiéres étapes qui conservent G.
Finalement, la construction se réduit ici a prendre G' =¥ (G), ce qui a été fait
dans I’exemple 12.
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