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ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS (*)

par Bruno COURCELLE (*)

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — On examine certains cas où la valeur d'un arbre infini (i. e. d'une expression infinie bien
formée telle qu'une série entière) peut être définie comme Vunique solution d'un système (infini)
d'équations. On eu déduit une nouvelle caractérisation algébrique de Vensemble des arbres infinis. On
compare divers types de congruences sur l'ensemble des arbres infinis.

INTRODUCTION

Précisons tout d'abord de quel type d'arbres nous allons parler.
On se donne un ensemble F de symboles de fonction chacun muni d'une arité

(i.e. nombre d'arguments). A toute expression bien formée sur cet ensemble
correspond classiquement un arbre fini étiqueté par les éléments de F, tel que le
nombre des descendants immédiats de tout nœud est Tari té de son étiquette.
Nous allons considérer des arbres de même type mais infinis, qui correspondent
intuitivement à des expressions bien formées infinies. Un exemple familier d'une
telle expression est la série formelle

1+Z.Z + Z.Z.Z+ . . . +Z"+ . . .
écrite avec les symboles de fonction binaires . et + , la constante 1 et la
variable z (1 et z sont d'arité 0).

La notion d'arbre infini s'introduit assez naturellement en théorie des schémas
de programmes. Cousineau [5] représente par un arbre infini, l'ensemble des
calculs d'un programme itératif. Rosen [14], Courcelle et Nivat [9, 10] associent
un arbre infini T{L) à un schéma de programme récursif Z en « exécutant
symboliquement » tous les appels récursifs. Toutes les propriétés sémantiques
de Z sont alors contenues dans T(L). On peut caractériser l'équivalence de deux
schémas comme l'égalité des arbres infinis qui leur sont associés (Courcelle et
Nivat [9]).

Notons M00 (F) l'ensemble des arbres infinis construits avec F, On peut le
définir mathématiquement de plusieurs façons :

(1) comme complétion au sens de la théorie des ensembles ordonnés de
l'ensemble des arbres finis muni d'un ordre convenable;

(*) Reçu mars 1978, révisé septembre 1978.
C1) I.R.I.A., Domaine de Voluceau, Le Chesnay, France.
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32 B. COURCELLE

(2) comme séparé-complété (Bourbaki [4]) de l'ensemble des arbres finis muni
d'une distance convenable (qui généralise la distance ultramétrique classique en
théorie des séries formelles);

(3) « directement » comme ensemble des graphes infinis d'un certain type
(voir § 1 ci-dessous).

On appelle ¥-magma A la donnée d'un ensemble | A | et pour chaque symbole
/c-aire ƒ e F, d'une fonction (totale) fA : | A \k -> | A |. Il est clair que tout arbre
fini t (considéré comme une expression bien formée) a une valeur tA dans A.

Il s'agit ici de pouvoir définir la valeur TA d'un arbre infini. Dans le cas d'un
schéma de programme L, et d'une interprétation A de E(i.e. un F-magma A
muni d'un ordre partiel qui satisfait certaines propriétés) la valeur T(L)A est la
valeur calculée par Z dans A c'est-à-dire par le programme (L, A). Le lecteur
consultera Courcelle et Nivat [9, 10] pour plus de détails sur les schémas de
programme récursifs.

On peut définir la valeur TA d'un arbre infini Tdans un F-magma A en faisant
sur A des hypothèses topologiques :

(i) A est un F-magma ordonné complet, Le. une interprétation ([9, 10],
ADJ [1]) et cette hypothèse correspond à la définition (1) des arbres infinis, ou
bien

(ii) A est un F-magma métrique compact et à opérateurs contractants (Arnold
et Nivat [2]) et cela correspond à la définition (2) ci-dessus.

En corollaire, on caractérise Mœ (F) comme un objet initial dans les catégories
respectives suivantes :

(i') la catégorie des F-magmas ordonnés complets;
(ii') la catégorie des F-magmas métriques compacts et contractants.
Cet article tente de répondre aux questions suivantes :
(a) dans quelle mesure peut-on se passer des hypothèses topologiques sur A

pour définir TA ?
(p) de quelle catégorie M°° (F) est-il objet initial ?

L'idée directrice est la suivante. Si ƒ est un symbole unaire, l'arbre T=f&

(constitué d'une unique branche infinie dont chaque nœud a l'étiquette ƒ)
satisfait l'équation T=f(T). Sa valeur TA dans un F-magma A devra satisfaire
l'équation TA = fA(TA). Il est clair que si l'équation x = fA(x) a une unique
solution x0 dans A alors on pourra poser TA = x0. Autrement, Tsera dit sans
valeur dans A.

Plus généralement, la valeur TA d'un arbre infini T s'obtient (si elle existe)
comme solution unique d'un système (éventuellement infini) d'équations associé
canoniquement à T.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 33

On considère dans cet article des systèmes d'équations de la forme
xi = f(xji, . . ., Xj) où xit xh, . . ., xjk sont des variables et ƒ est un opérateur
d'arité k. Et l'on pose les définitions suivantes : un F-magma A est
algébriquement clos (resp. intègre) si tout système d'équations, fini ou infini, a au
moins (resp. au plus) une solution. Dans un F-magma A intègre et
algébriquement clos (resp. intègre) si tout système d'équations, fini ou infini,
a au moins (resp. au plus) une solution. Dans un F-magma A intègre et
l'objet initial de la catégorie des F-magmas intègres et algébriquement clos. D'où
une nouvelle question :

(y) Que contient cette catégorie en dehors de M™ (F) ?

Elle contient les magmas métriques compacts pourvus d'opérateurs
contractants, et les quotients de M™(F) par des congruences semi-fermées (Le.
telles que chaque classe d'équivalence est fermée pour la distance sur M00 (F)
évoquée plus haut et étudiée en détail dans [2]), et d'autres choses encore que
nous ne savons pas décrire.

Par contre un F-magma de la forme M^iF)/- où = est la congruence
associée à une classe # d'interprétations (Courcelle, Nivat [9, 10]) n'est pas
intègre en général, même si # est une classe équationnelle, donc de la forme sur
laquelle nous savons dire le plus de choses (Courcelle [7]). Les propriétés de
fermeture de ces congruences sont étudiées en appendice.

Beaucoup de preuves sans difficultés réelles sont laissées au lecteur.
Je remercie A. Arnold de ses critiques et de ses suggestions.

1. LE F - MAGMA DES ARBRES INFINIS

(1.1) Soit F un ensemble fini ou infini de symboles avec arité. L'arité de ƒ e F
est l'entier positif ou nul p ( / ) .

Un F-magma est un objet A = < \A |, < fA > / E F > où | A | est un ensemble (le
domaine de A) etfA un opérateur p(ƒ)-aire sur \A\ [si p(ƒ) = 0 alors fA est un
élément de |^4|]. Un homomorphisme de F-magmas h : A -> A' est une
application h : |yl| -> \A'\ telle que h{fA{d1, . . ., dk)) = fA,(Hdô, . . ., h(dk))
pour tout feF,dlt . . ., dk e | A |, où k est l'arité de ƒ.

Soit N+ l'ensemble des entiers strictement positifs, N t le monoïde libre
engendré (son unité, le mot vide se note e).

Un arbre est une fonction partielle T de N^ dans F telle que :

(1) Dom(:T)= { U G N Ï /T(U) est défini} est clos par préfixe i.e.w e Dom (T) si
uveDom{T)\

(2) pour tout ueDom(r) alors ui G Dom (T) ssi 1 ^i^

vol. 13, n° 1, 1979



3 4 B. COURCELLE

Un élément M de Dom (T) est un nœud de T. Le sous-arbre de Tissu du nœud u

est l'arbre 7" tel que T' (v) = T(uv) pour tout ueN$. On le note T/u.

Donnons quelques exemples.
Soit F= {ƒ, g, a} avec p( / ) = 2, pfo) = l, p(a)=0.
La fonction t : { 1, 2} * -• F telle que

t(s) = f, t(21)=g,

) = a, t(22) = a ƒ

f (2) = ƒ z' )A
I / \est un arbre que l'on représentera graphiquement ainsi : | 8 a

a I
a

II correspond au terme fgafgaa écrit en notation polonaise préfixe (qui n'est
pas ambiguë puisque les arités des symboles sont fixées).

La fonction T:{l,2}*-+F telle que :
T(2n) = f,

m) = g si

T{2nln+1) = a,
correspond à l'arbre infini représenté sur la figure. Le sous-arbre issu du nœud 22
est entouré par une ligne brisée. •

/ \

g

/ • • \

/
/ ^

a
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ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 35

Si p(/) = 1 pour tout ƒ e F alors M00 (F) s'identifie à Fa, l'ensemble des mots
infinis sur F, c'est-à-dire des suites (fdies telles que/; G F pour tout i (cf. [13]). Par
exemple, le mot (fg)m s'identifie à l'arbre Ttel que J(ln) = / s i n est pair ou nul,
T(ln) = g si n est impair.

(1.2) On munit M00 (F) d'une structure de F-magma en définissant fM*>(F) pour
/ e F p a r :

l°si p(/) = 0 alors fM«{F) est l'arbre Ttel que T(e) = fct T(u) indéfini si u=£e;

2° si p(/) = fc alors /M.(J0 est la fonction /c-aire sur M"0 {F) telle que

fM«{F)(Ti> • • •> 7^=7-avec:

W) = /
( 7*(HI) = Tt (M) pour 1 ̂  f S fc et we Dom (7^).

On omettra dorénavant l'indice M™ (F).
Un arbre Test fini si Dom(T) est fini. Il s'identifie alors canoniquement à une

expression (finie) bien formée écrite avec l'ensemble de symboles F. On la note
en représentation polonaise préfixe.

On note M (F) l'ensemble des arbres finis. C'est un sous-F-magma de M°° (F),
et même le F-magma libre : pour tout F-magma A il existe un unique
horruomorphisme M(F)^A noté hA. Si l'on considère te M (F) comme une
expression bien formée, elle a dans A une valeur tA = hA(t).
(1.3) On se pose le problème suivant : pour quels F-magmas A peut-on étendre
de manière unique hA en un homomorphisme : M°° (F)-* Al En d'autres termes,
quand peut-on attribuer à chaque Te M™ (F) une valeur TA dans | ̂ 41 de telle
sorte que TA=fA(TiA,. . ., Tk) si T=f(Tlt. . ., Tk)l

Si T=gfü [avec p {g) =1, voir (1.1)] alors T=g(T) et la valeur TA dans A devra
satisfaire l'équation TA = gA (TA). Si l'équation x = gA (x) a une seule solution dans
A, alors TA sera définie de manière unique comme la solution de cette équation.

Plus généralement, si Test un arbre infini arbitraire on introduit le système
d'équations

:.., Uk)

où xv est une variable associée à chaque sous-arbre U de T. Si ce système
(éventuellement infini) a une et une seule solution dans A, T aura dans A une
valeur, à savoir la composante de la solution du système considéré associée à xT.

(1.4) Ponnons maintenant des définitions formelles. Soit X un ensemble de
variables (d'arité 0), Y un ensemble de paramètres (d'arité 0); un système
d'équations en X et Y est une application £ : I - > M ( F u I u 7 ) telle que pour
tout xeX, E(x) est de l'une des trois formes suivantes :

vol. 13, n° 1, 1979



36 B. COURCELLE

(1) £(*) = ƒ o ù / e F et p ( / ) = 0;
(2) E(x) = yoùyeY;
(3) E(x) = fXi. ..xkoùfeF, p(/) = fc£l, xlf . . ., xkeX.

On en parlera aussi comme de l'ensemble des équations : {x = E(x)/xeX}.

Étant donnés un F-magma A et une application cp : Y -* A\, une solution de
EA>(? (c'est-à-dire une solution de E dans A pour les valeurs des para-
mètres données par cp) est une application 9 : X-» |A | telle que Q(x)=fA

si E(x) = f, e(x)=<püO si E(x) = y et 6(x) = fA(Q(*i)>. • •, 6(xJ) si
E(x)~fx1. . .xjfe. On la note aussi (ö(x))xeJr.

Donnons quelques définitions supplémentaires relatives aux systèmes.

Soit £ : I - ^ M ( F u I u 7 ) u n système, soit X' une partie de X telle que
E(x)eM(Fu Xf u Y) pour tout xeX'. On dit alors que la restriction E' de £
à X ' est un sous-système de £, ce qu'on note £'<=£. Intuitivement, E' est une
partie de l'ensemble des équations de E qui reste un système.

Deux systèmes Ex et E2 sont compatibles s'il existe un système E3 tel que
£i £ £3 et £2 ü £3- On peut définir alors les deux sous-systèmes de E3,E1n E2

et Ex u F2
 e n tes ensembles de variables respectifs Xx n Z 2 et ̂  u X2 (où X; est

l'ensemble des variables de Et). Soient enfin Ex et £2 (en les ensembles de
variables Xx et X2) et a : Xx ->• X2 une application. On dit que a est un
homomorphisme de systèmes, ce que l'on note a : Et^> E2 si
E2(oL{x)) = a(Ex(x)) pour tout xeX±. A toute solution Q : X2^\A\ de E2 on
peut associer la solution 0 o a : Xx -• | ̂ 4 | de Ex.

Un F-magma 4̂ est algébriquement clos (resp. intègre) si tout système £xj(p

admet au moins (resp. au plus) une solution. (Dans un anneau intègre, l'équation
x = ax + b admet au plus une solution; le terme algébriquement clos a été pris par
analogie avec la théorie des corps.)

D'autre part, un F-magma A est libre si pour tous/, ƒ ' e F d'arité k, l, tous
dlt. . ,tdîe\A\tfA(dlf. . ., dk) = fA(d'lt. . ., d[) si et seulement si f = f[(tt
k = l),d1=d'1,...,dk = d'k.

(1 .5) PROPOSITION : M00 (F) est /ibre, intègre et algébriquement clos.

Remarquons que notre définition des systèmes a exclu les équations de la
forme x = x qui ont plusieurs solutions.

(1.6) PROPOSITION : Pour tout F-magma A intègre et algébriquement clos il
existe un unique homomorphisme hA : M°°(F) -• A.

Preuve : Montrons d'abord l'unicité de hA. La famille (hA{T))TeM«>(F) est
solution, donc est l'unique solution du système d'équations E en l'ensemble de

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 37

variables X= {xT/TeMœ(F)} tel que E(xT) = f(xTi,...,xT) pour tou t

Te M00 (F) et T=f(Tlt. . ., 7^). On appelle F le système canonique.

Réciproquement EA z, une solution (aT)TeM«>{F) puisque A est algébriquement
clos. On pose alors hA(T) = aT. •

Si A est intègre et algébriquement clos, on associe de manière analogue à tout
Te M™ (F u Y) (où Y est un ensemble de paramètres), une unique application
TA : |^4|y-> \A\ telle que yA soit y-ième projection, i. e. yA{v) = &{y) pour tout
a e | ^ 4 | 7 et telle que a étant fixée dans \A\Y l'application T-> TA(OL) soit un
homomorphisme de F-magmas.

Et d'autre part :
(1.7) PROPOSITION : Tout F-magma A libre, unitaire et algébriquement clos est
isomorphe à M00 (F', Y) pour quelque ensemble de paramètres Y dont la cardinalité
est au plus celle de \A\.

On a donc obtenu :

— une caractérisation « catégorique » de M°° (F), comme un objet initial
d'une catégorie [dont on montrera plus loin qu'elle ne se réduit pas à M00 (F) !,
cf. (1.6)];

— une caractérisation « algébrique » des magmas M00 (F, Y) à un
isomorphisme près.

(1.8) REMARQUE : Soit A un F-magma et cp une surjection F-> | A |. S'il existe
un homomorphisme de F-magmas 6 : M00 ( F u 7 ) - > i qui étend cp alors A est
algébriquement clos. Ainsi tout F-magma complet (cf. Courcelle, Nivat [9]) est
algébriquement clos mais non nécessairement intègre [cf. prop. (3 .9)].

2. QUELQUES SOUS-MAGMAS DE M™ (F)

(2.1) Pour tout Te M00 (F) soit Sf (T) l'ensemble de ses sous-arbres. Soit E (T)
la restriction du système canonique F défini en (1.6) à XT= {xv/UeS?(T)}.

On dit que Ta une valeur dans A si F (T) a une et une seule solution dans A.

Soit M(T) le plus petit sous-magma de M™ (F) contenant £f(T).

(2.2) PROPOSITION : Un arbre Ta une valeur dans A si et seulement si il existe un
unique homomorphisme h : M (7") —> A.

Preuve : Si TSL une valeur dans A, la solution (au)Ue£ei7) de E(T) définit h de
manière unique sur £f(T) par h(U) = au, et donc de manière unique sur M(T).
Réciproquement, si h : M(T) -> A est un homomorphisme {h(U))UeyiT) est une
solution de E(T).

Si E(T) admettait une autre solution, on pourrait trouver un autre
homomorphisme h' : M(T) -> A. •

vol 13, n° 1, 1979



38 B. COURCELLE

Soit MA l'ensemble des TeMco(F) qui ont une valeur dans A.
(2.3) PROPOSITION : Si A est intègre, MA est un sous-magma de M00 (F) et si
TeMA alors £?(T) <= MA. Il existe un unique homomorphisme hA : MA —• A.

Preuve : Soient 7\ , . . ., TkGMA et feF d'arité k. Il faut montrer que
T=f{Tx,. . ., Tk)eMA. Il est clair que chaque système E(Tt) est un sous-
système de E(T) et donc qu'il existe un système E' réunissant les équations des
E(Tt), en l'ensemble de variables {*„/[ƒ e ^ ( 7 \ ) u . . .u«S^(rk)}. Montrons
d'abord que E' a une et une seule solution. Si Ex et E2 sont deux systèmes
compatibles en les ensembles de variables respectifs X± et X2, ayant chacun une
solution 0! et 02, alors 0! et 02 coïncident sur Xx n X2 puisque, A étant intègre, le
système Ex n E2 a une solution au plus, et donc Qx (x) = 02 (x) si x e Xx n X2. On
a pour £a u £ 2 l

a solution 0 telle que 0(x) = 0;(x) si xeXt.
Dans le cas qui nous intéresse, on peut donc définir une solution pour

Le système E(T) n'est autre que Er augmenté éventuellement de l'équation
x r =/ (x T i , . . ., xT). Si E (T) = E' alors £(7") a une unique solution. Sinon
xT$ { x r i , . . ., xTk} et on déduit de Tunique solution de £ ' une unique solution
pour £(T).

Il résulte de (2 .2) qu'il existe un homomorphisme MA -> ̂ 4, que l'on note ^
puisqu'il coïncide avec hA : M00 (F) -• A lorsque A est intègre et algébriquement
clos. D

(2 .4) REMARQUE : Si A n'est pas intègre, MA peut n'être pas un sous-magma de
M00 (F) et l'on peut avoir U e 5^ (7) sans valeur dans 4̂ bien que Ten ait une. •

La proposition (1.7) se généralise ainsi :

(2 . 5) PROPOSITION : Tout F-magma A libre et intègre est isomorphe à un sous-
magma de M00 (F, Y) pour quelque ensemble Y dont la cardinalité est au plus celle
de\A[

Preuve : On choisit Y en bijection par 0 avec | A | — {fA (dx,. . ., dpif))/feF,

Tout élément de \A\ s'écrit de manière unique comme 7^(0) pour quelque
TeMm{F, Y). D

(2.6) REMARQUE : On pourrait tenter de définir TA par un autre système que
E {T), par exemple de la manière suivante : à chaque nœud u de Ton associe une
variable x'u et l'on définit X/

T={x/
u/ueDom(T)}.

Soit alors
E'(T)(xf

u) = f si T(u) = f et p(ƒ) = (),

E'(T)(x'u) = f(x'uX,...,xlk) si T(u) = f et

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 39

L'application a : X'T -> XT définie par a (x'u) = xT/u réalise un homomorphisme
de E'(T) sur E(T).

On voit alors [cf. (1.4)] que :

1° si E(T) a une solution 9 alors £'(7") en a une aussi à savoir 0 o a;
2° si A est intègre, G o a est Tunique solution de E'(T);

3° mais E'{T) peut avoir une solution sans que E(T) en ait une, ou en avoir
plusieurs quand E(T) en a une et une seule;

4° si A est intègre et algébriquement clos, TA peut être défini au moyen de
E' (T) comme de E (T), comme la composante de la solution de E' (T)A associée à
x'z aussi bien que comme la composante de la solution de E(T)A associée à xT.

(2.7) Un F-magma A sera dit rationnellement clos (resp. finiment intègre) si
pour tout système E en un nombre fini de variables, tout cp : Y -• | A | [cf. (1.4)]
EA ^ a au moins (resp. au plus) une solution.

Il existe un plus petit sous-magma rationnellement clos de M™ (F) que l'on
note R00 (F). C'est l'ensemble des arbres rationnels; il contient strictement M {F)
puisque l'équation x = g(x) n'a pas de solution dans M (F).

(2.8) PROPOSITION: Pour tout F-magma finiment intègre et rationnellement clos
A, il existe un et un seul homomorphisme (encore noté) hA : R™ (F) —• A.

La proposition suivante figure essentiellement dans Huet [12] :

(2.9) PROPOSITION : Un arbre Te M™ (F) est rationnel si et seulement si il est
composante d'une solution dans M00(F) d'un système fini, si et seulement si
Vensemble Sf(T) est fini.

Il en résulte que même si F est infini, l'ensemble Sym (T) des symboles ayant
une occurrence dans un arbre rationnel T [i. e. Sym (T) = { T(u)/u e Dom (7")} ]
est une partie finie de F.

Au prix de quelque technique on obtient le résultat suivant (cf. [6]; la condition
nécessaire est énoncée dans [1]).

(2.10) PROPOSITION : Un arbre Te M00 (F) est rationnel si et seulement si :

1° Sym(r) est fini;

2° T'1 (ƒ )= { ueN%/T(u) = ƒ } est un langage rationnel pour tout f e F.
(2.11) Autres travaux sur les arbres rationnels.

Le lecteur trouvera dans Courcelle, Kahn et Vuillemin [8] des résultats de
decidabilité et de mise en forme normale pour les systèmes finis d'équations et
leurs solutions dans Mœ(F) et dans Cousineau [5], la définition d'arbres
rationnels par « expressions régulières ». Tiuryn [15] caractérise R™ (F u {O})
(le symbole Q est introduit dans la section 4) comme « le F-magma régulier
libre ». Un F-magma régulier (« a regular F-algebra » dans [15]) A est
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essentiellement un F-magma ordonné où toute équation x = t [avec
t e M (F u { x})] admet une plus petite solution de la forme Sup { tn

A (-LA)/n e N}
(_LX est le plus petit élément de | A |). On fait une hypothèse semblable pour tout
système fini (plus compliquée à écrire). Remarquons qu'un système fini peut
admettre plusieurs solutions dans un F-magma régulier. En résumé,
un F-magma régulier est rationnellement clos mais non nécessairement finiment
intègre, et de plus il est ordonné.

Elgot, Bloom et Tindell [11] introduisent l'objet Ftr (relatif à l'alphabet F
muni d'une arité) défini comme la collection des <Si,. . ., Sn} où
SieRCG(F KJ Vp),Vp={vlt. . ., vp} pour n, peN. Ils montrent que c'est (une
représentation de) la théorie itérative (Bloom, Elgot [3]) libre engendrée par
{fv1. . . vk/k = p ( ƒ )}, c'est-à-dire essentiellement que les systèmes d'équations
de la forme

Sn=Un[Si/vp+1,...,SJvp + n]

ont une unique solution dans Rœ(Fu Vp) si les C/f sont des éléments de
r ( F u F , + n ) - F p + n e t Ui[S1/vp+i>. . ., SJvp+n] désigne la substitution de Sj
à chaque occurrence de vp+j dans Ut (cf. Courcelle [6]).

Mentionnons seulement la relation suivante entre théories itératives et
magmas rationnellement clos (avec les définitions et notations de [3]) :

Si Test une théorie itérative, s i / e TXtk pour chaque ƒ e F d'arité k et chaque/
est « idéal » alors chaque TljP est un F-magma fmiment intègre et
rationnellement clos si l'on pose

pour tout alt. . ., akeTliP,

3. CONSTRUCTION DE MAGMAS INTÈGRES ET ALGÉBRIQUEMENT CLOS

(3 .1) Commençons par donner une condition suffisante pour qu'un F-magma
soit intègre et algébriquement clos.

Soit un F-magma A. L'ensemble des parties de | A | est canoniquement muni
d'une structure de F-magma P(A) par

/p(4, = {/x} si

fpiA)(B1 Bk) = fA{B,,...,Bk)={fA{bl,...,bk)/bieBi},

= k e t Bi c | A\ p o u r i = l , . . . , k.
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Soit Y en bijection par cp avec \A\, soit X l'ensemble de variables
{xT/TeM(X>(FKJ Y)} et E le système canonique tel que

E{xT) = y si T=yeY, E(xT) = f si T=f
et

E(xT) = fxTi. . .xTk si T=f(Tl>. . ., Tk).

Soit cp ' (y) = { q> (y)} pour tout y e Y,

Le système EP{A)(p, a une plus grande solution {BT)TsM«>iFu ^ par le théorème de
Knaster-Tarski. Elle est explicitement définie par :

BT= f] { B\/a est un ordinal},
B°T=\A\,

B\= Ç\ {B^/a < À,} si À, est un ordinal limite,

B*T+l = {fA} si T=f,

BT+1 = {q>{y)} = V'(y) si T=y

B«T
+i=fA(B«Tl,. . ., JBy si r = ƒ (7\ 7U.

On vérifie sans peine que B^ c By pour a > a'.
Si maintenant (flr)reMoo(f) est une solution de EA(p alors a r e B? pour tout a (cela

se montre par induction sur a) et donc aTeBT. Il en résulte, avec ces notations

(3 .2) PROPOSITION : Le F-magma A est intègre (resp. intègre et algébriquement
clos) si chaque BT a au plus un élément (resp. est singleton).

(3.3) REMARQUES : 1° si chaque BT a au plus un élément,
MA - { Te M™ (F)IBT± Q>} et BT= { TA} pour Te MA;

2° pour tout F-magma A, et tout TeM(Fu Y), B%= { TA(q>)}.
3° un exemple très simple montre que les conditions de la proposition (3 .2) ne

sont pas nécessaires : F= {ƒ}, p ( / ) = l , A de domaine {1, 2, 3} tel que
X I ( 1 ) = 1 . / I ( 2 ) = 3 , / 1 ( 3 ) = 2. Soit T=r=fff...; alors BT= {1, 2, 3} mais
l'équation x = fA(x) a une et une seule solution, à savoir x = l.

(3 .4) Un F-magma A muni d'une distance d qui le rend compact et telle que
pour un réel c, 0 < c < 1 on ait :

pour tout f e F, ax,. . ., ak, a[,. . ., a£e|/4| avec k = p{ ƒ ) est dit contractant.
Les fA sont alors des fonctions uniformément continues.

Le F-magma M°° (F) est contractant si on le munit de la distance
ultramétrique (Bourbaki [4]) :

d{T, r ) = Sup{2-lul/MeDom(T)nDom(r) et T(u)±T{u)} si
= 0 si T=T
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et si Ton prend c = 1 /2 . D'autre part, M (F) est dense dans M00 (F) et M00 (F) est Ie
séparé complété de M (F) {cf. Arnold et Nivat [2]).

(3 .5) PROPOSITION : Un F-magma contractant A est intègre et algébriquement
clos. Uhomomorphisme hA : M°°(F)—»^4 est uniformément continu.

Preuve : L'hypothèse de contraction entraîne que les fA sont continues, et
puisque B° = | A | est compact, B^est compact (récurrence sur n); donc (B^)neN est
une suite décroissante de compacts non vides; son intersection B™ est non vide.

D'autre part, le diamètre 8(2?£) de Bn
T est certainement inférieur ou égal à

cn. S (B§) = cn. 8 ( | A | ). Il en résulte que 8 (5?) = 0 et donc que ££ est réduit à un
élément. Alors Bj + 1 est aussi non vide, contenu dans B%. Donc B®+1 =B™> II
résulte de la proposition (3 .2) que A est intègre et algébriquement clos.

Finalement si T, T e M°° (F), si T(u) = T {u) pour tout u e N% tel que | u \ S n
[c'est-à-dire si d(T, T/)<2~n]f

Il en résulte que hA : M00 (F) -• A est uniformément continu. •
Une autre construction va nous fournir des F-magmas intègres et

algébriquement clos non nécessairement contractants.

(3 .6) Une congruence sur M00 (F) est une relation d'équivalence ~ telle que
f(Tlt. . ., TJ-fiT',, . . ., TQ si r , - r ; pour l^îgfc.

Elle est dite fermée (Bourbaki [4]) si pour tout T, T', Tn, T'n G Mœ (F) tels que

lim rn = r , lim T'n = T'et Tn~Tf
n pour tout n alors r ~ T ' , autrement dit si le

n—> au n—* oo

graphe de ~ est une partie fermée de M00 (F) x M00 (F) pour la topologie associée
à la distance définie en (3 .4). Elle est dite semi-fermée en Te M00 (F) si pour tout S

et UneMœ(F) tels que lim Un=TetUn~S pour tout n, alors T~S. Elle est

semi-fermée si elle est semi-fermée en tout Te M60 (F) et cela équivaut à dire que la
classe d'équivalence [S]_ de tout SeMœ(F) est fermée.

(3.7) REMARQUE : Si A est contractant, le noyau ~A de l'homomorphisme
&4 : M00 (F)-* 4, c'est-à-dire l'équivalence telle que T~A T'ohA(T) = hA(T')
est une congruence fermée. Il en résulte que A est isomorphe au quotient de
M00 (F u Y) par une congruence fermée.

(3 . 8) Exemple : Donnons un exemple d'une congruence semi-fermée mais non
fermée.

Soit F = {a, b} avec p (a) = p (b) = 1 [on identifie donc Mœ (F) à {a, b } tó ainsi
qu'il a été dit en (1.1)].
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Définissons les suites :

wn = ababbabbba . . .abnaeF*,

vn = aabaabbaabbbaa. . .aabnaaeF*,

wn — aaabaaabbaaa. . . aaabn aaa e F*,

pour n ^ 1, ainsi que leurs bornes supérieures respectives u, u, w dans F* u F0*
ordonné par l'ordre préfixe. Ainsi

u = ababbabbba. . .ab"a. . .eF ro .

Soit ~ la congruence sur F 0 définie par

x~xf ssi x = x' ou x — yunw et x' = j;i;Bu;

pour quelques n e N et 3; e F*.

L'écriture d'un mot x sous la forme yun w ou yvn w étant unique, la classe de A~
modulo ~ contient au plus deux éléments. Elle est donc fermée. Mais ~ n'est
pas fermée car lim unw = u, lim vnw — ut et unw~vnw mais wpv. •

(3.9) PROPOSITION : Soit ~ une congruence sur M00 (F). Le F-magma
A = Mœ(F)/ ~ est algébriquement clos. Si ~ est semi-fermée en tout U e^{T)
[pour 7TeMC0(F)] alors Ta une valeur dans A.

Énonçons tout de suite son corollaire.

(3.10) THÉORÈME : Si ~ est une congruence semi-fermée sur M™ (F) alors
M"°(F)I ~ est intègre et algébriquement clos.

Associé à (3 .7) et (3 .8), ce théorème montre qu'il existe des magmas intègres et
algébriquement clos non contractants.

Preuve de la proposition (3.9) : Montrons que A = M00 (F)/ ~ est
algébriquement clos : soit cp : Y -> | A | de la forme 9 (y) = [cp' (y)]„ pour quelque
cp' : F-> M00 (F) et F un système en l'ensemble X de variables et l'ensemble Y
de paramètres. Le système £M»(F) ^ a une solution (Tx)xeXQt ([Tx]„)xeX est une
solution de EArfp.

Soit maintenant TeMœ(F) tel que — est semi-fermée en tout UeS?(T). Le
système £(7") défini en (2.1) a la solution {[U]^)UeS?{T) dans A.

Soit ([S t /]_)[ /e^(r) une solution arbitraire de E (T) dans A. On va montrer que
U~SV pour tout UeSf(T). Définissons pour cela Sty pour n e N en posant

S{?+1)=/ si U = feF et p(ƒ)=<).
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II est facile de montrer que pour tout Ue^{T)} Sty^Sy et d{S{iï\ U)^2~n

(par récurrence sur n), et donc Hm S^= U. Puisque ~ est semi-fermée en tout

Ue&iTlS^U. D
La preuve du théorème (3 .10) est analogue.
L'exemple qui suit montre qu'il existe d'autres magmas intègres et

algébriquement clos que ceux issus du théorème (3 .10).

(3.11) Exemple : Soit F={f,gta,b} avec p(ƒ) = p(g) = 1 et p (a) = p(b)=0.
Soit m la plus petite congruence sur M (F) telle que

fa &a,

gatta,

fgft~gt pour tout te M (F).

Au moyen de la proposition (3.2), on va montrer que A = M (F)/ » est intègre
et algébriquement clos. On note [t] la classe d'équivalence de teM(F)
modulo » , on identifie M (F) à {ƒ $}*{a, b} et Mœ(F)-M(F) à { ƒ 0}°».

On va montrer que BT= {a} pour tout Te { ƒ, g }œ. Le résultat viendra alors
de la proposition (3 .2) et des remarques (3.3).

O r p o u r t o u t Te{f, g}m, ue{f,g}* e t n e N :

1° [a]eB"T;

2 ° [ub\eBn
T ss i ubœww'b p o u r q u e l q u e s w, w'e{ft g}* t e l s q u e \w\ =n

et ww' est un facteur gauche de T.
On va montrer que [ub] $ B^.
Remarquons si ubttww'b alors M et IÜU/ ont le même nombre de g. Donc

[wfc]e5y implique T^wgf™ ou T=f(ù. On vérifie sans peine que l'on ne peut
avoir ub&wgfnb (resp. ubœfnb) pour une infinité de n. Donc [wb] ̂ E£. Ainsi
BT=B»={[a\}.

Ainsi 4̂ est intègre et algébriquement clos.

Soit ~ la congruence : T~ T si et seulement si TA = T'A définie sur M00 (£). Elle
n'est pas semi-fermée carfngfnb~gb pour tout n, lim fngfnb = ftû,f™ = [a] et

t donc /œ^flf6. •

(3 .12) Ces constructions posent de nombreux problèmes :
Soit » une congruence finiment engendrée sur M (F) :
1° quand M(F)/« est-il intègre ? algébriquement clos ? que peut-on dire de

la plus petite congruence ~ sur M (F) contenant « et telle que M(F)/~ est
intègre ?
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2° que peut-on dire de la plus petite congruence = sur M (F) contenant « et
telle que M°°(F)/ = est intègre? quand coïncide-t-elle avec la plus petite
congruence semi-fermée contenant « ?

3° pour quelles congruences fermées sur M00 (F) le F-magma M00 (F)/ = est-il
contractant ?

4. APPENDICE : PROPRIÉTÉS DE FERMETURE DES CONGRUENCES SUR LE
MAGMA ORDONNÉ M$(F)

(4.1) Rappelons que M£{F) = M°°(Fu{Q})(oùQ est un nouveau symbole
d'arité 0) est ordonné par —< ainsi défini

T—< T si et seulement si Dom (T) g Dom (Tf)

et pour tout weDoin(r), T(u) = Sl ou T(u) = T'(u).

Ainsi, MCO{F)= {TeM^(F)/Q^Sym(T)} et c'est l'ensemble des éléments
maximaux de M^(F). Soit Mfi(F) = M(Fu{Q}).

Si l'on considère Q comme une notation pour « l'arbre vide », T—< T signifie
approximativement que Test « un sous-arbre initial » de T'.

Le lecteur consultera Courcelle [6], Courcelle et Nivat [9, 10], ADJ [1] pour
plus de détails sur M^(F).

Étant donnée une congruence a sur Mn(F), il existe plusieurs manières de
l'étendre à M^(F) qui interviennent en théorie des schémas de programmes
(Courcelle [7], Courcelle et Nivat [9, 10]). Nous allons les rappeler.

(4.2) On associe à a un préordre ^ a sur MQ (F) en prenant la clôture transitive
de au—<.

On l'étend à M%(F) en posant

"^a T' si et seulement si pour tout teMQ(F) tel que t—< T

il existe t'eMQ(F) tel que t'— < T' et t^at'.

Finalement, on définit une congruence sur M^(F) en posant

T=aT' si et seulement si T<nT' et T'<nT.

(La congruence = a est l'équivalence induite sur M {F) par la classe <êa de toutes
les interprétations où l'ensemble d'équations a est valide.)

(4.3) Une autre manière d'étendre a à M^(F) consiste à définir d'abord ~« par

T~%T! si et seulement si il existe dans MQ{F)

deux suites croissantes (£„)„eN et (QneN telles que

tnat'n pour tout n, T^Supjt,,} et r ' =
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On définit ensuite ~ a comme la clôture transitive de ~ £.

(4.4) REMARQUE :7 ~ a r ' implique T=aT
f mais ~ a e t = a ne coïncident pas

en général ainsi que le montre l'exemple suivant :

On prend le même alphabet et les mêmes conventions que dans l'exemple
(3.11).

Soit a la plus petite congruence sur MQ(F) telle que fgtagft pour tout
teMQ(F).

Soient T=(fgr et 7" =(
Il n'est pas difficile de montrer que T=aT'. Mais T n'est pas équivalent à T

modulo ~ a . Afin de le montrer remarquons que T satisfait la propriété
suivante :
(*) pour toute suite croissante tn dans Ma{F) telle que T= Sup(tn),
| fn|// | tn\g^ 1 lorsque n->oo [| t\x est le nombre d'occurrences de xdans tpour
x e F e t teMQ(F)l

Sit~0Lt',t,tf€MQ{F)ïùors\t\f= \ t'\f e t | t\g= | É ' ^ e t d o n c si 7 \ ~ £ r 2 e t T1

satisfait la propriété (*) il en va de même de T2. Donc tout T " ~ a T satisfait (*).
Mais il est clair que T' ne la satisfait pas (| t'n | f /11f

n \ g -• 2 lorsque n -> oo si t'n est
une suite croissante dans MQ(F) qui tend vers Tf). •

(4.5) REMARQUE : La congruence = a de l'exemple (4.4) n'est pas semi-fermée.
En effet,

T=(fgr = «Tn = fng»(fgr pour tout n.

et lim Tn~ fa. Or f^^^fgY mais l'inégalité inverse n'a pas lieu car

fgQ£af
mQ. pour tout meN. •

On a pourtant un résultat de fermeture :
Un arbre TeM^(F) est dit <.a-maximal si pour tout T'eM^F), T^aT'

implique T=a T'. Ces arbres sont étudiés dans Courcelle [7].

(4.6) PROPOSITION : Si T est ^a-maximal alors = a est semi-fermée en T.

Preuve : Soit Un e M^ (F) tel que lim Un - Tet S E M^ {F) tel que Un = a S pour

tout n. On peut supposer que à(Un, T)<2~n et l'on définit sans peine tn e MQ(F)
tel que tn— < Un, tn— < Tet T= Sup {tn}. On a tn^a 5 et donc 7 ^ a 5. Puisque T
est ^„-maximal, T=aS. •

Mettons en évidence pour conclure une famille remarquable de congruences
sur M™ (F).

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



ARBRES INFINIS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 4 7

Soit n 0 un ensemble de paires de la forme (fvx. . .vk,fvir . .vik),feF,
k = P(/)> ^i, . - ., fjt sont des variables et (ilf . . ., ik) est une permutation de
(1. . . . . * ) .

Soit II la plus petite congruence sur MÜ(F) telle que
ƒ*! . . . / k n/ t i t . . .tik pour tout tx. . .tkeMQ(F)

et (fax. . .vk,fvti. . . t?ift) e n 0 . On dit que n est une congruence permutative et on
obtient le résultat suivant :

(4.7) PROPOSITION : Soit H une congruence permutative :
1° Les relations EEn, ~£ et ~ n coïncident;
2° La congruence =n est fermée;
3° roui Te M00 (F) est Sn-

m^ximal-

Preuve: II est montré dans [7, (4.6) et (4.15)] que pour teMQ(F) et
T'eM^(F), t<.nT' si et seulement si il existe t' — < T' tel que t u t'. .

Soient T et T'eM%(F) tels que T = n T\ On va montrer que T~ZT'. Pour
tout n, soit T(n)eMa{F) tel que :

rw(u)=r(u) si
= Q si weDom(r), \u\ =w+l,

indéfini autrement.
On a donc r(n)—< T<n + 1) et lim T{n)^T.

n—* oo

On définit de même T'{n) relativement à T '.
Pour tout n, il existe t' e MQ (F) tel que T{n) II t' — < T ' et à cause de la forme

particulière de n 0 , la plus longue branche de t' a au plus n+1 nœuds et donc
f'_<7"<»\ De même r ' ( r t ) n t - < r ( n ) pour quelque teMQ(F). Donc
Tin) = nT'in\ La proposition (4.4) de [7] dit alors que T ( n )n T'in\ On a
donc T~%T'..

L'assertion 1 résulte alors de (4.4).
Montrons que = n est fermée.
Soient Un, U

f
n deux suites dans M£ (F) telles que lim Un=T, lim U'n=Tf

«-> oo n-> oo

pour tout n. On peut supposer [quitte à extraire des sous-suites de (Un) et (U'n)]
qued{Un, T)<2~netd(Uf

n) r /)<2""pourtout netdoneque t/^—< Travee
les notations du début de cette preuve). On a vu que Un = nU'n implique
UPnVpK Puisque T= hm U™ et r ' = lim U^\ on a 7 - a

o r et

Enfin, l'assertion 3 résulte de (4.8) et (4.15) de [7]. n
Une question se pose : quelles sont les congruences II sur Ma (F ) qui satisfont

la proposition (4.7)?
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