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R.A.I.R.O, Informatique théorique/Theoretical Computer Science
(vol. 12, n° 3, 1978, p. 235 à 257)

THÉORIE DES MAGMOÏDES (I) (*)

par A. ARNOLD (X) et M. DAUCHET (X)

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — Les principales opérations appliquées aux arbres, telles que la substitution, sont décrites
de façon axiomatique en définissant la structure algébrique de magmoïde. Les arbres eux-mêmes peuvent
alors être définis comme les éléments d'un magmoïde libre. Il devient donc possible de traiter de façon
plus algébrique la théorie des langages d'arbres. Nous donnons ici un exposé formel des éléments de base
de cette théorie ainsi qu'un exemple d'application.

INTRODUCTION

L'utilisation explicite par les informaticiens d'objets appelés « arbres » est un
phénomène qui tend à se généraliser. Il importe donc, pour faciliter cette
utilisation, de définir formellement ces objets « arbres » ainsi que les
manipulations qu'ils sont susceptibles de subir.

Il convient de remarquer en premier lieu qu'il n'existe pas qu'une seule espèce
d'arbres : selon les raisons pour lesquelles ils les ont introduits et selon l'usage
qu'ils en font, les informaticiens donnent aux arbres des définitions différentes et
surtout leur appliquent des opérations différentes. Cette grande variété dans
l'utilisation des arbres en informatique apparaît clairement à travers la diversité
des communications faites aux trois colloques « Les Arbres en Algèbre et en
Programmation » tenus à Lille depuis 1976. Les arbres auxquels nous nous
intéressons sont ceux qui apparaissent essentiellement dans la théorie des
schémas de programme ; ce sont des arbres finis dont les nœuds sont étiquetés par
des symboles possédant une arité fixe, le nombre de descendants de chaque nœud
étant égal à l'arité du symbole qui l'étiquette. Ces arbres sont donc aussi les
termes d'une algèbre universelle [7] et se différencient nettement des arbres de
dérivation dans une grammaire que Pair et Quéré [21] ont formalisés au moyen
de la structure algébrique de binoïde.

(*) Reçu en mars 1978.
t1) Laboratoire d'Informatique, Université de Lille I.
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236 A. ARNOLD, M. DAUCHET

En second lieu il nous faut préciser quel type de formalisation nous voulons
donner à ces objets. Il est possible de commencer par décrire formellement les
arbres et de définir ensuite les opérations sur ces arbres en donnant la description
du résultat. C'est la méthode utilisée par Brainerd [6] et Rosen [22] par exemple.
Nous préférons pour notre part employer une approche plus algébrique : en
donnant axiomatiquement les propriétés des opérations nous définissons une
famille de structures algébriques ; en utilisant la méthode de description concrète
signalée précédemment nous exhibons une structure particulière dont nous
montrons qu'elle est libre, c'est-à-dire que les axiomes donnés suffisent à la
décrire entièrement - à un isomorphisme près. L'avantage de cette approche est
qu'elle ne distingue pas deux structures isomorphes — les arbres et les termes
peuvent alors être vus comme deux modes de représentation d'une même
structure — et que les calculs dans la structure libre peuvent se faire en utilisant
uniquement les axiomes, sans faire référence à aucune représentation concrète de
cette structure libre.

Un exemple de cette situation que nul n'ignore est celui du monoïde libre. On
peut définir un mot sur un alphabet A comme une séquence finie < alt . . ., ap >
de lettres de A et définir ensuite le produit de concaténation de deux séquences
<a l f . . ., ap} et <ai, . . ., ar

p} comme étant la séquence <ax, . . ., ap}

a[, . . ., a'qy. Il est toutefois très utile de remarquer que l'ensemble des mots
sur A muni du produit de composition n'est autre que le monoïde libre engendré
par A (à un isomorphisme près).

*
* *

De nombreux auteurs ont utilisé cette approche en considérant les arbres
comme éléments d'un S-magma - ou d'une L-algèbre — libre : Thatcher [25],
Nivat [19, 20], Boudol[5], Maibaum[18], Downey [10], Engelfriet et
Schmidt[13]... Un E-magma est une structure algébrique constituée d'un
support E et d'un ensemble S d'opérateurs, chaque opérateur ƒ de 2 ayant une
arité notée à (ƒ). Le E-magma libre engendré par E est donc l'ensemble des
termes formés sur S et sur E. Ainsi, si on identifie un alphabet A à un ensemble
d'opérateurs unaires, les mots sur A peuvent être considérés comme les éléments
du A -magma libre engendré par le mot vide; l'opération unaire associée à une
lettre de A est alors le produit à gauche (ou à droite) par cette lettre.

Mais, de même que dans le monoïde libre l'opération essentielle est le produit
de deux mots et non le produit d'une lettre et d'un mot, l'opération essentielle sur
les arbres est l'opération appelée « greffe » par Boudol [5], « substitution » par
d'autres auteurs tels que Engelfriet et Schmidt [13], Downey [10], qui consiste à
remplacer les variables figurant aux feuilles d'un arbre par d'autres arbres. Cette
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THEORIE DES MAGMOÏDES 237

opération, qui généralise le produit de concaténation dans le monoïde libre n'est
pas une opération du X-magma. C'est pourquoi nous proposons une structure
algébrique dont la greffe sera l'opération principale.

L'opération de greffe notée t [tjxlf . . ., tp/xp] par Boudol, qui consiste à
substituer t1 à xlt . . ., tphxpda.ns t, a comme arguments un arbre t d'une part,
une séquence tlt . . ., tp d'arbres d'autre part. Si nous prenons comme éléments
de notre structure algébrique non seulement des arbres mais aussi des séquences
finies d'arbres, cette greffe devient une opération interne partielle, que nous
notons < O • O i » • • • » tP ) e t Qu'ilest facile de généraliser au cas où son premier
argument est aussi une séquence finie d'arbres. Nous appelons produit de
composition cette opération partielle sur les séquences finies d'arbres.

Nous introduisons également une deuxième opération appelée produit
tensoriel qui consiste à juxtaposer les séquences finies d'arbres, mais en modifiant
les variables figurant dans le second opérande de façon à ce que les ensembles de
variables de chaque opérande deviennent disjoints. Nous utiliserons aussi des
éléments particuliers, appelés torsions et qui sont les séquences d'arbres réduits à
une seule variable.

En axiomatisant les propriétés que doivent vérifier le produit de composition
et le produit tensoriel, nous définissons la structure algébrique de magmoïde ; en y
ajoutant les axiomes concernant les torsions nous obtenons celle de magmoïde
projetable.

Nous montrons alors que l'ensemble des séquences finis d'arbres construits
sur un alphabet gradué Z est bien le magmoïde projetable libre engendré par X,
ce qui garantit que cette structure de magmoïde projetable fournit une bonne
formalisation algébrique des arbres.

De même que la notion de monoïde est identique à celle de catégorie à un seul
objet, on peut considérer que la notion de magmoïde projetable est identique à
celle de théorie algébrique (cf. Lawvere [16]) que Goguen, Thatcher et al. [14],
Arbib et Give'on [1], Eilenberg et Wright [11], Elgot [12], Tiuryn [26] ont utilisée
pour fournir une base théorique à l'étude des langages d'arbres. Cependant le
rôle privilégié donné aux torsions dans le magmoïde projetable nous paraît
d'une grande importance dans le développement de la théorie. C'est en
particulier grâce à ces torsions qu'il est possible de définir sur les séquences
d'ensembles d'arbres un produit de composition qui réalise l'opération appelée
« greffe complète » par Boudol [5] ou « 0/-substitution » par Engelfriet et
Schmidt [13], et donc de définir le magmoïde projetable des parties d'un
magmoïde [2], II devient alors possible de généraliser, au cas des arbres, la
notion de substitution utilisée en théorie des langages; et de même qu'une
substitution est un homomorphisme de monoïde de A* dans ^(i?*), dans le cas
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238 A. ARNOLD, M. DAUCHET

des arbres la substitution pourra être définie comme un homomorphisme de
magmoïde projetable, ce qui, comme dans le cas des langages, jouera un rôle
important dans l'étude de la solution de systèmes d'équations dans le magmoïde
projetable [2] et dans celle des transductions d'arbres [9].

Enfin, comme une structure algébrique est inséparable des homomorphismes
qu'elle permet de définir, il nous faut dire ce que sont les homomorphismes de
magmoïde. Il est facile de montrer que toutes les applications appelées
« homomorphismes d'arbres » {cf. par exemple Rounds [24], Maibaum [18])
sont des homomorphismes de magmoïde — il faut à ce propos remarquer que ces
homomorphismes d'arbres ne sont en général par des morphismes dans la
catégorie des X-magmas car ils peuvent envoyer les éléments d'un E-magma libre
dans un A-magma libre. Mais il est également très facile de montrer qu'il existe
d'autres homomorphismes de magmoïde, appelés k-morphismes, où k est un
entier positif : ce sont ceux qui à un arbre font correspondre un /c-uple d'arbres.
Ainsi, par exemple, à tout arbre représentant une expression arithmétique qui
permet de calculer un nombre complexe, on peut faire correspondre, par un 2-
morphisme, deux arbres représentant les expressions arithmétiques qui
permettent de calculer respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de ce
nombre.

Des résultats de [2, 9, 17] il ressort que les /c-morphismes jouent un rôle
important dans la théorie des langages d'arbres. En particulier l'utilisation de ces
/c-morphismes permet d'expliquer de façon très naturelle certaines anomalies de
la théorie « classique » des langages d'arbres.

Cet exposé comprend cinq parties. Dans la première nous définissons d'abord
le magmoïde T(L) dont les éléments sont des séquences finies d'arbres ; puis nous
donnons les axiomes de magmoïde et exhibons deux exemples de magmoïdes,
qui joueront un grand rôle par la suite: le magmoïde des torsions et le
magmoïde ?(£). Nous terminons cette première partie en montrant que T{1) est
un magmoïde libre. Dans la seconde partie nous montrons que le
magmoïde T(L) contient un magmoïde de torsions. A partir de là nous mettons
en évidence la notion de magmoïde projetable que nous définissons
axiomatiquement. Puis, après avoir donné un autre exemple de magmoïde
projetable nous montrons que T(E) est le magmoïde projetable libre. La
troisième partie est consacrée à l'étude des morphismes de magmoïde, notion
plus vaste que la notion habituelle d'homomorphisme d'arbres. Dans la
quatrième partie nous construisons deux magmoïdes différents dont les éléments
sont des sous-ensembles de T(L). Dans la dernière partie nous montrons sur des
exemples comment des notions classiques en théorie des langages d'arbres
peuvent s'exprimer dans le cadre de la théorie des magmoïdes.
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Seules les deux premières parties de cet article figurent dans le présent numéro.
Les trois dernières parties paraîtront dans un numéro suivant de la même revue.

CHAPITRE I

LES MAGMOÏDES

1. Le magmoïde r(Z)

DÉFINITIONS : On appelle alphabet gradué la donnée d'un couple (Z, d) où Z
est un ensemble quelconque qu'on suppose habituellement fini, mais il n'est pas
indispensable pour le moment de s'imposer cette restriction, et d une application
de Z dans JV. Les éléments de Z seront appelés symboles.* L'entier d (ƒ), où ƒ
appartient à Z est appelé le degré ou la arité de ƒ Par abus de langage, Falphabet
gradué (Z, d) sera le plus souvent noté Z. On notera Zn, pour tout entier n,
l'ensemble des éléments de Z de degré n; i. e. Z„ = J"1(n) = {/eZ|d (ƒ) = «} ,

On appelle ensemble des variables, ou ensemble des index, l'ensemble
X = {xlf x2, . . ., xn, . . .} et on note Xn l'ensemble [xlt . . ., xn} . Xo est
donc l'ensemble vide.

On appelle ensemble des arbres sur Z indexés par Xn l'ensemble T^(Xn)
— qu'on peut considérer [20] comme un langage sur l'alphabet (non gradué)
I u l n u { ( , )} défini inductivement par :

- ZouXn<=7z(Xn);
- s i / eZ p et t l t . . ., tpeTE(Xn) alors ƒ (tt, . . ., tp)eTz(XJ.
On note Tz l'ensemble TZ(XO)=TZ(Ç>).
On sait [20, 5, 14, 11] que pour chaque n l'ensemble Tx(Xn) peut être muni

d'une structure de Z-magma, ainsi que l'ensemble TX(X)= (J Tx(Xn).

Nous redéfinissons la greffe [5] — appelée aussi substitution [13, 14, 10] —
mais nous préférons employer le terme de greffe car nous donnerons
ultérieurement au terme de substitution un autre sens, analogue à celui qu'il a en
théorie des langages.

Si t est un élément de Tz(Xn) et tx, . . ., tn des éléments de Tz{Xp)s

tlti/xi, . . ., tn/xn] est l'élément de T s p Q obtenu en remplaçant dans t chaque
variable xt par tt. De façon plus précise, la greffe est définie par induction par :

- si t = XtGXn c Tx(Xn) alors :

t[tjxu
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— si teZ0
 c T;
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z(Xn) alors :

t[tJxx, . .
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/ v i + •

- si t=f(t[, . . ., t£) avec t ;er s ( I„) et ƒ eE4 alors :

t[tjxu . . ., tn/xn]

=/('i[*i/*i fn/xn], - . ., tf
q[tjxlt . . .,

Exemple 1 : Soit Z l'alphabet gradué {ƒ, #, a} avec à (f) = 2, d(g) = l et
d(a) = 0.

Soit t —f (x2, 0 (fl)) ̂  ̂  (^3) - remarquons que t est aussi élément de T^ (X2),
TZ(X4), . . . — et soient t1=a; t2 = g{x1), t3=x4 qui appartiennent à T^iX^),
Alors :

t[tjxl9 t2/x2, Hlxà=fig{xù, g(a))eTz(Xt).

Nous voyons dans cet exemple qu'il existe une ambiguïté, qui pourrait être
gênante, concernant l'ensemble de variables Xn sur lequel un arbre donné est
construit. Pour lever cette ambiguïté, il faudra en même temps qu'on se donne un
arbre, indiquer son ensemble Xn de variables. Ainsi l'arbre t=f (x2, g (a))
spécifié comme appartenant à TZ(X2) sera différent du même arbre spécifié
comme appartenant à TZ(X3). Cette distinction est parfaitement naturelle et est
couramment utilisée : la même expression x+1 peut servir à définir plusieurs
fonctions différentes telles que %x(x+l) : N->N et Xx, y (x+1) : N2-»N.
D'autre part, étant donné la définition même de la greffe, il est utile de pouvoir
considérer des éléments de Tz(Xp)

n. Nous sommes donc amenés à poser la
définition suivante :

DÉFINITION : Soient p et q deux entiers positifs. Nous noterons T(L)p
q

l'ensemble { q } x T^(Xq)
p, c'est-à-dire que T(L)p

q est l'ensemble des éléments de
la forme <g; tx> . . ., tp} avec tieTz(Xq) pour tout i e{ l , . . ., p} . Nous
noterons T(L) la réunion pour tous les p et q appartenant à N des ensembles

Si t = ƒ (x2, g (a)) nous pourrons donc différencier l'élément < 2 ; t > e T(L)2 de
l'élément <3; t ) ^ ( I ) i

Remarquons que pour tout qeN, T(L)q contient un seul élément, qui sera
noté Oq et qui est égal à < q > ou plus exactement à < q; Aq >, où Aq est l'unique
élément de T^iXq)0, c'est-à-dire la suite vide d'arbres de TE(Xq). Remarquons
aussi qu'on peut identifier l'ensemble T% des arbres sans variables à TÇL)Q.

Nous définissons alors le produit de composition par : si

u = <q;tu ...,tpyeTÇEfq
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et si

alors M .u ' = < r, ti ' , . . . , t^ > où pour tout ie { 1 , . . . , p } ,

Comme pour tout i, ^ e ^(-X*^), t" est défini et appart ient à Tz(Xr) et donc

Dans le cas particulier où p = 0, et donc où u — Oq, on aura u. u' = Or. Si q = 0
on aura u.Or = (r\ tlt . . ., tp}.

Exemple 2 : En reprenant les notat ions de l 'exemple 1, < 3 ; £>.

Il résulte immédiatement du fait que la greffe est associative (cf. Boudol [5] et
aussi Goguen et Thatcher [14], Thatcher [25]) que ce produit de composition est
associatif.

PROPOSITION 1 : Le produit de composition est associatif.
Pour tout peN posons Idp=<p; xlf . . ., xp}eT(E)^. Il est immédiat que

cet élément est neutre pour le produit de composition.

PROPOSITION 2 : Pour tout peN, qeN et pour tout ueTÇL)?,
Idp .u = u. Idç — u.

Nous allons maintenant définir le produit tensoriel qui permet de juxtaposer
des séquences d'arbres mais en translatant les indices des variables figurant dans
le second opérande. Soient

<q h p > ( y q e t *' = < *

Alors
M(g)u' = <4+<3'; tx—, tp, t'i

où pour tout i G { 1, . . ., p'} :

Comme tleTz(xq)t tl' est défini et appartient à Tz(xq+q) d'où w® u' e T(L)p
qX

P
q/.

Il est immédiat que ce produit tensoriel, qui contrairement au produit de
composition est défini pour tout couple d'éléments de T(L), est associatif.

PROPOSITION 3 : Le produit tensoriel est associatif.
La propriété suivante est aussi une propriété du produit tensoriel

d'applications linéaires, sa démonstration, qui se trouve dans [4] est
pratiquement immédiate.
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242 A. ARNOLD, M. DAUCHET

A partir de maintenant nous supposerons, pour éviter un trop grand nombre
de parenthèses dans l'écriture, que le produit de composition est prioritaire sur le
produit tensoriel.

PROPOSITION 4 : Soient u, u', v, v' e T(L). Si les produits u.u' etv.v' sont définis

alors (u(g)v).(u'®v') est défini et est égal à u.u'®v.v'.

Exemple 3 ; Soient

Alors
u.u' = (2;f(g{x2),g(x2))>eT(L)2,

v ,vf = {4;f(xlf a)f af x.ye

Ü = < 3 ; / ( X 1 , xx),f(x3, a), x2,

w'(g>i>' = <6; g(x2), a, x 3 > 6

et

u. u' (g) v . v' = (M ® u). (u' ® f ')

= <6;/fefe), flf(x2)),/(x3, a), a,

2. Axiomes de magmoïde

Muni de produit de composition et du produit tensoriel, l'ensemble T(Z)
forme une structure algébrique appelée magmoïde que nous allons maintenant
définir sous forme axiomatique.

Un magmoïde est un quintuplet <M, . , ® , e , e0} — qui sera noté M selon
l'usage consistant à identifier une structure algébrique et son support — où M
est un ensemble , . une opération binaire partielle sur M, ® une opération
binaire sur M, e et e0 deux éléments distingués de M; et qui vérifie les axiomes
suivants :

M l . VpeN,VgGN, il existe une partie M^de M appelée ƒ ère p — g de M. Les
fibres de M sont disjointes deux à deux et M est la réunion de toutes ses fibres.

Autrement dit, M est un ensemble bigradué. Tout élément de M\ sera dit de
degré supérieur p et de degré inférieur q.

M2. VpeN, VqeN, Vp 'eN, Vg'eN,VmeM£,Vm'eMp
q,, m.m', est défini ssi

q — p\ On a alors m.m'eMp
q..

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theorical Computer Science
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Cette opération . est appelée produit de composition.

M'2. Le produit de composition est associatif.
Plus précisément soient meMp

q,m
f e Af£, m" e MÇ. D'après M2, (m. m'). m"

est défini ssi 4 =p' et qf = p" et m.(m' .m") est défini ssi q = p' et q'=p"- Si l'une
des deux quantités m. (m'. m") et (m. m'). m" est définie, l'autre Test aussi et alors
elles sont égales.
M3. VpeN, VpeN, Vp'eN, V ^ ' G N , VmeMp

qtVm'eMp
q,, m®m'eMp

qX
P

q,.

Cette opération ® est appelée produit tensoriel.
M'3. Le produit tensoriel est associatif.
M4. V mx, m2, m[, m2 e M, si (m!. m2) ® (mi. rn2) est défini, alors cette quantité
est égale à {m^ ® m[). (m2 ® m2).

Si (mx .m2)®(mi .m2) est défini, alors d'après M2, mxeMp
q, m2eMq

r,
m[ e Mp

q,, m2 G MJ' et (m! ® mi). (m2 ® m2) est défini puisque m1 ® mi G MJ+f et
m2 ® m2eM?+?/. La réciproque n'est pas vraie : s im^M^, mi e M}, m2eM{,
m2 e M2 alors mx ® mi et m2 ® m2 appartiennent à Ml et donc
(m1 ® mi). (m2 ® m2) est défini; par contre ni m1. m2 ni mi. m2 ne sont définis.

M5. eeM\; eoeM^ En posant, pour p>0, eD= e® . . . ®eeMp (et donc
pfois

ex = e) on a V m G M£, ep. m = m et V m G M | , m.ep = m.
De plus V m G M^, e0 ® m = m ® e0 = m.
Les éléments ep sont donc neutres pour la composition; e0 est également

neutre pour le produit tensoriel.
Il est facile de montrer que ces éléments neutres sont uniques.
Remarquons que pour tout entier n, l'ensemble M" muni du seul produit de

composition est un monoïde dont l'élément neutre est en.

3. Exemples de magmoïdes

II est clair que T(L) muni des deux produits est un magmoïde dont les éléments
neutres sont les éléments ldp.

On trouvera dans [4] plusieurs exemples de magmoïdes. Nous allons n'en
donner ici que deux qui joueront un très grand rôle par la suite.

3.1. Le magmoïde & des torsions

Posons d'abord, pour tout entier peN,

En d'autres termes [0] = Ç> et pour p ^ l , [p] = { 1, . . ., p}.
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244 A. ARNOLD, M. DAUCHET

Posons 0^ égal à l'ensemble des applications de [p] dans [q]. Il faut remarquer
que comme il n'existe aucune application d'un ensemble non vide dans
l'ensemble vide, si p est différent de 0 alors ©g est un ensemble vide. D'autre
part, comme il existe une seule application de l'ensemble vide dans un ensemble
non vide, quel que soit l'entier p, 0 ° contient un seul élément qui sera noté Op.

On définit le produit de composition comme le produit de composition des
applications i. e. si 0 e 0 ĵ et 9' e 0? , 0.0' est l'application de [p] dans [r] égale
à0 'o0 .

On définit le produit tensoriel par : si 0e0£ et 0'e0£' alors 0®0' est
l'application de [p + pf] dans [<? + <?'] qui vaut

0(0 si i^

-p) si

On pose e e <ë>{ comme Tunique application de [1] dans [1]; c'est donc
l'application identique de [1] dans [1] qu'on écrira aussi Idx.

On pose e0 = O0 l'unique élément de 0 ° qu'on écrira aussi Id0

D'après la définition du produit tensoriel epe0£ est l'application identique
de [p] dans [p] qu'on notera aussi Idp.

Le fait que 0 est un magmoïde se vérifie aisément. Montrons à titre d'exemple
que l'axiome M4 est vérifié. Soit 0iG0£, 0 2 e0? , 0ie0£,' 02e®?,\ Calculons
0! .02 ® 0i .02 (0 et (0! (g) 9i).(82 ® ey (0 pour *

62(61 (0) s i l ^ P >
2(9i(ï-p)) sinon,

(0i ® 61). (02 ® 92) (ï) = 02 ® 02 (0X (g) 9i (î)).

Orsii^p,

e1<8>ei(i) = G1(i)^«;
d'où

e2 oe^Gi (0)=e2(81(0).

Si par contre p<i^p + p', alors

et

Parmi les torsions nous avons déjà signalé les Idp et les Op. Nous allons en
isoler d'autres qui nous seront utiles par la suite.
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Pour tout n>0 et ie[n], rcj,, appelée projection est l'élément de 0* qui à 1,

unique élément de [1] associe ie[ri\.

On montre aisément que :

PROPOSITION 5 :

Vp>0, Vîe[p],

Vp>0, Vîe[p],

3.2. Le magmoïde T (S)

Parmi tous les arbres (et séquences d'arbres) indexés nous nous intéressons
maintenant à ceux que nous appelons arbres initiaux Ce sont ceux dont Us
variables sont numérotées dans l'ordre croissant de gauchç à droite. Si par
exemple ƒ est une lettre de degré 3 et a une lettre de degré 0,/(x l f a, x2),
f {a, a, a), f{xlt x2, a) sont des arbres initiaux, alors que f(xlt xT> x2),
f{xlt x3t x2),f(a, a, x2) n'en sont pas.

La dénomination d'arbre initial provient de ceci : si on considère un arbre
sans variables — i.e. de r x — et qu'on le « coupe », on obtient un sous-arbre
initial en numérotant les branches coupées comme le montre la figure suivante :

ƒ -+f(xlfa, x2),

ƒ

Autrement dit, dans un arbre initial, le rôle des variables est seulement
d'indiquer les branches coupées; les indices des variables n'ont alors pas de
signification pertinente. Plus précisément l'apparition d'une variable comme
feuille d'un arbre joue un double rôle : d'abord indiquer simplement qu'une
branche est coupée, ensuite préciser au moyen de son indice ce qu'on va y greffer
dans l'opération de greffe. La notion d'arbre initial a pour but de mettre en
évidence le premier de ces rôles joués par les variables.

Nous allons maintenant donner une définition formelle de T(L).
Soit $ l'application qui à tout élément u de T(L) associe le mot de X* obtenu

en prenant les variables de u de gauche à droite. Formellement O est défini
inductivement par :

(i) Si u = (q\ t1 tp)eT(i:)p
q, ®{u) = ®{ti)x . . . xO(tp) où x est la

multiplication dans le monoïdeX*; et si u = ( q ) e r ( S ) J , $(u) = A où À est
l'élément neutre de X* ;
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(ii) si t e T% (Xq) alors :
si

si t = Xi

si t=f(h, tj.

On définit alors TÇL) par f (2)f = {«e f (S)f/O (M) = X1 . . ,xq}.
Dans le cas où q = 0, pour que i* appartienne à r(£)8 il faut donc que O («) = A.
D'après la définition ae <£, *>(</>; xlf . . .,:Xp»*=x1 . . . xp et donc

f(Z)£
D'autre part il est clair que T(L) est fermé par produit de composition et

produit tensoriel (cf [4]) d'où :

PROPOSITION 6 : T(L) est un sous-magmoïde de T(l).
A partir de maintenant nous considérerons que E est une partie de T(L) en

identifiant le symbole ƒ de Zp à l'élément < p;f(xlt xp) > de T(£)£.

4. Les magmoïdes libres

Pour terminer cette partie nous allons montrer que T(E) est le magmoïde libre
engendré par E, c'est-à-dire que toute application <p de £ dans un magmoïde
quelconque M qui « respecte la graduation » - i. e. <p(Zp) <= Mp - s'étend de
manière unique en un homomorphisme de T(L) dans M. Ceci nécessite de définir
d'abord les morphismes de magmoïdes.

Remarquons dès maintenant que, puisque T(L) est le magmoïde libre
engendré par E, il doit nécessairement exister des propriétés que possède le
magmoïde T(L) et qui ne découlent pas des axiomes du magmoïde. Ce sera
l'objet de la partie suivante où nous définirons les magmoïdes projetables.

4 . 1 . Les morphismes de magmoïdes

Soient <M, ., ®, e, e0} et <M', ., (g>, e', e'o) deux magmoïdes. Une
application q> de M dans M' sera appelée morphisme de magmoïde si :
Al. cp conserve les degrés, i.e., VmeMJ, (p(/w)eM/.
A2. cp préserve les éléments neutres, i. e. <p (e) = e' et cp (eo) = e'o.
A3. cp est compatible avec les opérations, i.e. cp(m.m/) = cp(m).cp(wî') et
cp (m ® m') = cp (m) ® cp (m').

Remarquons que la condition Al assure que si m.m' est défini alors
cp(m). 9 (m') l'est aussi. D'autre part il découle de A2 et A3 que cp(ep) = ep.
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Exemple 4 ; Soit 0 le magmoïde des torsions. Considérons l'application v de
@ dans T(L) définie par :

— si 9 = 0q, unique élément de 0J , v (Oq) = < q >, unique élément de T(L)q ;

- si0e©£avecp^O, et donc qj=O, v(0) = <q; x e m ,xe(p)> eJ(S)J.

On a donc bien v {e0) = Id0 et v (e) = < 1 ; xx > qui est l'élément neutre de T(L){.

Si9e0£et 0'e©?,

= v(0)®v(0').

L'application v est donc bien un morphisme de magmoïde. De plus, d'après sa
définition, il est clair que c'est un morphisme injectif.

4.2. Le magmoïde libre T(2)

Pour démontrer que Tz (Xp) est la E-magma libre engendrée par Xp, on utilise
la propriété que tout élément t de Tz {Xp) - Xp s'écrit de façon
unique f(tx, . . . , tq) avec fs S, q = d{f) et pour ie[g], tiGrz(Zp). Cette
propriété va nous permettre de démontrer que tout élément de T(l) admet aussi
une décomposition unique.

LEMME 1 : Soit ueTÇL)^ avec p ^ 2 ; alors pour chaque ie[p] il existe un
entier qt et un élément ut de T(l)^m tels que u = ux®u2® • . . ® up. Cette
décomposition est unique.

Soit u e î ( £ ) i . Si w ^ < l ; x t > il existe p^O, / e S p et vef{l)p
q tels que

w=-<P;/(xi, . . ., xp)> .u. Cette décomposition est unique.
La preuve complète se trouve dans [4]. Elle s'appuie sur la propriété de

décomposition unique des éléments de TZ(XP) indiquée plus haut et sur la
remarque suivante si t= {q. tlt. . ., tp> tel que (^(tj^x^^. . ,xq, alors en
posant rt égal à la longueur de <D(if), t peut s'écrire u1®u2® . , . ®up avec
U, E FIE)*.

On étend alors toute application cp de E dans un magmoïde M en une
application (j> de TÇE) dans M par :

- si w = < 1; xx >, cp(w) = e;
- si U =

vol. 12, n° 3, 1978



248 A. ARNOLD, M. DAUCHET

Si (p est un morphisme de magmoïde, c'est bien la seule extension
homomorphe de (p. Il reste donc à montrer que q> est bien un morphisme de
magmoïde, et, plus simplement, qu'il est compatible avec les produits.

En ce qui concerne le produit tensoriel ce résultat est immédiat puisque si u
s'écrit de façon unique u1 ®u 2 ® • • . ®up et v s'écrit v1®v2® . . .®vqt alors
u®v s'écrit ux (g) . . . (g)up® vx ® . . . ®vq et

Pour le produit de composition, il suffit de remarquer que si
cp (v . w) — cp (v). cp (lu) alors si u —f. v on aura

9 (u. w) = (p ( ƒ. u . w) = cp ( ƒ ). (p (t?. w)

Nous obtenons donc :

THÉORÈME 1 : r(Z) est le magmoïde libre engendré par E.

Exemple 5 : Considérons le magmoïde B (3) suivant :
5(3)£ est l'ensemble des matrices booléennes de dimension (3P, 3q).

Prenons comme produit de composition le produit usuel de matrices et
comme produit tensoriel le produit de Kronecker (le produit de Kronecker d'une
matrice A de dimension (p, q) et d'une matrice B de dimension (p\ q') est la
matrice C de dimension (p.pf, q.q') définie par C<iiV>i<jir> = Ait j xBv y). Il est
facile de vérifier que B(3) est un magmoïde.

Soit maintenant l'alphabet £ = {ƒ, a} avec d(f)~2 et d{a) = 0. Soit cp
l'application de S dans B(3) qui à/associe la matrice

F= 1
2
3

1
1

0
1
0

1
2

0
1
0

1
3

0
0
1

2
1

0
0
1

2
2

0
0
1

2
3

0
0
1

3
1

0
0
1

3
2

0
0
1

3
3

0
0
1

de dimension (3, 32) et au symbole a la matrice

1

= 1
2
3

1 de dimension (3, 3°).
0
0
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Soit q> l'extension homomorphe de cp à T(L).
Cette application cp peut être considérée cornme une généralisation au cas du

magmoïde libre de la représentation matricielle des automates d'états finis dans
le cas du monoïde libre; et de fait il est possible de représenter les automates
d'arbres par des morphismes de magmoïdes prenant leur valeur dans des
magmoïdes particuliers [2],

CHAPITRE II

LES MAGMOÏDES PROJETABLES

1. Les torsions de

Puisque T(L) est le magmoïde libre engendré par E et que T(L)} les axiomes de
magmoïde sont insuffisants pour caractériser entièrement T(L). Nous allons
donc donner sous forme d'axiomes, des propriétés supplémentaires qui
permettront de caractériser entièrement T(L).

Dans l'exemple 4 nous avons montré que T(L) contenait un sous-magmoïde
isomorphe au magmoïde 0 des torsions. Soit v(0) ce sous-magmoïde, dont les
éléments seront appelés les torsions de T(L). Tous ses éléments sont de la forme
($1 xm> • • •> xB(q)} o u 6 e s t u n e application de [p] dans [q]. Réciproquement
soit u = <<z; xh, . . ., xip}eT(L)^; comme pour tout y e [p], x^ï^fx , ) , nous
avons xi}eXq et donc ijS[q\\ nous pouvons donc définir l'application 9 de [p]
dans [q] par 9(j) = î,- et nous avons u = v(0). Le sous-magmoïdev(0) est donc
formé de tous les éléments de T(L) de la forme (q\xh, . . ., xip>.

Soit 0e0£. Pour que v(0) appartienne à T(L) il faudrait que l'on ait
®(v(9)) = x1 . . . xfl.OrO(v(9)) = xe(1) . . . xe(p)et donc v(0)ef (£) ssip = q et G
est l'identité.

On obtient donc une premiere propriété qui différencie T(L) de ?(2) : le
premier de ces deux magmoïdes contient un sous-magmoïde isomorphe à 0 .

Nous allons montrer maintenant que tout élément de TÇL) peut s'exprimer en
fonction d'un élément de T(L) et d'une torsion.

PROPOSITIONS : Pour tout peN, pour tout qeN, pour toutueT(L)%, il existe
un entier rf un élément u de T(L)f!, un élément 0 de %\ tels que u = u, v(0). Cette
décomposition est unique.

Démonstration : Notons | w | la longueur du mot w de X*.
Soit u=(q; tlt . . ., tp>eT(Z)f et posons r = |*(u)| .®(n) s'écrit donc

xfi. . . x,;,avec, pour tout; G [r],i7-e [̂ f]. Posons alors 0 l'application de [r] dans [q]
définie par Q(j) = ij.
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Nous formons alors M en renumérotant toutes les variables qui figurent dans u
de 1 à r de gauche à droite. Il est immédiat que ue T(L)f et que u = u. v (0). •

D'après la définition du produit de composition dans T (E), si 0e0£ et
« = </•;*!, . . . , t f l>er(Z); ( alors v(9).M = <r;to(iv • • • >'e< P) > e TÇL)f; en par-
ticulier si 0 = TC^G0^, nous obtenons v (nq).u~(r; ^>. Il en résulte donc :

PROPOSITION 6 : Soient u, ufeT(L)f. Si,pour tout ie[q],v(nq).u =
alors u~u'.

2. Axiomes du magmoïde projetable

Nous appellerons magmoïde projetable un couple (M, Me) où M est un
magmoïde et Me un sous-magmoïde de M isomorphe à 0 et qui vérifie l'axiome
suivant, où on identifie les éléments de 0 à leur image isomorphe dans Me.

PI (axiome des projections) Vp, qeN, Vu, u'eMp
q, si Vie[p], 7Cp.u = 7Cp.w'

alors u = u'.
Cet axiome signifie que tout élément de M\ est entièrement déterminé par ses

p « projections ». Il résulte aussi de cet axiome que la fibre M£ ne contient qu'un
seul élément qui est l'image isomorphe de la torsion Oq.

Mais cet axiome des projections a aussi pour conséquence le résultat suivant :

PROPOSITION 7 : Soit (M, Me) un magmoïde projetable et q> Visomorphisme
entre 0 et Me. Si *F est un homomorphisme de 0 dans M alors cp = *F.

Démonstration :
— si Q = Oq, comme M® ne contient qu'un seul élément, <p(Oq) =
— si 0 = ldi, alors

— si 8 = 7ip = O i_1®Id1®Op_ i alors :

- si 0 est un élément quelconque de 0£ avec p^2 , alors
d'où

et donc d'après l'axiome des projections, cp(0) = xF(0). •
II résulte de cette proposition que M9 est l'unique sous-magmoïde de M qui

soit isomorphe à 0 , et de plus il n'existe qu'un seul isomorphisme entre 0 et Me.
Il n'est donc plus nécessaire de préciser Me dans la donnée d'un magmoïde
projetable et nous pourrons parler désormais du magmoïde projetable M. Me
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qu'on notera aussi 0(M) sera appelé le magmoïde des torsions de M. De plus
chaque fois qu'il n'y aura pas de risques d'ambiguïté nous identifierons les
torsions de M à leurs images isomorphes dans 0 .

Remarquons enfin que puisque cp (Idi) = e, cp (ldp) = ep, les éléments neutres du
magmoïde projetable M sont précisément les torsions identiques.

3. Exemples de magmoïdes projetables

Le magmoïde 0 lui-même et T(L) sont deux exemples de magmoïdes
projetables. Donnons en un troisième.

Soit E un ensemble quelconque, ayant au moins deux éléments. Posons F (£)£
égal à l'ensemble des applications de Eq dans Ep.

L'élément neutre e de F (E){ sera l'application identique de E dans E et e0 sera
l'unique application de £° dans E°.

Si feF(E)p
q ztfeF{E)q,f.f sera l'application ƒ o ƒ de Er dans Ep,

Si/eF(E)p QtfeF(E)p
q> J®f est l'application de Eq+q' dans Ep+P> définie par

t . . .,xq,x'x, . . .,x'q) = (yi, . . .,yp,yi, . . . , ) £ )

ssi
/ ( X L . . ., x,) = (y1, . . -, yp) et / ( x i , . . . . x;.) = 0>i >£).

On vérifie aisément que F(£) est un magmoïde.

Soit maintenant une torsion 8 de Op, Nous lui associons l'élément y (9) de
F(E)P défini par : y(8) (xlf . . ., xfl) = (xe(1), . . ., xe(p)). On vérifie aisément que y
est un morphisme de magmoïde. Si E contient au moins deux éléments alors y est
injectif; en effet soient 9, 9 ' e 0 f ; si 8^G', il existe ie[p] tel que 6( i )^8 ' ( i ) . On
choisit alors une séquence x,, . . ., x„ telle que xe{O^xe»(O, d'où

Y (8) (*! xfl) = (xe(1)l . . ., xet0, xfllp))

et donc y (9) 7̂  y (9').
Pour que le magmoïde F(E) soit projetable, il ne reste plus qu'à vérifier

l'axiome PI. Or l'image de np est la fonction définie par y (nP) {xlt . . ., xp) = x{.
D'où si ƒ (xt,. . ., xa) = ()>!,. . ., yp), y(nP).f{x1}. . ., x , ) ^ ^ et la fonction ƒ
est bien entièrement déterminée si l'on connaît toutes ses projections.

4. Le produit direct

Dans le cas du S-magma libre Tz {Xn) le produit direct consiste à former à
partir des éléments tu . . ., tp de T^{Xn) le p-uple < tlt . . ., tp> de T^{Xn)

p. En
utilisant les notations du magmoïde T(L) ceci revient à former à partir des
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éléments ux = < n; tx >, . , ., wp = < n; tp > de r(Z)J l'élément < n; tt, . . ., £p > de
!T(E)J que nous noterons [ult . . ., up]. Cet élément est caractérisé par le fait que
np - iui> - • • ̂ p] = Wi. En vertu de l'axiome des projections il est le seul à avoir
cette propriété.

Nous montrons qije cette construction peut se faire dans un magmoïde
projetable quelconque :

LEMME 2 : Soit M un magmoïde projetable. Soient petq deux entiers avec p^.2.
Soientqlf . . ., qp e Netpour toutie[p],UieMll.Soitr0fr1, . . ., rplaséquence
d'entiers définie par ro = 0, ri = ri-i+qi et posons r = rp = ql+q2+ . . . +qp. Il
existe un et un seul élément u de Mr

q tel que pour tout ie[p], pour tout j tel que
ri-i<jèri on ait -4. w = 7c^ï'i"1

 %u{.

Démonstration : Soit y l'application de [pq] dans [q] définie par
y(q(i — 1) + j) = ƒ. Posons U = (u1®u2 . . . ®up).y. Soient îe[p] et j tel que
ri-xKj^ri et posons l—j — r^x. La projection ni est égale à Oj_ i ®Id t ®Or_j;
de même nl

% = Oi-1®ld1®Oqi_l. Mais

j - l = r i _ 1 + l - l et r

d'où

et donc
^.M = (Or|,l®7C |̂®Or_ri).(M1® . . . ®ttp).Y

I ) ® < . M | . ® Or_r>,+1® . . . ®up)).y

q { ) < q(p_o). y.

Or OM = O 0 . Q, pour tout n, et nl
qt. wf = nl

q(. wf. Id^ d'où

Mais

0< < . w i et

d ' o ù ÎCf . M = 71^. . Mf .

D'après l'axiome des projections» l'élément u qui vérifie cette propriété est
unique. •

Nous noterons [ult . . ., up] l'unique élément u spécifié dans le lemme 2. Dans
le cas particulier où qt=q2 - . • = qp=l nous obtenons bien nP. [u lf . . ., up] = Ui
pour tout i. II suit immédiatement de là définition que [[ulr . . ., up],
{u[, . . ., Mp.]] = [ti1, . . ., up, u[, . . ., Up] et donc l'opération qui à ux et u2

associe [ult u2] peut être considéré comme un produit associatif qu'on appellera
produit direct.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theorical Computer Science



THEORIE DES MAGMOÏDES 253

L'effet d'une torsion sur un produit direct est très facile à décrire :

PROPOSITION 8 : Soit M un magmoïde projetable. Soient p, q, r e N
avec p^2 et q^2. Soient 0 e 0 £ et pour tout ie[q] uteM^. Alors
Q . [ u l t . . . , M j = [ t t e ( 1 ) f . . ., u e ( p ) ] .

Démonstration : Comme pour ie[p], %l
p.Q = nl(l), nous avons

Mj = îtJ(°.[Ml , «J = M8(i) = 7rp.[Me(i) , "e<pj- •

Avec les notations du lemme 2 nous avons aussi :

PROPOSITION 9 : [uif . . . up] .v = [u1 .v, . . ., up.v\.

Démonstration : Pour i,j, rt^x et qt définis comme dans le lemme 2,

n i . [ u l f . . ., u p ] . v = rf-ri-l.ui.v = n l . [ u 1 . v , . . . , u p . v ] .

L'égalité cherchée découle de l'axiome des projections. •

5. Les magmoïdes projetables libres

Montrons d'abord que tout morphisme de magmoïde entre deux magmoïdes
projetables respecte les torsions.

PROPOSITION 10 : Soient M et M' deux magmoïdes projetables. Soient cp
Visomorphisme entre &et<S> (M') et Y Visomorphisme entre ®et® (M'). Soit p un
morphisme de magmoïde de M dans M\ Alors pocp = xF.

Ceci est un corollaire immédiat de la proposition 7. Comme nous avons
identifié 0 (M) et ®(M') à @, la proposition 9 signifie que tout morphisme de
magmoïdes entre deux magmoïdes projetables est l'identité sur leur sous-
magmoïdes de torsion.

De ce résultat et de la proposition 5 nous déduirons que T(L) est le magmoïde
projetable libre engendré par S.

Auparavant nous montrons que les morphismes de magmoïde respectent le
produit direct.

PROPOSITION 11 : Soient M et M' deux magmoïdes projetables et cp un
morphisme de M dans M'. V p ^ 2 , V ^ G N , \/rx, r2, . . ., r p e N , si pour tout
ie[p] uteMr^ alors q> ([ux,. . . , Mp]) = [q>(ui),. . ., <p(«,)].

Ceci est un corollaire immédiat du fait que %[. <p (w) = cp {%[ (u)) et de la
définition de [ux, . . ., up].

THÉORÈME 2 : Soit E un alphabet gradué. Quel que soit le magmoïde
projetable M, toute application <p de E dans M qui respecte la graduation s'étend
de manière unique en un morphisme cp de T(L) dans M.
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Démonstration : Comme T(L) est le magmoïde libre engendré par 2, cp s'étend
de façon unique en un morphisme cp de TÇL) dans M. Comme d'après la
proposition 5 tout élément u de T(L) s'écrit de façon unique u. 0 avec u G T(l) et
0 G © nous pouvons définir l'application cp de T(L) dans M par cp(u) — q>(ü). 0.

Il ne reste plus qu'à montrer que cp est bien un homomorphisme; pour cela il
est suffisant de montrer que cp est compatible avec les produits, puisque

Pour le produit tensoriel nous avons

= cp(u.0)®cp(u'.0').

Montrons maintenant que cp (u). cp (v) — cp (u. v).
Montrons-le d'abord dans le cas où u est une projection. Soient donc

ie[p] et veT(Y)%. L'élément v s'écrit de façon unique ^
avec VjST(L)lr Posons

Nous obtenons

d'où

D'autre part

et donc

le calcul se conduisant comme précédemment.
Considérons maintenant le cas où u = 0 e &r

p. D'après le point précédent pour
tout ie[r],

4 p ( ) = <î>{K.Q.v) et

d'où

et donc d'après l'axiome des projections cp(0 .u) = 0 .<p{v),
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Examinons enfin le cas où u = u. 8. Nous avons alors <p (u). 9 (Ü) = qui est aussi
égal, d'après ce qui précède, à <p(w). q>(0. v). Mais 0. v s'écrit M5 .0 ' d'où

et donc

9 (w).

Exemple 6: Soient S l'alphabet { ƒ, 0, a} avec d (f)=d(g)
l'alphabet { h, b } avec d(fc) = 3 et d(6) = 0.

Soit <p l'application de S dans T(A) définie par

(M.t;). D

2; d(a) = 0et à

et calculons limage par l'extension cp de cp de l'élément

Cet élément s'écrit w. 0 avec

M = <3;/(x1,flf(x2, a)),f{x3, a)) et 9 = < 5 ; x3, x l t x2

Mais

= ( ƒ. (Idi ® (flf. (Idi

= (ƒ ® ƒ ) . (Idi ® (g.

d'où

ç (w) = 9 (w). 0 = (<p (ƒ) ® q> (ƒ)). (Idt

Or

) = < 2 ; h(xlf x2f

1# x2,

et

® a)) ® Idx

(a)» ® Idx ® cp (a)). 0.

h(xu x2,

4, x3)>;
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D'OÙ

= < 4 ; h(xlf x 2 l Xi), h(x3, x 4 , x 3 )> . < 3 ; x l f 5, x 3 , fc>.8

= < 3 ; f c ( x l f 6, X l ) f h(x3t b,x3)y.Q = (5;h{x3, btx3),h{x2, b, x 2 )>

En utilisant le produit direct on peut également calculer cp (M) de la façon
suivante :

.u = [f,[ni g.[ni a.O5]J.të,a:O5]\,

d'où
)=[h . [ni ni ni]. foi, b. O2 . [nj, b . O5]],

Or il est immédiat, d'après la définition du produit direct, que
[ux, . . ., up].u = [ut.t?, . . ., up.v] d'où (p(M) peut s'écrire aussi

[fc.[7c|, b.O5,nî], h(n2
5f &.O5,TC|]].

C'est bien de cette façon que l'on définit les homomorphismes d'arbres sur les
arbres indexés.
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