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MOTS INFINIS ENGENDRÉS
PAR UNE GRAMMAIRE ALGÉBRIQUE (*)

par Maurice Ni VAT (*)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Cet article caractérise les langages de mots infinis engendrés par des grammaires
algébriques (Context-freè), ou « a-context-free languages », à l'aide des points fixes maximaux
d'applications associées aux grammaires algébriques sous forme normale de Greibach.

INTRODUCTION

L'ensemble des mots infinis reconnus par un automate fini a été défini et
étudié par R. MacNaugthon [5] : la famille de ces langages rationnels de mots
infinis peut être caractérisée comme la fermeture rationnelle infinie de la famille
des langages rationnels de mots finis. Précisément un langage de mots infinis

i = n

L c l œ est rationnel si et seulement si il est de la forme L = (J Kt (K^ où

pour tout i — 1, . . . , n Kt et K[ sont des langages rationnels de mots finis.
La preuve de ce théorème a été simplifiée par Y. Choueka [2] et on peut trouver
un bon exposé de cette théorie dans l'ouvrage classique de S. Eilenkerg [4].

Une théorie similaire des ensembles de mots infinis reconnus par des auto-
mates à mémoire pile (push-down automata) a été récemment édifiée par
R. Cohen et A. Gold [3]

Ces deux auteurs démontrent en particulier l'équivalence de trois définitions
des langages algébriques de mots infinis, à savoir comme ensemble de mots
infinis reconnus par un automate à mémoire pile, comme ensemble de mots
infinis engendrés par une grammaire algébrique, enfin comme éléments de la
fermeture rationnelle infinie de la famille des langages algébriques de mots

i = n

finis (c'est-à-dire les ensembles de la forme L = (J Lt (JL^Y où Lt et L\ sont
i = l

pour tout i des langages algébriques).
Notre but dans cet article est d'établir pour les langages algébriques de

mots infinis un théorème de point fixe analogue au théorème de
M. P. Schützenberger pour les langages algébriques de mots finis [6]. Si G

(*) Reçu en juillet 1977.
(*) Laboratoire d'Informatique théorique et Programmation U.E.R. de Mathématiques,

Université-Paris VII.
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312 M. NIVAT

est une grammaire algébrique sur l'alphabet X avec comme ensemble de
variables (ou non-terminaux) H = { Çl9 . . . , ^N } on peut associer à G une
application G de l'ensemble des TV-vecteurs de parties de X * dans lui-même
dont le plus petit point fixe \i (G) est le TV-vecteur de langages

Notre théorème est tout à fait similaire : si G est une telle grammaire algé-
brique, en forme normale de Greibach, la même application G étendue à
l'ensemble des TV-vecteurs de parties de I * u X& admet dans cet ensemble
un plus grand point fixe v" (G), égal à

L(G)ulT(G) = <L(G, y u L w ( G , ^ ) , . . . , L(G, ÇN)uL*(G, ÇN)>

où L<» (G, £) est l'ensemble des mots infinis engendrés par G à partir de £.
Ce théorème se généralise aux ensembles d'arbres infinis engendrés par une

grammaire algébrique d'arbres et, ainsi généralisé, permet de proposer une
sémantique dénotationnelle des programmes récursifs non-déterministes :
voir A. Arnold et M. Nivat [1],

Notre travail s'organise ainsi : après avoir rappelé quelques définitions et
propriétés élémentaires sur les mots infinis (section I) et sur les grammaires
algébriques (alias context-free) (section II), nous donnons dans la section III
une série de propriétés de la substitution d'un vecteur de langages à un vecteur
de symboles non-terminaux, que nous utilisons dans la section IV pour
démontrer le théorème de Schützenberger (th. 1) et son analogue relatif au
plus grand point fixe (th. 2) pour les langages algébriques de mots finis; la
section V et dernière est consacrée à l'étude des dérivations infinies et à la
démonstration du résultat annoncé (th. 3).

I. MOTS INFINIS

Nous notons N + l'ensemble des entiers strictement positifs et [«] le sous-
ensemble { 1, 2, . . . , « } de N + .

Soit X un alphabet quelconque non-vide : un mot infini u sur X est une
application u : N + —> X. Pour chaque entier w, nous notons u (n) la valeur de u
en «, aussi appelée n-ième lettre de u. L'ensemble des mots infinis sur X est
noté X*.

Si v e X* est un mot fini c'est-à-dire une suite finie de lettres de X nous
noterons également v (n) la n-ième lettre de v en considérant v comme une
application de [ | v | ] dans X, | v | désignant la longueur de v.

La notion fondamentale pour notre propos est celle de facteur gauche :
Si v G X* et u e J w , le produit vu est défini par vu (n) = v (n) pour n e [ | v | ] ,
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MOTS INFINIS ENGENDRÉS PAR UNE GRAMMAIRE ALGÉBRIQUE 313

et vu (n+ | v | ) = u (n) pour neN+. Le mot v e X* est alors dit facteur
gauche d e w e l 0 si et seulement si il existe u' e X™ tel que u = vu'.

Nous notons v < u la relation « v est facteur gauche de u » et FG (u)
l'ensemble des facteurs gauches de u : clairement v<ussiVne[\v\~\ :
v(n) = u (n). Si nous pouvons multiplier un mot infini à gauche par un mot
fini nous ne pouvons en faire autant à droite. Nous posons pour tout n G J ö ,
veX* yj X" :uv = u.

L'ensemble des facteurs gauches FG (u) de u G X™ possède les deux propriétés
suivantes :

— FG (u) est totalement ordonné par < c'est-à-dire satisfait :
V v, v' e FG (u), v < v' ou v' < v;

— FG (u) est infini.
Réciproquement, si A c X* est un ensemble infini totalement ordonné

par < il existe un et un seul mot infini u e X® tel que A a FG (u) : en effet si A
est totalement ordonné par < , pour tout v, v' e A tels que | v | ^ n et | v' | ^ n
on a f (n) = v (n) puisque v < v' ou v' < v. Si d'autre part A est infini pour
tout n e N + il existe v e A tel que | v | ^ n. On prendra donc pour tout n G N + ,
u (n) égal à la valeur commune des v (n), v e A \v \ ^ n. Nous notons lim (A)
ce mot infini u unique tel que A c FG (u).

n. GRAMMAIRES ALGÉBRIQUES ET DÉRIVATIONS

Une grammaire algébrique sur X est un système d'équations de la forme

où S = { Çl9 . . . , Çjy } est l'ensemble des variables ou non-terminaux, et pour
tout i G [TV], Pt est une partie finie de (X u S)*.

La grammaire G est dite faiblement de Greibach ssi, pour tout /e[JV],
Pf cz ( I u S ) * I ( I u S ) * .

Elle est dite de Greibach ssi, pour tout / G [TV], Pt a X(Xv S)*.
A une grammaire G nous associons plusieurs relations sur (X u S)*. La

relation notée —• est la fermeture réflexive et transitive de la relation notée —>
définie par :

t-»t' o 3a, Pe ( IuS)* , j e [ N ] , peP,.
tels que

r = a^P et t' = apP.

La relation f —• / ' se lit « f se dérive en t' », ou « t' dérive de f » dans G :
c'est la relation habituelle de dérivation qui permet de définir le langage
engendré par G avec t comme axiome, L (G, t) = { t' e X* 11 —>/'}.
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314 M. NIVAT

Nous utiliserons beaucoup la relation —> qui est définie par :

f-W <* 3he[k]

et h + l mots tu . . . , th + 1 de ( l u S)* tels que tx = t9 th+l = t' et, pour

tout /G [/*], ^—• fi+1. On convient que t —> t' ot = t'.

Rappelons deux faits bien connus :

Fait 1 : Soit t = OLO Çfi cci Çf/ . . . afci Ç̂  oc, w« mo/ de (X u S)* avec
a0, . . . , otjeZ* ^ Ç,.̂  . . . , ^ e S .

Nous avons t -^ t' ssi il existe des entiers ku . . .,kl des mots p u . . . , p t

tels que t' = OCQ/?! OL1 p2 . . . a/_l /?/0cz, pour tout 7*e[/] ^i.-^Pj et
&! + . . . +kt = k.

Fait 2 : Appelons facteur gauche terminal de t e (X u S)* tout mot v G X*
tel que t; < r, et notons FGT(t ) l'ensemble de ces facteurs gauches terminaux.

Nous avons t -^ t' => FGT(t) c FGT(t').

III. SUBSTITUTION

Soit 6 = < ôi> • • •> ÔJV > un N-vecteur de parties de ( l u 3)* et Ç le
vecteur < Çl9 . . . ,ÇN>.

Nous définissons la substitution de Q à £ comme l'application de (A" u S)*
dans 2<XU5>* donnée par : si t e (X u H)* s'écrit

avec a0, al5 . . . , a , e l * et §fl, . . . , Çif e S, alors on pose

et

On étend [ô/^] e n u n e application de 2<xus>* dans lui-même en posant
pour tout 5 c ( I u S ) * :

teB

Remarquons tout d'abord que [ô/£] e s t u n morphisme du monoïde ( l u S)*
dans la structure multiplicative de 2<XUH>*, autrement dit pour tout
tl9 t2e(Xv H)* on a

Il s'ensuit que [ô/^] est aussi un endo-morphisme de 2<xus>* pourvu de sa
structure de monoïde multiplicatif.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



MOTS INFINIS ENGENDRÉS PAR UNE GRAMMAIRE ALGÉBRIQUE 315

De la définition de B [g/Ç] pour B c 2<* u H>* résulte directement que [Ô/Ç]
est une application croissante de 2<XUE>*, ordonné par inclusion, dans lui-même.

Nous allons maintenant établir un certain nombre de propriétés qui nous
permettront de caractériser plus loin les langages engendrés par une grammaire
algébrique au moyen de la substitution.

Nous notons P le vecteur <P 1 } . . . , PN > associé à la grammaire G : %t = Pi9

i = 1, ...,7V.
On remarque que :

Nous posons, comme pour toute application,

]° = identité

et pour tout entier /,

LEMME 1 : tt —* t2 et t3 e t2 [P/if]' impliquent

Démonstration : Soit ^ = â 7- p, 2̂ — aZ7 P a v e c P e Pj- La substitution de
—•• —•

P à £ étant un morphisme on peut écrire t3 = a' / / P', avec

et

Mais p'ep [PIQ1 implique p' e Ç,-

Choisissons alors a" e a' [P/Ç] et p" G p' [P/ | ] .

Nous avons

a'A a" et P'^P".
D'où

f 1 et ^3^a>'P". D

LEMME 2 : tt —> t2 implique : 3 /3 e / t [P/Ç]k tel que t2—*t3.

Démonstration : Pour k = 1 on peut prendre

d'où, si

a'ea[P/ï] et
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316 M. NIVAT

on a
—• —• - j

oc p p G fi I P/u I et 12 = : oc p p—*• oc p p •

Supposons donc la propriété vraie pour k. Considérons tx —> t2, que nous

écrivons tx —• t3 —» t2.

Pour récurrence il existe t4 G t3 [P/£] tel que t2 —» f4. Par le lemme précédent

1̂ ~^ ̂ 3 e t U E h [ P / y impliquent qu'il existe f5 G tx [P/^] tel que r4-^ /5 .

Mais r2 —> t4 et r4 —• /5 impliquent t2 —> /5 d'où le résultat. •

LEMME 3 : ^ —> /2 ^ 3̂ G h [PfeY impliquent

lUe^lPJiy tel que U^t3.
Démonstration : On prend, comme dans la démonstration du lemme 1,

avec
pePj,

p p C / H ] et
Supposons / ^ 1 :

Comme

il existe p" ep [P/C]z + 1 tel que p' ep" [P/Ç] et donc ƒ>" - ^ p ' .
On prend alors f4 = a' p" p et l'on a bien

f4 G 11 [ P/J] z ' et U = a' / P' A a' p' p' = *3.

Dans le cas / = 0 il n'y a rien à démontrer. •

LEMME 4 : ^ —• t2 et t2 G Z* impliquent : pour tout / ^ 0 1/

[P/^] f telqueul^>t2.

Démonstration : Si tx = t2e X*9 tx G f X [P/^] [ pour tout / et il suffit de
prendre ut = tx.

Supposons la propriété vraie si tx —• t2 et considérons tx —+ t3—+t2. Alors

pour tout / ^ 0 il existe ul G t3 \_PI%]1 tel que ut—> t2. Par le lemme 3, pour

tout / il existe vl e tt [P/£] ' tel que vl —• ŵ  et donc aussi vl—>t2. •

Des lemmes 1, 2, 3 et 4 découlent facilement plusieurs propriétés.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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PROPRIÉTÉ 1 : Pour tout f e (A" u E)*, on a

L(G,t)= O ï l ~ ï
1=0

— •

Nous notons 0 le N-vecteurs de parties de (X u S)* dont toutes les compo-
santes sont égales à l'ensemble vide.

Démonstration : Soit t' eL(G, t) : on a par définition t' eX* et t—* t'.

Par le lemme 2 il existe t" e t [P/Z,Y pour quelque / tel que t'A t".Ort' e X*

ett'^t" impliquent t' = t". D'où t' e t [ ? / | ] ' et aussi t' e t [P/|f [0/1]

puisque *' [0/Ç] = {*'}.
Réciproquement soit / ' e / [//£]' [0/1]-

On a aussi f' e t [Pfc]1 n X*, d'où t'e X* et fAf' qui impliquent
t'eL(G9t).

PROPRIÉTÉ 2 : Si la grammaire G est faiblement de Greibach, pour tout
te(Xu S)* on a

1 = 0

Démonstration : S o i t t' eL(G, t). D ' a p r è s le l e m m e 4 , p u i s q u e f — > / ' e t

t' e X * il ex i s t e p o u r t o u t / ^ 0 , ul e / [ P / Ç ] * te l q u e wz —• / ' . M a i s Mf—• r '
—> —>

i m p l i q u e M* [ ^ * / ^ ] st'.

Réciproquement, soit t' e f] t \PI%~\1 [X*/Ç] : t [P/Ç]1 e s t formé de mots
/=o

qui dérivent de / au moins à l'ordre /, à moins qu'ils n'appartiennent à X*.
Ainsi, pour / assez grand, t' et" [^*/^], t" et [P/Ç]* impliquent t" e X*

puisque autrement on aurait | t" | ^ / > | t' |, ce qui est impossible. Mais

t' = t" et \Pli~]1 implique t-Xt' d'où t' eL (G, t). D

IV. THÉORÈME DE SCHÜTZENBERGER

Considérons l'ensemble noté (2**)N des iV-vecteurs dont les composantes
sont des parties de X*.

Cet ensemble est ordonné par inclusion composante à composante :
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318 M. NIVAT

II est clair que (2X*)N ainsi ordonné est un treillis complet avec comme sup
l'union (composante à composante) et comme inf l'intersection (composante
à composante).

Associons alors à la grammaire G : Ç, = Pt, i — 1, . . . , N, l'application G
de (2X*)N dans lui-même définie par :

où P [ô/£] e s t défini comme le iV-vecteur,

L'application G jouit d'un grand nombre de propriétés.

PROPRIÉTÉ 3 : U application G est croissante, c'est-à-dire vérifie :

PROPRIÉTÉ 4 : U application G est faiblement u-continue, c'est-à-dire vérifie
la condition :

pour toute chaîne croissante Q(/l) ci g ( 2 ) cz . . . c Q(n) a ... de vecteurs de
(2X*)N, on a

G(U Q(n))= U

Démonstration : L'inclusion

U G(Ô<">)C=G(U e(n))

est évidente.

Réciproquement soit t e G ( (J ô(w))/- H existe un mot

dans Pt et des mots Alf . . . , hk tels que pour touty' = 1, . . . , k, hj e ( [j g(B)).

e t f = <x0 AjLtti A2 . . oc f c + 1 A f ca f c .

Mais pour tout y, ^ G ( (J Q^)^ implique qu'il existe rij tel que hj e 6-"j)» e t

si l'on prend n0 = max (wj) on a, pour tout y', Aj e Ô|"o) puisque la suite
_̂  7 = 1 , . . . , f c

g n) est croissante.

Il s'ensuit que t e G (ô(n°})/> d ' où l'inclusion cherchée. •
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PROPRIÉTÉ 5 : L'application G est faiblement n-continue, c'est-à-dire vérifie
la condition :

pour toute suite décroissante g ( 1 ) => Q 2) => . . . z> g (n) =D . . . de vecteur
de (2X*)N on a

e e n Q{n))= n ^(Ô ( I I ) ) .

Démonstration : L'inclusion G ( pj g(n)) c pj G (g 0 0) découle directement

de la croissance de G.

Réciproquement soit t e f] G {Q{n))t. Pour tout n e N il existe p e Pt tel que

r e/? [Ô ( n ) /I], et comme P, est fini il existe p e Pl tel que t ep [g(n)/C] P o u r

une infinité de n e N.
Écrivons alors p = a0 Ç4i ai Ç,2 . . . afc-1 Çifc afc.

L'appartenance de r à/? [ö (n )/£] implique l'existence de/?!, . . .,pk tels que

et, pour tout j - 1, . . . , k, pjE g<j>.
Or il existe un nombre fini seulement de suites de mots/?!, . . . , pk telles que

t - aop1 ^p2 . . . ak+1pkak.
Par conséquent il en existe une pl9 . . .9pk telle que, pour une infinité de

« e N on ait, pour tout y = 1, ..., k,pje Qff. La suite des Qin) étant décrois-
sante ceci implique que, pour tout j= 1, ...,k, pjE |°j g[n> et donc

teG(f) e(n))/- •

La croissance et la u-faible continuité de G nous assurent alors que :

PROPRIÉTÉ 6 : [x (G) = (J Gk ( 0 ) e^/ le plus petit point fixe de G.

Démonstration : En effet |i (G) est point fixe puisque

G(U G»(0)) = l l V ( 0 ) = U G*(0).
k^O fc^l k^O

Si d'autre part g est point fixe de G, c'est-à-dire satisfait G (g) = g, on

montre aisément par récurrence que, pour tout k, Gk ( 0 ) <= Gk (Q) = Q.

D'où l'inclusion \i (G) a Q.
Le fait que \i (G) est plus petit point fixe découle aussi d'un théorème clas-

sique de Knaster-Tarski sur les points fixes d'applications croissantes et
continues dans un treillis. •
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320 M. NIVAT

De la même façon, la croissance et la n-faible continuité de G entraînent
que :

PROPRIÉTÉ 7 : v (G) = f] Gk (X*) est le plus grand point fixe de G.

Nous notons X* le TV-vecteur dont toutes les composantes sont égales à X*
Nous avons ainsi établi l'existence d'un plus grand et d'un plus petit point

fixe de G dans (2X*)N; les formules qui permettent de les calculer, rapprochées
des propriétés précédentes, nous permettent de les caractériser.

THÉORÈME 1 : (Schützenberger [6])

est égal au vecteur

Démonstration : II suffit de remarquer que

En effet, 0 = i; [0/£] , et si la propriété est vraie pour A: on a

Et l'on utilise la propriété 1. •

THÉORÈME 2 : Si la grammaire G est faiblement de Greibach,

vG=() Gk(X*)

est égal au vecteur L (G).

Démonstration : On utilise la même identité que ci-dessus et la propriété 2. •

V. DÉRIVATIONS INFINIES DANS UNE GRAMMAIRE G

Nous appelons dérivation infinie dans G toute suite { tt j i e N + } de mots
de (X u S)* tels que, pour tout i e N+, tt —• ti+1.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



MOTS INFINIS ENGENDRÉS PAR UNE GRAMMAIRE ALGÉBRIQUE 321

Cette dérivation est dite d'origine t ssi t± = t.
La dérivation { tt | ie N + } est dite terminale si et seulement si l'ensemble

(J FGTiti) est infini.
ieN +

Nous avons déjà remarqué (fait 2) que cet ensemble est totalement ordonné
par < . D'où, pour toute dérivation infinie terminale { tt | / G N + }, l'existence
d'un mot infini u unique, tel que, pour tout i G N + , FGT{t^) c FG (u).

C'est ce mot que nous dirons engendré par la dérivation infinie { ti | i G N + •}.

Nous notons t —• u ssi il existe une dérivation infinie { tt \ i G N + }, d'origine t
engendrant u, et nous posons

I?(G,t) = {ueX<û | t^u}.

Une autre façon de caractériser les dérivations infinies terminales et les
mots qu'elles engendrent est fournie par la :

PROPRIÉTÉ 8 : La dérivation infinie { tt | i G N + } est terminale si et seulement
si

card( H ti[X*vX°ii']) = l,

et en ce cas, le mot unique de cette intersection est le mot infini engendré par
la dérivation en questions.

Démonstration : Si { tt \ i G N + } est terminale et engendre u e X™, pour tout
n G N + il existe i (n) tel que u [n] < ti(n). Or u \_n~] < ti(n) implique u \n\ < v pour

tout i ; e f i ( n ) [ P u I r o / y . Il s'ensuit que, pour tout veX*, il existe un

entier / tel que v$tt [X* u X^jQ donc que l'intersection cherchée ne contient
aucun mot fini.

Si v par contre est dans I " et, pour tout / G N + , appartient à tt \_X* u X0"/^],
alors pour tout « e N + , u [«] < v, ce qui implique v = u.

Si au contraire { ^ | / G N + } n'est pas terminale, alors (J FGT(tt)

contient un plus grand élément a et il existe neN+ tel que, pour tout i ^ n,
t (=• n " (Y i J *^*

D'où, pour tout i ^ n, a X™ ci /. \_X* u X(û/^~\, et finalement

OC A CI | J If ̂  A \J A. /Sj>

intersection qui est donc de cardinalité infinie. •
Maintenant nous pouvons établir une propriété analogue à la propriété 2,

concernant Z/0 (G, t), ce qui nécessite quelques lemmes.
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322 M. NIVAT

LEMME 5 : Pour tout a G X*, Çy e S , r e ( I u S)* et t - » a^« v9 il existe IeN

et we(Xu H)* tels que a£y u? G f [P/Ç]1 .

Démonstration : Si / = oc£y y il n 'y a rien à démontrer.
k k+1

Supposons alors le lemme vérifié pour t —* aÇj y et considérons / —> aÇj t?.

Nous pouvons écrire t —• a' £y, t/ —• a^- v, où a' G X*.

Deux cas sont à examiner :

1. ^y —> a" £7- Ü i/', oc — a' a" et i; r /1/ = t;.

Si alors M?' est tel que a' \ y w' e t \_PI%~\1 pour tout w" e w' [P/Ç], on a

2. a = a', \{ = Çj, et v —> v. Il suffit de prendre w = w' tel que

jw'et[P/Ç]1. D
Du lemme 5 on déduit alors la propriété :

PROPRIÉTÉ 9 : L» (G, t) c f] t [ P / | ] f [JT* u X<*fe\.
1=0

Démonstration : Soit en effet u e Lœ (G, / ). Il existe une dérivation infinie
terminale { tt | Ï e N + } telle que u = lim ( Q FGT{t^).

i>0

Ceci implique que pour tout n > 0 il existe un entier / (w) tel que tt (w) = otÇ̂  t?,
a e l * , | a | > «. D'après le lemme 5 il existe alors we(XuE)* tel que

Ceci implique que uet \_PI^]1 [_X* u ^W/Ç] puisque

En posant X = max { | p | | /? G P f , | = 1,2, . . . , JV }, on voit que t' et [P/C]1

implique | fr | ^ | t | A,'.

On en déduit, si « > | ̂  | Xm, que w G / [ P / | ] m [JT* u Z«/Ç].
En considérant, pour tout entier m, l'indice / ( | t | Xm), on obtient

M G t [P/f]m [Z* u Xtó/^] pour tout m; u appartient donc à l'intersection
d'où le résultat. •

Rappelons maintenant le lemme de Kœnig, bien connu :

LEMME 6 (Kœnig) : Soit { Ai9 ieN }, une suite d'ensembles finis telle que
E = (J At soit infini. Soit R c Ex E une relation sur E, telle que, pour tout

ieN

ieN et y e Ai+1 il existe xe At tel que x Ry. Alors il existe une suite infinie
{ xi9 i G N } d'éléments de E telle que, pour tout i e N, xt e At et xt R xi+l.
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PROPRIÉTÉ 10 : Si la grammaire G est de Greibach, on a :

0 *[P/ï]![X*^-/ï] cL(G, 0uLa(G, t).

Démonstration : Soit A cette intersection. Il est clair que

A n X* = fi t [ Piïy [**/ï] ̂ t égal à L(G, 0,
1 = 0

c'est la propriété 2.

Considérons alors ue A n X™. Appelons At l'ensemble des t'et\_PI%\1

tels que uet' \_X* u X^IÇ], Il est clair que, pour tout /, At est non vide
(puisque u e A) et fini (puisque G est de Greibach). La réunion £ des Al est
évidemment infinie.

On sait par ailleurs que pour tout t" et [P / I ] ' + 1 il existe t' et [P/Ç]1 tel

que t" et' [/>/£] et par suite t' A /".

Une application du lemme de Kœnig nous permet alors d'affirmer qu'il

existe une suite infinie { tt | / e N } telle que t0 = t et, pour tout /, tt—*tl+1 et
UeAi.

On en déduit facilement une dérivation infinie d'origine t,

{t'j\jeN+}9 telleque ue Ç) 4 [ X * u * - / ï ] .

II suffit d'insérer entre tl et 7r+1 les éléments d'une dérivation finie de tt en

W
Le caractère terminal de la dérivation { ̂ . | y e N + } vient de ce que la

grammaire est de Greibach : en effet G de Greibach implique que tout

t' e ^[PfeY a un facteur gauche terminal de longueur au moins /. •

Rapprochant les propriétés 9 et 10 nous avons ainsi la :

PROPRIÉTÉ 11 : Soit G Vapplication de (2**u x<a)N dans lui-même associée à la
grammaire G supposée de Greibach. Le vecteur

est égal à l'intersection infinie Q G1 (X* u X*»).

Démonstration : On remarque simplement que, pour tout /,

G'(ruf) = \[pjiy[x'ui7ç]. D
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Nous obtenons alors le résultat principal de notre travail :

THÉORÈME 3 : Si la grammaire G est de Greibach, alors

L(G)uLw(G) = f) Gl(X*uXfù)9

est le plus grand point fixe de Vapplication G.

Démonstration : Si p) G1 (X* u X<») est point fixe de G alors il est plus

grand que tous les autres.

En effet, supposons Q = G (Q).

D e g c I ^ u T on tire

Q=

et, par récurrence, pour tout / G N,

qui implique

Q cz P| Gl(X*y

Nous avons trivialement :

Cr( [ ) Cr (A U A )) C [ ] CJ (A U A ;.

Si nous établissons que

L ( G ) u f ( G ) c G(L(G)uLû)(G)),

compte tenu de l'égalité

L ( G) u L ( G) = ( ] G ( A u A ),

nous avons

G(L(G)uLö(G))cL(G)uL f f l(G)c G(L(G)uLû)(G)),

d'où l'égalité

L(G)uLw(G)= G(L(G)uL<û(G))
et le théorème. D
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Or l'inégalité

L(G)uL a(G)c G(L(G)uLû>(G))

découle immédiatement du :

LEMME 7 : Soit

t = a 0 ^ a t Ç i 2 . . . ak_! Çik<xke(X u S)*,

avec <x0, a1? . . . , ocfc e Z*. Pour tout u e Xe0, on a

t-^u o 3/, 1^/^fe, dj k K e ï * «r u'eXœ

te/s #we :

- pour tout j - 1, . . . , / - 1 , Zij-^hj;

- M = a 0 Ai ax A2 . . . ocr_2 A , . ! a Z - 1 M'.

Démonstration : Ce lemme généralise le fait 1 rappelé plus haut. Considérons
une dérivation infinie terminale de t en u dans G,

avec
u = lim(U FGT(tin))).

Pour tout « il existe f(">, . . . ^ W e ( I u S ) * tels que

r — a 0 1 1 ai...<xk-1tk a k

et, pour tout j - 1, . . . , A:, tf'^ ^+ t^, en vertu du fait 1 et en prenant

^•0) = Zij pour tout ƒ
Pour tout n il existe un plus petit indice n (n) tel que :

- pour tout j = 1, . . . , K (n)-1 o n a / ^ e X*.
En effet, si tel n'était pas le cas, on aurait / ( n ) e P , et la dérivation ne

serait pas infinie.
La suite des indices n (n) est croissante, bornée par k, donc stationnaire à

partir d'un certain rang. Supposons donc que, pour tout n^. No, on ait
n (n) = /.

La suite
j(tfo) _ ^ t(
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est une dérivation terminale puisque

FGT(t(No+p)) = oc0 t[
No)... ocj_2 * & , _ ! FGT(tlNo+p)),

et par suite (J FGT(t\No+p)) est infinie.

Soit

Nous avons
U — d o î 1 . . . ^^2^1-1 &1-1 U

avec, pour tout j = 1, . . . , / - l , Ç^A tf°\ et Ç ^ - i ^ A i / ' .
La réciproque est immédiate. •

REMARQUE : II n'est pas vrai en général que le vecteur L (G) u L& (G) soit
plus grand point fixe de G, car, en l'absence d'hypothèses sur la grammaire G,
G n'est pas faiblement n-continue comme application de (2X*u X(O)N dans lui-
même. Le contre exemple suivant suffit à le montrer :

G est la grammaire

On considère la suite décroissante
Q( l ) _> M2) 3 Q ( 0

OÙ

Ô(i°' = (fca)'(M* et Qf = (afr)*.

Pour tout i e N + on a (ÖZ?)0 ea^b^ [6(|'VÖ puisque

(ab)£O = a(6ay6(fl6)û>.
D'où __^

Mais (ab)<°$G(n Q<*\ puisque (n g ^ ^ = O. D
.On peut préciser cette affirmation par l'énoncé suivant :

SCOLIE : S9il existe i e [TV ] et w e (X\J H)* tels que £f —> £j u;,

L (G) u Z/0 (G) A2V5/ ̂ « général pas plus grand point fixe de G.

Démonstration : Supposons L™ (G, ^ ^ X™ et prenons u e X^L*0 (G, Ç,-).

Définissons le vecteur A par

Aj = L(G, ^ ) u L"(G, Ç,.) pour tout j * i
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et

et considérons G (A). Il est clair que nous avons A a G (A) puisque

L (G) u L°> (G) c G (A) et u e G (A)t (en fait ue^w [g/Ç] pour tout 0

tel que u e Qt).

La suite des Gk (A) est alors croissante, et (J Gk (A) est point fixe de G en

vertu de la u-continuité.
Or

L(G)KJLÙ(G)CZACZ{J Gk(A). •
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