
RAIRO. INFORMATIQUE THÉORIQUE

MICHEL LATTEUX
Cônes rationnels commutativement clos
RAIRO. Informatique théorique, tome 11, no 1 (1977), p. 29-51
<http://www.numdam.org/item?id=ITA_1977__11_1_29_0>

© AFCET, 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « RAIRO. Informatique théorique » im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ITA_1977__11_1_29_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
(vol. 11, n° 1, 1977, p. 29 à 51)

CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS (*)

par Michel L A I T E U X (X)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — La fermeture commutative c(L) d'un langage L est l'ensemble des mots obtenus
par permutation à partir des mots de L. Nous montrons que le plus petit cône rationnel com-
mutativement clos ^ ( qui vérifie L e S£.\ implique c(L) e <£^ ) est égal à *$ni{€x\ le plus
petit cône rationnel contenant le langage Cl = { anbn | n ^ 0 } et clos par intersection. Nous
établissons que ^^ n'est pas un cône principal et que ^(Sf^) = ^{c(êt\) la plus petite F AL
contenant ^£^, n'est pas principale, ce qui apporte une réponse à un problème ouvert de
S. Ginsburg. Nous terminons, en démontrant que le langage de Dyck restreint sur une lettre, D'*,
n'appartient pas à #"(COM) où COM est la famille de tous les langages commutatifs.
Ce résultat a des corollaires intéressants tels que :

Pour toute famille i f de langages bornés ou commutatifs, <€n(&) et & (S?) ne contiennent
ni la famille Lin des langages linéaires algébriques, ni la famille des langages à compteur
itéré, et Lin n'est pas contenu dans 3?a(££\ la plus petite F AL contenant JS? et close par
substitution.

INTRODUCTION

La notion de « famille abstraite de langages » (en abrégé, F AL) introduite
par S. Ginsburg et S. Greibach [15], qui est un modèle mathématique pour
un bon nombre de familles de langages étudiées antérieurement, introduit un
concept général qui permet d'obtenir des démonstrations valables pour les
classes de langages vérifiant certaines propriétés de clôture. Une des opérations
fondamentales de cette théorie est la « transduction rationnelle » étudiée par
M. Nivat [28] qui en a donné, en particulier, une caractérisation en terme de
bimorphismes alphabétiques. Il en est fait un usage constant, aussi bien
pour l'étude des familles abstraites de langages que pour celle des cônes
rationnels, (terminologie due à S. Eilenberg [26]) et qui sont les familles
de langages fermées par transductions rationnelles.

Les langages algébriques (en anglais « context-free languages ») sont au
centre de la théorie des langages et servent de modèle pour des langages
de programmation tels que « Algol ». Parikh [29] a montré, pour ces
langages, une importante propriété algébrique : Soient T un alphabet et

(*) Reçu en juin 1975, Révisé en juin 1976.
(*) Université de Lille I, U.E.R.-I.E.E.A., Service Informatique, Villeneuve d'Ascq.
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30 M. LATTEUX

v|/T, la fonction de Parikh (i. e. rhomomorphisme canonique de T* dans le
monoïde commutatif libre engendré par T\ si L est un langage algébrique
inclus dans T*, son image par \|/r est un langage semi-linéaire ou langage
rationnel commutatif [10]. Cette propriété ne caractérise pas les langages
algébriques et il est intéressant d'étudier les cônes rationnels qui la vérifient,
afin d'étendre certains résultats qui semblaient propres aux langages algé-
briques. C'est ce qu'ont fait S. Ginsburg et E. M. Spanier dans [19] où
ils ont montré cette propriété pour ^(c(^)), le plus petit cône rationnel
contenant c(@) qui est l'ensemble des fermetures commutatives des langages
rationnels. L'étude de cette famille est à l'origine de notre travail. Le fait que
certaines propriétés de %> (c(&)) sont encore valables pour les cônes rationnels
générés à partir de langages commutatifs, nous a amenés à étudier simul-
tanément ^(COM) le plus petit cône rationnel contenant tous les langages
commutatifs. En utilisant le fait que D* le langage de Dyck sur une lettre
est égal au « shuffle » des langages { anbn/n ^ 0 } et { bnan/n ̂  0 } (lemme 4),
nous démontrons que ^(c(^)) est le plus petit cône rationnel clos par
intersection et contenant { anbn\n ^ 0 }. Cette caractérisation nous permet,
alors, de montrer (th. 3) que la plus petite FAL contenant c(0t) n'est pas
principale. Enfin nous mettons en évidence une différence fondamentale
entre D[*, le semi-Dyck sur une lettre et D* le Dyck sur une lettre qui est un
langage commutatif: D[* n'appartient pas à la plus petite FAL contenant
tous les langages commutatifs (th. 4). Nous en déduisons que la famille
des langages linéaires n'est pas incluse dans la plus petite FAL close par
substitution et contenant les langages bornés (corollaire 10).

L'étude des langages commutatifs est facilitée par le fait qu'on peut les
confondre avec leur image par la fonction de Parikh. Dans le cas où cette
image est un semi-linéaire, le langage est appelé PSL-langage (en anglais,
« slip-language » cf. [19]), et nous pouvons utiliser les très nombreuses
propriétés algébriques des semi-linéaires ([10, 12, 24, 26]). De plus, la
famille COM, de tous les langages commutatifs est fermée par intersection,
homomorphisme inverse et homomorphisme alphabétique, ce qui simplifie
bien des raisonnements. Enfin, comme tout langage borné est l'image par
une transduction rationnelle d'un langage commutatif, nous pouvons déduire
de l'étude de tels langages, des résultats concernant les langages bornés qui
jouent un rôle privilégié en théorie des langages ([2, 3, 18, 20, 25, 27, 30]).
Réciproquement, nous montrons que tout langage commutatif peut être
obtenu à partir de langages bornés par transduction rationnelle et inter-
section. Nous sommes ainsi amenés à nous intéresser aux cônes rationnels
clos par intersection qui, jusqu'à présent, ont été moins étudiés que les FAL
closes par intersection (cf. [17, 14]). Cependant Baker et Book ont montré [1]
que tout langage récursivement énumérable est l'image homomorphe de
l'intersection de deux langages linéaires. Concernant les cônes rationnels
fidèles clos par intersection, Book et Greibach ont établi [6] que tout langage
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CÔNES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 31

« quasi-realtime » (appartenant au plus petit cône rationnel fidèle clos par
intersection et contenant les langages algébriques) est l'image par un homo-
morphisme strictement alphabétique « length-preserving » de l'intersection
de trois langages algébriques. Book, Nivat et Paterson [7] ont précisé ce
résultat et ont obtenu une propriété analogue pour les langages linéaires.
La hiérarchie que nous obtenons en construisant le plus petit cône rationnel
clos par intersection et contenant le langage { anbn/n > 0 }, noté Cl5 est
infinie. Ainsi ^ ( C J est le premier exemple de cône rationnel principal tel
que le plus petit cône rationnel clos par intersection et le contenant, ne
soit pas principal (cf. [13], p. 180).

PLAN DE L'ARTICLE

Dans la section I, nous rappelons les notions et définitions que nous
utiliserons par la suite. Dans la section II, nous étudions les propriétés de
clôture de J^ , le plus petit cône rationnel commutativement clos et nous
montrons que J ^ = ^(c(^)) (0t désigne la famille des langages rationnels)
est clos par intersection et produit mais pas pour l'étoile.

^(COM) a les mêmes propriétés de clôture. Dans la section III, nous
établissons l'égalité entre S£^ et <^n(C1), le plus petit cône rationnel fermé
par intersection et contenant Cl = {anbn \ n ^ 0 }, ce qui implique
^if = U ^ (0J o u On est le langage « origin-crossing » de dimension n,

étudié par M. J. Fischer et A. L. Rosenberg [11]. Le résultat de base de la
section IV est que, pour tout entier n ^ 1, le langage

n'appartient pas à ^(On). Cette démonstration utilise largement les pro-
priétés des semi-linéaires. Nous en déduisons que, pour tout n ^ 1,
est strictement inclus dans C(On+1) et que JSf̂  qui est égal à JC
la clôture par homomorphisme de la famille des langages obtenus par inter-
section à partir de <€ (Cx ), n'est pas un cône rationnel principal. Ceci apporte
une réponse à une question ouverte de S. Ginsburg ([13], p. 180).

Nous introduisons, alors, la notion de CIL-langage qui se révèle, par la
suite, d'un intérêt certain. Les CIL-langages sont définis comme étant les
langages qui ne peuvent pas contenir le produit de deux langages infinis.
Il est clair que tout CIL-langage est un IRS-langage [23] ou langage sans
facteurs itérants [5], mais la réciproque est fausse. Nous montrons que
les CIL-langages vérifient : si if est un cône rationnel clos par union (resp.
clos par intersection) et L un CIL-langage appartenant à tF(&) (resp.
ïFo(££)) alors L appartient à ££'. En utilisant ce résultat, nous répondons
à l'un des problèmes ouverts posés par S. Ginsburg et E. M. Spanier,
dans [19], en montrant que 3F(c{St)) =&(S£^) = (J ^(On) n'est pas
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32 M. LATTEUX

une FAL principale. Enfin, dans la dernière section, nous établissons que
le semi-Dyck sur une lettre, D[*, générateur de la famille des langages
à compteur, n'appartient pas à ^ (COM) . Nous améliorons ainsi un résultat
de Goldstine qui a montré [20] que la FAL engendrée par les langages
bornés ne contenait pas tous les langages algébriques. Nous obtenons, aussi,
comme corollaire immédiat, un résultat dû à L. Boasson [4] : Df n'appartient
pas à la FAL engendrée par la Dyck sur une lettre D\ qui est un langage
commutatif. En outre, en utilisant le fait que le plus petit cône rationnel
contenant Lo = { wdwR/w e {a, b }* } et clos par intersection est égal à la
famille des langages récursivement énumérables [1], nous montrons que Lo

n'appartient pas à #(COM) et comme Lo est un CIL-langage, il n'appartient
ni à ^ ( C O M ) ni à i* o ($) où $> désigne la famille des langages bornés.
Ceci précise un résultat obtenu par J. L. Durieux ([8], th. 3).

I. DÉFLNITIOxNS ET NOTATIONS

Soit N l'ensemble des entiers naturels. Pour tout entier positif p, Np est
égal à { (fl5 . . . , ip)/ij e N pour / e { 1, . . . , / ? } } . Une application 0 de Np

dans Nq est une application linéaire ssi Vx, y e Np, Q(x + y) = d(x) + Q(y).
Un sous-ensemble S de Np est linéaire ssi il existe u0, ux, . . ., uk e Np tels que S
est égal à l'ensemble

k

+ Z \ - " A G N> P°ur Ï e { 1, . . . , fc
;= î

qui sera noté L(u0 ; {ul9 .. ., uk }). Un ensemble semi-linéaire est une union
finie d'ensembles linéaires.

Soit T ={al9 . . . , ap } un alphabet. Pour tout mot w de T*, l(w) désigne
la longueur de w et pour tout ie { 1, . . . , / ? } , la.(w) est égal au nombre
d'occurrences de la lettre ai dans w. Nous noterons i|/r (ou \|/ s'il n'y a pas
d'ambiguïté) la fonction de Parikh de T"* dans Np définie par

Un langage L est un PSL-langage ssi \|/(L) est un semi-linéaire. La fermeture
commutative de L, notée c (L\ est égale à v|/~x o \|/ (L), l'ensemble des mots que
l'on peut obtenir par permutation à partir des mots de L. Nous dirons qu'un
langage L est commutatif ssi L = c(L). Un langage L est borné ssi il existe
des mots yx, . . .. yk tels que L est inclus dans y\ . . . ƒ * .

Une famille de langages est un couple (Z, if ), où if quand Z est sous-
entendu, vérifiant :

(1) Z est un ensemble infini de symboles;
(2) pour tout L e S£y il existe un ensemble fini I ^ ç S tel que L c £* ;
(3) i f contient un ensemble non vide.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CÔNES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 33

Une famille de langage if est une PSL-famille ssi elle ne contient que des
PSL-langages. S£ est commutativement clos ssi c{5£) = {c(L)/Le ££ } est
inclus dans !£. Nous noterons M, la famille des langages rationnels (en
anglais « regular ») et % la famille de tous les langages bornés. Si ^x et 5£2

sont des familles de langages, posons

if ! A J^2 = { Lx n L2/L1 e if\ et L2e&2)

et 36 (^\) = { h(L1)/L1 e JS?l5 A est un homomorphisme }.
Nous dirons que if est un cône rationnel (en anglais « Full Trio ») ssi 5£

est clos par homomorphisme, homomorphisme inverse et par intersection
avec les langages rationnels ou bien, ce qui est équivalent, ssi ^£ est clos
par transduction rationnelle [23]. Si, de plus, I£ est clos par union, produit
et étoile, nous dirons que ̂ £ est une famille agréable de langages ou F AL (en
anglais « full AFL »). Nous noterons %>(&) [resp. ^ n (^)~\ le plus petit cône
rationnel contenant ^£ (et clos par intersection). Une substitution s définie
sur T* est une J?-substitution ssi V a e T, s (a) est un langage de if\ Pour
toutes familles de langages i f \ , if'2, ^X<J <£2 désignera la famille

{ s{L^)\Lx e if\ et s est une if2-substitution }.

Nous noterons ^(^) [resp. # \ {^ ) ' \ la plus petite F AL contenant ^ (et
close par substitution). Pour Ll9 L2 £ T*, définissons l'opération « shuffle »
ou « produit de Hurwitz », par

Shuf (Ll9 L2) = { xiy1x2y2 .. . xqyjxi9

yieT*,x1 ... xqeLl9y1 . . . yq e L2 }.

Nous dirons qu'un homomorphisme /i, de T* dans A* est alphabétique
ssi h (T) est inclus dans A u { 1 }, où 1 désigne le mot vide. Enfin, nous
utiliserons le terme « algébrique » pour désigner les langages « context-free ».
Un cône rationnel (une F AL) S£ est principal (e) ssi il existe un langage L tel
que

II. PROPRIÉTÉS DE CLÔTURE DE jgf̂  ET <€ (COM)

Montrons, d'abord, une propriété des cônes rationnels clos par intersec-
tion.

PROPOSITION 1 : Si S£ est une famille de langages close par intersection et
homomorphisme inverse alphabétique, ^(^) = J€ {f£ A 0t) est clos par inter-
section, union et produit.

Démonstration : Comme 5£ est clos par homomorphisme inverse alpha-
bétique, il est facile de vérifier que ^( i f ) A ̂ £ ç <%(& A S£) et comme
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34 M. LATTEUX

l'inclusion de #{S£) A <€{&) dans *(#[S£) A J&?) est toujours vraie, nous en
déduisons

#(JS?) A tf(jS?) ç <îf(jgf A i f ) = <g(&)

puisque !£ est clos par intersection. Prenons L1, L2 ^ r* des langages
de * (JSf ), T' = { a'/û e T} tel que T r\ T' = (D, h, g les homomorphismes
définis respectivement sur I e t T u f par

h(a) = a', g{a) = g{a') = a, Va e T.

Lx T* et 77z (L2 ) appartiennent à ̂  (if ) ainsi queLLL2 = g(Lt T* r\T*h(L2)).

De même,

Lx u L2 u { 1 } = g((L, u { 1 })(A(L2) u { 1 }) n (7- u r* ) ) e

C.Q.F.D.

En particulier si J£? est un cône rationnel, nous obtenons :

COROLLAIRE 1 : Tout cône rationnel clos par intersection est clos par union
et par produit.

Étudions, maintenant, les propriétés de clôture de la famille COM et
de c (Û$) qui est la famille des fermetures commutatives des langages rationnels.

LEMME 1 : L appartient à c{0t) si et seulement si L est un PSL-langage
commutatif.

Démonstration : Si L =c(R) avec R e 01, v|/ (L) = \|/ (R) est un semi-linéaire.
Réciproquement, soit L un PSL-langage commutatif; il existe un langage
rationnel R tel que \\f{R) = \|/(L) [19], et

L = c{L) = vl/^oxKL) = vl/^ovl/^) = c(R)

appartient a c (
C.Q.F.D.

Si L est un langage commutatif, L = c(L) = xj/"1 o v|/(L). En utilisant
l'égalité de la théorie des ensembles, f(A)nB = f(Anf~1(B)% nous
obtenons immédiatement :

LEMME 2 : Si L est un langage commutatif, v|/(L n L') = \|/(L) n \|/(Z/), et si
de plus, L et L' sont des PSL-langages, L n L' est aussi un PSL-langage.

Nous pouvons maintenant établir que les familles COM et c{$) vérifient
les hypothèses de la proposition 1.

LEMME 3 : Soit h un homomorphisme alphabétique. Si L appartient à
COM [resp. c{@)\ h(L) et h~x(L) appartiennent à COM [resp. c(@)~\.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CÔNES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 35

Démonstration : II est facile de vérifier que h et c commutent ainsi que A"1

et c. Si L est commutatif L = c(L), h(L) = ho c(L) = co h(L) et

h-x(L) = h-'ociL) = coh'x(L)

sont des langages commutatifs.
Si L e c{0t\ il existe un langage rationnel R tel que L = c(R). Comme 0t

est un cône rationnel, les langages h(L) = coh(R) et h~x{L) = coh~1(R)
appartiennent à c{0t).

C.Q.F.D.
Nous obtenons, alors :

PROPOSITION 2: Les familles COM et c[0t) sont closes par intersection,
homomorphisme alphabétique et homomorphisme inverse.

Démonstration : Soient L1 et L2 des langages commutatifs.

Lx nL2 = c(Lx) n c(L2) = \|T 1 o ^(Lt) n v)/"1 o \|/(L2)

donc L! n L2 est un langage commutatif.
Si Lx et L2 appartiennent à c(0l\ ^ (LJ et \|/(£2)

 s o n t ^es semilinéaires
et v|/ (Lx n L2) = \|/ (LJ n \(/(L2) est aussi un semilinéaire [12] ; du lemme 1,
nous pouvons déduire que L1 n L2 e c{0t\

Prenons, maintenant, un homomorphisme g. Il est clair que pour tout
langage A, gOc(A) est inclus dans cog(A). En particulier, en prenant
A=g~1(L\ on obtient go c o g~x (L) ç c o g o g"1 (L) =c(L) ce qui
implique co g'1 (L) ç g" * o c (L). Si L est un langage commutatif, L = c (L)

Comme c{0t) vérifie les hypothèses de la proposition 1,

A «).

D'après le lemme 2, c(^) A ̂  est une PSL-famille. Comme l'image homo-
morphe d'un PSL-langage est encore un PSL-langage,

est une PSL-famille. Si Lec{0l\ g~l(L) qui appartient à <g(c(âl)) est un
PSL-langage commutatif et d'après le lemme 1, g"1 (L) e c{$) qui est donc
clos par homomorphisme inverse.

C.Q.KD.

Nous en déduisons, en premier lieu, un résultat concernant les semi-
linéaires :

COROLLAIRE 2 [12] : La classe des semi-linéaires est fermée pour les appli-
cations linéaires inverses.
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36 M. LATTEUX

Démonstration: Soient 0 une application linéaire de Np dans Nq
9

T = { al9 . . . , ap } et A = { bl9 . . . , bq }. Il existe un homomorphisme h
de r * dans A* qui vérifie \|/A o h = 0 o \j/T . Donc 8~ * = v|/T o A"* o \|/~* et
d'après la proposition 2, pour tout semi-linéaire 5 de Nq, L = h~l o v|/A * (5)
appartient à c (^) ce qui entraîne 0~* (5) = v|/r (L) est un semi-linéaire.

C.Q.F.D.

Comme la famille de tous les PSL-langages est close par produit, étoile
et union, la démonstration de la proposition 2 nous permet de retrouver :

COROLLAIRE 3 : [19] &(c(ât)) est une PSL-famille.

Nous sommes, maintenant, en mesure de caractériser le plus petit cône
rationnel commutativement clos.

THÉORÈME 1 : %>(c(&)) est le plus petit cône rationnel commutativement
clos (noté 3?^). ^^ et ^(COM) sont clos par intersection, union et produit.

Démonstration : Comme ré(c(M)) est une PSL-famille, c(<g(c(â&))) = c(M)
est inclus dans % (c ($)) qui est donc commutativement clos. Réciproquement,
tout cône rationnel commutativement clos contient ^ , donc c{M) et %>(c($)).
Donc %>(c(&)) est bien le plus petit cône rationnel commutativement clos.
Le reste du théorème découle immédiatement des propositions 1 et 2.

C.Q.F.D.

Soit ifs la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (cf. [19]).

Nous avons :

PROPOSITION 2 : &s A JS?^ = Ls.

Démonstration : Comme ££\ et 5£^ sont des cônes rationnels, nous avons

ç ifs A se^ s ^(ifs A se^) = ^(jsfs A sej) = œ(&s A

Prenons L e S£s et Re0t. Comme c(R) est commutatif,

est un semi-linéaire. Donc ^{^s A <£^) est une PSL-famille ainsi que la
FAL &*(S£S A J ^ ) qui est, alors, par définition de i ? s , incluse dans Ĵ fs.

C.Q.F.D.

En particulier, comme Alg, la famille des langages algébriques est une
PSL-famille, J^(Alg A £?^) qui est inclus dans Jzfs, ne contient pas tous les
langages récursivement énumérables.

Comme tout langage algébrique L ç a\ . .. a* peut être obtenu par trans-
iuction rationnelle à partir de sa clôture commutative c(L) qui appartient
î c(0l\ S£^ contient tous les langages algébriques bornés. De plus if^ est

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CÔNES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 37

fermé par intersection et ne contient que des PSL-langages; le théorème 2
de [25] permet, alors, d'énoncer :

PROPOSITION 3 : Soit L un langage borné. L appartient à &^(&(c(St))) si
et seulement si L est une intersection finie de langages algébriques.

Prenons Cx = {anbn/n ï> 0 } et se = Sâ^ ou ^(COM). Comme

est égal à la famille de tous les langages récursivement énumérables, alors
que 5£ est un cône rationnel clos par intersection qui ne contient pas D'* le
semi-Dyck sur une lettre {cf. th. 4, section Y), 5£ contient Cl5 mais pas CJ,
n'est pas clos par étoile, donc JSf £ &(&) ce qui entraîne [21] ^{^) ^ & o{&\

Enfin, il était remarqué dans [19] que &(c(R)) = ^(^^) était inclus
dans l'ensemble des langages récursivement énumérables. Nous montrerons
à la section suivante, en utilisant un résultat de Baker et Book [1], que tout
langage de ^(c(R)) peut être reconnu par un automate linéairement borné
déterministe. Nous pouvons, cependant, dès à présent, remarquer que tout
langage de &{c(0t)) est récursif. En effet, VL e JS?̂ , \|/(L) est un semi-
linéaire effectivement constructible. Comme L est vide, fini ou infini si et
seulement si \|/(£) vérifie la même propriété, y e L ssi L n { y } est non vide,
donc if. et &{&^) = &(c(R)) sont des familles de langages récursifs.

III. L'ÉGALITÉ Se^ = ^ ( C J = ^ n ( / ) î )

Rappelons que Cx désigne le langage {anbnjn ^ 0 } et que D*9 le langage
de Dyck sur une lettre est égal à c^^.

LEMME4: <gn(Cx) = tfn(Z>ï) Ç= J2V
Démonstration : Comme Cx = D* n a*b* appartient à Vn(D*) et que

D\ =c({ab)*)ec(®) s ^ .

II nous reste donc à montrer que D\ecé>n(Cl). Pour cela, établissons
l'égalité D\ = Shuf (Cl9 C?) où Cf = { 6"Û"//I > 0 } e * (Q) .

Il est clair que L = Shuf (Cl5 Cf) est inclus dans D*. Réciproquement,
prenons x e D*. Ce mot peut se factoriser en x'x" avec l{x') = l{x") = n.
Soit p le nombre d'occurrences de a dans x'. Nous avons, alors,

la (x') = l b (x") = p e t la {x") = l b ( x ' ) = n - p

et on peut vérifier facilement que x e Shuf (apbp, bn~pan~p) ç L. Comme tout
cône rationnel clos par intersection est clos pour l'opération « shuffle » [16],
nous obtenons bien D\ = Lecén (Cx ).

C.Q.F.D.
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Pour montrer que S£^ est inclus dans ^n{D\\ il nous suffit d'éta-
blir c{0t) Ç ^n(D*). Nous avons besoin de deux nouveaux lemmes :

LEMME 5 : Pour tout mot w de T*, c(w*) appartient à ^ n (D*).

Démonstration : Posons w = wx ... wp avec w{ e T, V/ G { 1, . . . , / ? } .
Si/? ^ 1, c(w*) = H'* G 0t ç #n(Z)*). Dans le cas contraire, prenons/? sym-
boles distincts bu ..., bp, posons B = { bu ..., bp } et y = bl . . . br

Pour ; e {2, . . . , /? }, définissons Thomomorphisme hj sur B par ^(^ i ) = 0,
hj(bj)= b, hj{x) = 1 pour X G ^ \ { 6 1 ? ^ } et montrons que cjj*) = L

P
avecL = f] hJ1(Df) . D'après la proposition 2, L est un langage commutatif

et il nous suffit de vérifier que v|/(L) = ty(c(y*)) = v|/(j/*).
Pour tout z e L et tout y' G { 2, . . . , p }, z G fy"x (Z)î), donc /frl (z) = /è (z)

et \|/ (z) G \|/ (_);*). Réciproquement, Vk e N et

V / G { 2 , . . . , / ; } , 6* . . .ôJeAj-^Z)*),

donc c(y*) = l 6 ^ n ( i ) * ) . De plus, comme l'homomorphisme g défini,
sur B, par A(/?,.) = w7-, V/G { 1, . . . , /? }, est alphabétique,

c(w*) = cog{y*) = goc(y*)e<gn(D?}.

C.Q.F.D.

LEMMEÓ : 5/Lx et L2 sont des langages commutatifs, c(Lt L2) = shuf(L1,L2).

Démonstration: Posons L = shui (Ll5 L2). 11 existe des homorphibines
alphabétiques h, g l5 g2

 t e l s Que ̂  = ^fe^1 (^i) n Zi1 (^2)) [13]. D'après la
proposition 2, L est alors un langage commutatif et comme

L X L 2 ^ L ^ c ( L v L 2 ) ,

nous obtenons c(L1L2) = L.
C.Q.F.D.

LEMME 7 : r(J*) est inclus dans ^ n (£>î)-

Démonstration: Soit i? un rationnel inclus danb T*. Comme #n(Z>t)
est clos par union (corollaire 1 ), on peut supposer, sans nuire à la généralité
de la démonstration, que v|/(^) e s t u n linéaire, S = L(u0 ; { « l9 . . . , uk } ).

Pour i G { 0, . . . k } , il existe wt e T* tel que ^(wt) = ut, donc

c(R)= c (w o wt . . . u f ) .

c(w0) est fini, donc appartient à <€n(D\) et les lemmes 5 et 6
impliquent c(R) = c(wow* ... w%)e ̂ n(D*) qui est clos pour l'opération
« shuffle ».

C.Q.F.D.
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Introduisons, maintenant, pour tout n ^ 1, le langage « origin-crossing »
de dimension n (cf. [11] en posant

O i = c ( (Mi )* ) et V / ^ 2 ,
Of = shuf(0,._ ,.<•((*,.«ƒ)).

Nous obtenons, alors, le résultat principal de cette section.

THÉORÈME2: L+ = <én(Cx) = <$n(D*) = (J <?(O„).

Démonstration : Les deux premières égalités proviennent des lemmes 4 et 7.
D'autre part, d'après le théorème 5.5.1 de [13], nous avons pour tout n ^ 1,

Posons J£?; = 3/t{S£i A . . . A jSfn) où JSfx = . . . = 5£n = <#(D*). Il est
facile de vérifier par induction que, V« ^ 1, ^ = ^(On) et comme
^ n ( ^ î ) = U °£'n (ProP- 3.6.1. [13]), nous obtenons le résultat cherché.

Comme %^(C\) est inclus dans la famille des langages reconnus par un
automate déterministe linéairement borné [1] qui est close par produit,
étoile et union, nous avons :

COROLLAIRL 4 : Tout langage de ? (c(J#)) peul être reconnu par un automate
déterministe linéairement borné.

IV. .F(c(#)) EST NON PRINCIPAL

Dans cette section Ek désignera, pour tout k ^ 1. le langage

où les bi sont des symboles distincts.
Pour tout alphabet A = { dl9 ..., dp }, nous noterons /A , l'application

de Np dans A^ définie par / A ( / l 5 ...,ip) = d^d^ . . . dp
p et à tout homo-

morphisme g de A* dans B*, nous pouvons faire correspondre l'application 0̂
définie par Qg = \\fB o g o /A .

LEMME 8 : L'application Qg est une application linéaire qui vérifie

Démonstration : Soient .v = (x1, . . ., xp) et y = (yt, .. ., yp) des éléments
de JVP. Posons z = (zl9 ..., zp) = x + y. Nous avons alors

Qg(z) = Qg(x + y) = y\fB(g(dl)
Zl . . . g(dp)

z*
p P

i=\ i = 1

+ Z yi*B°g(dù = W + *.(y)-
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Prenons maintenant w e A*, Qg o \|/A (w) = \|/B o g o j A o \|/A (H>).

7 = / A o * M w ) e * Â l o * M w ) =c(w) et g( j )egoc(w) ç cog(w).

Donc

y\fBog(y)e\\fBocog(w) = \|/B o \|/"* o \|/B o g (w) = {v|/Bog(w)}

ce qui implique bien 6̂  o \|/A = \|/B o g.
C.Q.F.D.

LEMME 9 : 5 / Ek e ^(On\ il existe deux homomorphismes alphabétiques g,
h et des langages rationnels JR1 ? . . ., Rk tels que :

(i) Gih'1 {On) n R1R2 . . . Rk) est un langage infini inclus dans Ek;

(ii) pour tout i e { 1, . . . , k }, v|/(i?/) est un ensemble linéaire et g(Rt) est

inclus dans b t.

Démonstration : Posons T = {ax, . . .,an, a~x, . . . , ân } et B = {bl9 . . . , bk }.
Comme Ek e ^{On), il existe un alphabet A, des homomorphismes alphabé-
tiques h et g de A* dans, respectivement T* et £*, ainsi qu'un langage
rationnel i ^ ç A * tels que Ek = g(/z"x (On) n R) [23].

Pour i G { 1, .. ., k }, posons i^ = {xe A/g(x) e { bt, 1 } }. Comme Ek

est inclus dans Z>î . . . b\, nous avons Ek = g (h'1 (On) n R') avec

i?' = Rn B* ... B\.

Il est alors facile de vérifier que R' peut se mettre sous la
s

forme : (J (Rh • • • Rjk) avec Rjt rationnel inclus dans B*, donc g(Rj.) ^ b*.
j = i

La démonstration se termine en remarquant que ^|/(^Jf) est une union finie
de linéaires et que Ek est infini.

C.Q.F.D.

Soient h, g, Rl9 .. . Rk définis comme au lemme précédent. Posons, pour
tout ie { 1, . . . , k }, v|/(i^) = L^i'^Pi). Nous allons, maintenant, pouvoir,
en utilisant les propriétés des semi-linéaires, montrer le résultat suivant :

LEMME 10 : // existe z = zx + . . . + zkey\fA(h~1 {On)) et un entier positif r
tels que, pour tout i G { 1, . . . , k } :

( i ) z , e £(<);/>,);

Démonstration : Posons Ek = g (h'1 (On) n R^^ . . . Rk\ Sk = ^B(Ek) e t

Sk = tyB{Ek). D'après le lemme 8, S'k = Qgo ̂ ( / i " 1 (OJ n Rx ... Rk) et
comme / Ï" 1 (On) est un langage commutatif, nous avons

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CÔNES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 41

avec K1 = \|/A(/z~1{On)) qui est un linéaire de constante nulle puisque h
est alphabétique et

K2 = vM*i .. K) = L(c;P) où c = £ ct et P = (j Pt.

D'après [12], K1 n K2 est un semi-linéaire que nous poserons égal à

Û L(Xj; Qj) et S'k = Q9(KX n K2) = (j L(Qg(x);

Comme ££ est infini, il existe y0 e { 1, . . . , s } tel que Qg(Qjo) contienne un
vecteur non nul Qg(y) et K = L(xjo; {y }) est un sous-ensemble infini
de K1 r\ K2. Donc AT n Kx et Â  n K2 sont infinis et il existe ([12], lemme 5.4.5),
des entiers positifs t± et t2 tels que tx y e Kx (K1 est un linéaire de constante
nulle) et t2yeL(0; P) ce qui implique z = t1t2yeK1 n L ( 0 ; P ) . Comme

k

P = (J P., z peut se mettre sous la forme : z = zi + . . . + zk avec

zieL{0;Pi\\fie{ 1, . . . , k }. Nous avons alors Qg{z) = t1t2Qg(y) = (r, . . . , r )
avec r entier positif. En effet L(Qg(xjo); {®g{y)}) est un• sous-ensemble
infini de S'k donc de 5k , ce qui implique [12] que Qg(y) est un vecteur non
nul dont toutes les coordonnées sont égales. Posons, de même qu'au lemme
précédent, Bt = {xe A/g(x) e { bt, 1 } } pour tout / e { 1, . . ., k }. Alors,

Vi 6 { 1, . . . , k }, ct + z, eL(Ci;Pt) = *A(Rt) s ^ ( * f ) ,

donc ^ 6 ^ ( 5 * ) et 9 , ( ^ ) 6 0 , 0 ^ ( 5 * ) = x|fBog(5*) = ^ ( 6 * ) . Nous en
déduisons que, pour tout / e { 1, . . . , & } , 6g(zf) est un vecteur dont la seule
coordonnée non nulle est la z'-ième qui vaut r, donc Qg(zt) = v|/B(Z>9,
V / e { l , . . . , f c } .

C.Q.F.D.

PROPOSITION 4 : Powr ôw/ « ^ 1, fe langage E2n+ x = { &i . . . b2n + 1/t > 0 }

n'appartient pas au cône rationnel engendré par On, le langage «origin-

crossing». de dimension n.

Démonstration : Reprenons les notations des lemmes précédents avec
k = 2n + 1. L'application Qh = \|/r o h o fA est une application linéaire de Np

dans N2n qui vérifie Qh o \|/A = \(/r o h (lemme 8). Comme k est supérieur à 2«,
les vecteurs 0ft(z1), . . ., Qh{zk) sont linéairement dépendants. Donc il existe
Xl9 . . . , A.k, m , . . ., |xfc e Ntels que
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pour un j 0 e { 1, . . . , & } . Posons y = sup { Xl9 . . . , Xk, \il9 . . . , \ik }. Nous
avons

Y x i Qh(zj) = £ 8,6,(2,) avec 5, = (u. + y - X).

De plus, il existe / ^ y 0 tel que 8,- / ô;o. En effet, dans le cas contraire,
nous obtenons (y - 8jo) x Qh(z) = 0 ce qui implique y = 8Jo, si Qh(z) est
non nul, d'où la contradiction puisque Xjo ̂  \ijo. Par contre, si Qh(z) est nul,
tous les $h{zj) s o n t n u^ s e t o n obtient le même résultat car le choix des Xj

et \ij est alors arbitraire. Posons y = ^ ô^z^.Nous avons, alors, Bh(y) = 0^(yz).

D'autre part, soit u, un élément de v|/A(/i (0„)) n \|/A(i?1 . . . jRfc). Il
existe wx. . . . , uk tels que

w = Wl + . . . + W f c et V/e { 1, . . . ,*: }, UiE^^Ri) = LiCiiPi).

Comme zt eL(0;P f), wf + 5^6x1^(1^) et u + >; e \[/A(^i • • • Rk) =
K2-

De plus,
e*(« + y) = efc(«) + efcu) = e » + efc(yz) = efc(« + Y^)

et comme u et yz G ̂ (/z"1 (OJ), u + yz E ̂ ( / Î " 1 (OJ), donc

e,(« + ^ e e . o ^ ^ - ^ o j ) = ^Toh{h-l{on)) = K ( o j

et u i^e^o^föj.

Comme 9h o \|/A = \|/r o /z, on obtient

et u+yetyAoh-1o^1o^T(On) = $A(h-1{0H)) = Kx

puisque ^f1 o vj/r(On) = On (On est un langage commutatif). Donc u et
w + y G Â^ n K2 ce qui entraine 0̂  (u) et 0h (w + y) e Sf

k ^ Sk. Il existe p' e N
tel que

Gfc(ii)= (p'9 ...,p') et efc(w + ƒ ) =(P' + 8 ^ , . . . , p ' + 8kr)

et comme il existe / ^ /0 tels que 8f ^ 8jo et que r est positif, Qh (u H- y) £ Sk,
d'où la contradiction.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 5 : Pour tout n ^ 1, ̂ (On) est strictement inclus dans <£(On + 1).
Démonstration : II est clair que ̂ (On) ç ^ (ö„ + 1). Supposons qu'il existe

s ^ \ tel que #(0S) = # (0 S + 1 ) . Nous aurions alors #(O5) = ^ (O s + p )
pour tout^ G N, donc JS?̂  = (J ^ (OJ = ^(Os)ce qui impliquerait d'après la

proposition précédente : E2s+1 $ <^^, d'où la contradiction puisque

= c((bx . . . 62 l + 1)#) n b^ ... b*2s + i e ^ r

C.Q.F.D.
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Le résultat suivant qui s'en déduit immédiatement, donne un exemple de
cône rationnel principal tel que le plus petit cône rationnel le contenant
et clos par intersection ne soit pas principal, ce qui répond à une question
ouverte de S. Ginsburg ([13]. p. 180).

COROLLAIRE 6: ï£^ = <^n(C1) = ^O(L>*) est un cône rationnel non prin-
cipal.

Nous allons maintenant montrer que ^ ( J ^ ) = J*(c(^)) n'est pas non
plus une FAL principale. Remarquons d'abord que l'on peut avoir if cône
rationnel non principal et SF (S£) FAL principale. En effet, soit <£ le plus
petit cône rationnel contenant Lin, la famille des langages linéaires, et clos
par produit. Comme Lin n'est pas clos par produit, if est un cône
rationnel non principal [22]. Par contre &(&) = & (Lin) = &(Lo) avec
Lo = { wdwR/w e { a, b }* } est une FAL principale.

Il est cependant facile de montrer que E2n + 1 $ # ( 0 J implique
E2n+1 $ ^(On). Ceci provient du fait que E2n+i n e P e u t P a s contenir le
produit de deux langages infinis. Précisons, maintenant, cette notion.

DÉFINITION: L est un CIL-langage si LlL2 inclus dans L implique L1

ou L2 fini.
Comme tout CIL-langage rationnel est fini, on peut remarquer que tout

CIL-langage est sans facteur itérant (i. e. ne contient aucun rationnel
infini). La réciproque est fausse, car tout CIL-langage algébrique est linéaire,
alors qu'il existe pour les langages algébriques, un générateur sans facteur
itérant [5]. Il existe, cependant, un bon nombre de CIL-langages connus,
tels que Lo, défini ci-dessus, qui est un générateur du cône rationnel des

/ i W Jn(x)
linéaires et les langages < ax . . . an > étudiés par Rovan [30]. Les
« c-finite » langages, définis par S. Greibach ([22], p. 50, exemple 3.1), sont
des CIL-langages. On peut aussi montrer que la famille ETOL définie par
Rozenberg possède un CIL-langage générateur.

Montrons d'abord, pour les CIL-langages, une propriété déjà établie
pour les langages qui engendrent un cône rationnel translatable [5] ou
fermé par un opérateur « syntactic » [22].

PROPOSITION 5 : Soient ^£ un cône rationnel jermé par union et L un
CIL-langage. Alors L e & (if) implique Le if.

Démonstration : Comme L e J*(J£) = ^ a if, il existe un langage rationnel
R ç T* et une if-substitution s, définie sur T*, tels que L = s(R). $ étant
clos pour les substitutions finies, on peut supposer, sans nuire à la généralité
de la démonstration, que pour tout a e T, soit s (a) est un langage infini de ^f,
soit s (a) = { a }, ce qui implique que R est fini. En effet dans le cas contraire
L = s(R) contient un facteur itérant et ne peut être un CIL-langage. Comme
^£ est clos pour l'union, il nous reste à montrer que s(x)e ^£ pour tout
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x e R. Tout mot x e R peut se factoriser en xxbx2 avec s(xl) = x^
s(x2) = x2 et b e T u { 1 }. Donc s(x) = x1s(b)x2 e S£.

C.Q.F.D.

Nous avons vu, en section II, que S£^ était un cône rationnel clos par
intersection mais pas par substitution. Nous allons montrer, cependant, que
tout cône rationnel clos par intersection est clos par insertion, une substi-
tution particulière définie par S. Greibach [22].

DÉFINITION : Soit s une substitution définie sur r*. Alors s est une S£-insertion
sur L s'il existe T' ç T tel que :

(i) Le (r\r)*(ru{i})(r\r)*;

(ii) s(a)={a}9 VaeT\T';
(iii) s {a) e Se, VaeT'.

DÉFINITION : Une famille de langage S£ est close par insertion si
{ s(L)/L e ̂ , s S£-insection sur L } est inclus dans S£.

PROPOSITION 6 : Tout cône rationnel S£ clos par intersection est clos par
insertion.

Démonstration : Soient L e T*un langage de if et s une if-insertion sur L.
Il existe T' <= T tel que L e {T\T'f{T u { 1 }){T\T'f. Alors,

s{L) = L u ( U s{La)
\a<=T'

avec

L = Ln(T\TfsSe

et
Vfler, La = Ln{T\Tf {a}{T\Tf.

Comme Se est clos par union (corollaire 1), il nous reste à montrer que
s(La)G Se. Pour cela, considérons l'alphabet A tel que s (a) e A* et posons
Â = { b/b e A } de telle façon que T n Â = 0. Soient h et g les homo-
morphismes définis respectivement sur A* et ( r u Â)* par

h(b) = i, Vb e A,

g(a) = 1, g(x) = x, \/xeT\{a} et g(y ) = y, VjeÀ.

Il est, alors, facile de vérifier que s(La) est égal à

g(Shuf(L09h(s(a))) n (T\T'f { a } A*(r\r)*),

appartient à S£ qui est clos pour l'opération « Shuffle ».
C.Q.F.D.
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Nous pouvons, maintenant, établir un résultat concernant les CIL-langages,
que nous utiliserons à la section 5.

PROPOSITION 7 : Soient S£ un cône rationnel fermé par intersection ou
insertion et L un CIL-langage. Alors, si L appartient à & Q{S£\ L est aussi
dansée.

Démonstration: Prenons L2 un CIL-langage de S£GS£. Il existe, donc,
Lx £ 7*, Lx e S£ et une if-substitution s, tels que L2 = s^). Comme S£ est
fermé par substitution finie, on peut supposer, sans nuire à la généralité
de la démonstration, que VaeT, soit s(a)= {a}9 soit s (a) est infini.
Comme L2 = s(Lx) ne peut pas contenir le produit de langages infinis,
s est une if-insertion et d'après la proposition précédente L2 e if. Donc
tout CIL-langage de S£^S£ appartient à S£.

Posons, maintenant, ifx = if et V« ^ 1, S£n+1 = S£nv <£. Montrons,
par récurrence sur n, que tout CIL-langage de Se\ appartient à S£\ Nous
venons de vérifier cette propriété pour n = 2. Prenons L un CIL-langage de
iffc+1. Comme S£k est un cône rationnel, donc clos par substitution finie, il
existe L ç T*, L e S£k et une if-substitution s tels que s(L') = L et
VaeT, s(a) ¥" {l }. Donc, L' est nécessairement un CIL-langage. D'après
l'hypothèse de récurrence, L est un CIL-langage de if et L, CIL-langage de

f, appartient à S£. La démonstration se termine en remarquant que
= (J <£n.

n>1 C.Q.F.D.

Les propositions 4 et 5 permettent d'apporter une réponse à un problème
ouvert de Ginsburg et Spanier ([19], p. 387). En effet, pour tout n ^ 1,
E2n + i = { *i • • • b2n+1/t ^ 0 } est un CIL-langage qui n'appartient pas à
^{On) donc E2n+1 n'appartient pas, non plus, à &(()„). Par contre, il
appartient à

(
\n>l

donc :

THÉORÈME 3 : &{S£^) = ^(c(ât)) est une F AL non principale.

V. CÔNES RATIONNELS GÉNÉRÉS PAR DES FAMILLES DE LANGAGES COMMU-
TATIFS OU BORNES

Donnons, en premier lieu, une condition pour qu'un cône rationnel soit
commutativement clos. Ce résultat nous permet ensuite d'établir un lien
entre les langages bornés et les langages commutatifs (corol. 8).

PROPOSITION 8 : Soit S£ un cône rationnel. Si S£ A ^ ( C X ) est inclus dans S£,
alors S£ est commutativement clos.
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Démonstration : Prenons

T = {au . . . , a n } , T = {âl9 . . . , â n }

et I Ç r * u n langage de if. Pour tout ie { 1, . . . , « } , définissons l'homo-

morphisme ht de ( r u T)* dans { a, b }* par :

A, (a,) = a, htfc) = b et ht(àj) = M«j) = 1

_ ( n _ \
pour/ =£ /.Posons L' = LT* n I p | / î rH^i) ) et montrons que c(L) = g{L')

où g est rhomomorphisme défini sur T KJ T par

g(fl4) = 1 et g(ât) = ai9 V /e{ 1, . . . , « } .

Soit x e L'. On peut factoriser x en yz avec }^eL e t ' z e T * . Pour tout
/ e { l , . . . , « } , ^ z e / i j " 1 ^ ) donc /a.(y) = /^.(z). Ceci implique que
g(x) = g(z)ec(y) ç c(L). Réciproquement, si xec (L) , il existe }^GL et
ï e T tels que x e c(y) et g(x) = x. Pour tout ie { 1, . . . , ^ }, /^-(yx) e Cx

et comme yxeLT*, yxeL. Donc x = g(yx) appartient à g(Lf). Comme
<£ A ^ (Ci ) est inclus dans if, g(L')eJ2? qui est commutativement clos.

C.Q.F.D.

Comme tout cône rationnel commutativement clos contient C1? qui est égal
à c ((ab)* ) n a* b*, la proposition précédente implique :

COROLLAIRE 7 : Soit if un cône rationnel fermé par intersection. Alors ££
est commutativement clos si et seulement si C1 e if.

Désignons par £S, la famille de tous les langages bornés.

COROLLAIRE 8: ^(COM) est égal à Vn(â9), le plus petit cône rationnel

fermé par intersection et contenant les langages bornés.
Démonstration : Soient L un langage inclus dans W\ .. . W*,

T = { al9 . . ., an } et h rhomomorphisme défini sur T* par h(ai) = Wt

V / e { 1 , . . . , « } . Il est clair que L = h(c(L) n a\ . . . a*n ), où

L = h-1(L)na*1 . . . a*n =c(L')na* . . . a*n

appartient à ^(COM). Donc L e ^ ( C O M ) et puisque #(COM) est fermé
par intersection, <$n [3) est inclus dans # (COM). Réciproquement, Cx e ^ n (&)
qui est donc commutativement clos et contient COM — c(&) ainsi
que V (COM).

C.Q.F.D.

La proposition 8 nous permet aussi de retrouver le théorème 2. Remarquons,
cependant, que, pour la démonstration de la proposition 8, nous utilisons un
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homomorphisme « effaçant ». Au contraire, les homomorphismes utilisés
pour obtenir le théorème 2 sont propres et le résultat reste vrai pour des
cônes rationnels fidèles.

Montrons maintenant que D^*, le langage de semi-Dyck sur une lettre
n'appartient pas à ^ (COM). Pour cela, nous avons besoin de quelques
définitions. Pour w e { a, b }*, posons d(w) = la(w) — lb(w) où la(w) désigne
le nombre d'occurrences de la lettre a dans w, et d(w) = inf { d(x)/3y tel
que w = xy }.

Pour m,n e N, notons

Lm,n = { w e { a , b Y l d { w ) = m - n , d(w) > - n } .

Les langages Lm n sont rationnellement équivalents à Di* = L0>0, le
semi-Dyck sur une lettre. Montrons d'abord le résultat suivant :

LEMME 11 : Soit ££ un cône rationnel fermé par union. Si D[* appartient

à &{S£\ il existe k e N et L e S£ tels que D[* Ç L ç Lk.k.
Démonstration: II existe un rationnel R £ { a^ ...,ap}*, des langages

non vides L l 5 . . . , Lp de i f et une substitution s définie par s(at) = Lt,

Vï'e { 1, . . .,p } tels que D[* = s(R). Prenons un mot uxv de JR, ZES(U),

z'e s (v) et posons n = d[z\m = — d(z'). Pour tout y e s(x), zyz' e D[*, donc
d(zy) ^ d(zyz') ^ 0 et d(zyz') = 0. Nous en déduisons que n = d(z) et
m = d(zy) qui sont supérieurs à d (zy\ appartiennent à N. De plus,
J (zv) ^ 0 implique cl (y) ^ - d(z) = — n et comme

ii(\ ) - - d(zz') - /// - //.

s(x) est inclus dans Lm n. On peut supposer, sans nuire à la généralité, que

chaque at occurre au moins dans un mot de JR, donc on en déduit que

pour tout i G { 1, . . . , / > } , il existe mi9 n{ G N tels que Lt = s(at) £ Lm., nt.

Posons

\x = sup {mjiei 1, . . . , / ?}} et y = sup {njie{ 1, . . . , / ?}}

Comme uxveR qui est rationnel, il existe t e N, «', u" tels que l{iï\
l(u") < t et u1 xv, u"ve R. Il existe m', n' GN tels que s(u') e ^m 'f„'. Tout
mot j ; ' G ^ ^ ' ) est un sous mot initial d'un mot de D^*, donc d (y ) ^ 0 et
l'on peut prendre n' = 0. En outre

!(u') t

m' = d(y') < X M- ̂  Z M- = f -̂
» = i j = i

De même, 5*(w") est inclus dans Lw„>0 avec m" < ^|i. Comme 5 (M") ^(t;) est
inclus dans Z)'*, nous en déduisons s(v) ç ^o,m- e t

 ^(W')J(X)J"(Ü) Ç />J*
implique s(x) ç Lm„ m,. Nous en déduisons la propriété :

vol. 11, n° 1, 1977



48 M. LAITEUX

(*) II existe k' = \it + 1 tel que uxveR implique s(x) ç Lmn avec
0 < m, n < k'.

Posons

B = { (q> q> 0/0 < q, q' ^ k\ ^ e { l? • • ->P } et # — ̂ ' = m,. — ni }

et p o u r p=(q,q>j)€B, AP = {w/a«wb«'e Lt}.

Nous allons montrer que D1* £ L ç Lk>k avec fc = fc' + y et L = (J .4p.

Prenons w G Z)J*, ak'wbk' G Z>i* et d'après la propriété (*), il n'existe pas
de mots xl9 x2 tels que xxx2 G R et ^ ' w j e ^ x j avec wx sous mot initial
de w. Et comme ak'wbk' es(R), il existe <7, q' ^ fc', /€ { 1, . . .,p } tels que

donc q - q' = mt - nt, p = (q, q', i) e B et w e Ap £ L.
Prenons, maintenant w7 G ̂ p avec p = (q, q', i) G B. Donc

et comme q — q' = mi — ni9 d(w') = 0. De plus d (aqw') ^ — nt implique
d {w') ^ — nt — q ^ — k, donc w' G Lkk.

Il nous reste à montrer que L e ^ , ce qui vient du fait que pour

p = (q,q\i)eB, Ape^(Lt)^ 5£\

Et L = (J ^4p G S? car i? est fini et S£ est clos par union.
PeB C.Q.F.D.

LEMME 12 : Soit L un langage de #(COM). Si D'* est inclus dans L, alors,
pour tout me N, L\Lm m ^ 0 .

Démonstration: Si L G ^(COM), il existe un langage commutatif L'
et un langage rationnel R inclus dans T* ainsi qu'un homomorphisme

alphabétique h de T* dans { a, b }* tels que L = h(L' n R). Soit

M = (Q9T9f9pO9F)

un automate d'états fini déterministe qui reconnaît R. Prenons k = m + 1
et « > |ô | , le nombre d'états de M. Alors w = {ankbnk)n e D[* ç L, donc il
existe z = x1 yx . . . xnyne L' n i? tel que /z(x£) = #"fc et h(yt) = bnk pour
tout i G { 1, . . . , « } . Posons pour tout / G { 0, . . ., n — 1 },

et /?; = f(p09 z J + 1) .
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Comme h(x}) = ank avec n > |g | , x} peut se factoriser en UjXjVj avec
Pj = f(Pj> uj) = f{Pj> xj) e t h(xfj)eaka*. De plus, il existe t < l tels que
P't = Pu c e Qui entraîne que

z' = ztutvtyt . . . ulx'lx'tvlyl . . . xnyne R.

Comme L' est commutatif, z' appartient aussi à L' et h(z')eL. Par
contre y = h(z') n'appartient pas à Lm m car

d(y) = d{h(ztutvtyt)) ^ - k < - m.

C.Q.F.D.

Nous pouvons en déduire immédiatement le résultat de base de cette
section :

THÉORÈME 4 : Le semi-Dyck sur une lettre, D'* n'appartient pas à F(COM),
la plus petite F AL contenant tous les langages commutatif s.

Comme Z>*, le Dyck sur une lettre est un langage commutatif, nous
retrouvons un résultat dû à L. Boasson :

COROLLAIRE 9 [4] : D[ $ &(D\\

Soit Lo le générateur de la famille Lin, défini à la section IV. Comme ^ n (Lo)
est la famille de tous les langages récursivement énumérables [1] et
que ^(COM) est clos par intersection, le théorème précédent implique:
Lo $ ^(COM). De plus, Lo étant un CIL-langage, on peut appliquer
à ^(COM) la proposition 7 démontrée à la section IV, donc :

COROLLAIRE 10: La famille des langages linéaires n'est pas incluse dans
la plus petite F AL contenant les langages commutatifs et close par substitution.

Le corollaire 8 permet d'obtenir :

COROLLAIRE 11 : Soit $£ une famille de langages bornés (algébriques).
Alors #<,(.,£?) ne contient pas tous les langages algébriques.

Remarquons qu'ici, contrairement à Goldstine [18], nous pouvons nous
passer de l'hypothèse d'algébricité des langages de 5£.

Enfin, le résultat suivant qui découle, aussi, directement des corollaires 8
et 10, a été démontré en premier lieu par J. L. Durieux :

COROLLAIRE 12 [8] : Lo = { wdwR/w e { a, b }* } n'appartient pas au
cône rationnel engendré par les langages bornés.
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