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CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS (*)

par Michel LaTTEUX (')

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — La fermeture commutative c(L) d'un langage L est I’ensemble des mots obtenus
par permutation d partir des mots de L. Nous montrons que le plus petit céne rationnel com-
mutativement clos &, ( qui vérifie Le %, implique c(L)e &, ) est égal ¢ €.(%,), le plus
petit cone rationnel contenant le langage C; = {a"b" |n 2 0} et clos par intersection. Nous
établissons que ¥, n'est pas un céne principal et que F(¥,) = F(c(R)) la plus petite FAL
contenant &, n'est pas principale, ce qui apporte une réponse d un probléme ouvert de
S. Ginsburg. Nous terminons, en démontrant que le langage de Dyck restreint sur une lettre, Di*,
n'appartient pas d ¥ (COM) ou COM est la famille de tous les langages commutatifs.
Ce résultat a des corollaires intéressants tels que :

Pour toute famille & de langages bornés ou commutatifs, € (L) et F (&) ne contiennent
ni la famille Lin des langages linéaires algébriques, ni la famille des langages a compteur
itéré, et Lin n’est pas contenu dans F (&), la plus petite FAL contenant ¥ et close par
substitution.

INTRODUCTION

La notion de « famille abstraite de langages » (en abrégé, FAL) introduite
par S. Ginsburg et S. Greibach [15], qui est un modéle mathématique pour
un bon nombre de familles de langages étudiées antérieurement, introduit un
concept général qui permet d’obtenir des démonstrations valables pour les
classes de langages vérifiant certaines propriétés de cléture. Une des opérations
fondamentales de cette théorie est la « transduction rationnelle » étudiée par
M. Nivat [28] qui en a donné, en particulier, une caractérisation en terme de
bimorphismes alphabétiques. Il en est fait un usage constant, aussi bien
pour I'étude des familles abstraites de langages que pour celle des cones
rationnels, (terminologie due & S. Eilenberg [26]) et qui sont les familles
de langages fermées par transductions rationnelles.

Les langages algébriques (en anglais « context-free languages ») sont au
centre de la théorie des langages et servent de modéle pour des langages
de programmation tels que « Algol». Parikh [29] a montré, pour ces
langages, une importante propriété algébrique: Soient 7 un alphabet et
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30 M. LATTEUX

Vr, la fonction de Parikh (i. e. 'homomorphisme canonique de 7'* dans le
monoide commutatif libre engendré par T), si L est un langage algébrique
inclus dans T¥% son image par Y, est un langage semi-linéaire ou langage
rationnel commutatif [10]. Cette propriété ne caractérise pas les langages
algébriques et il est intéressant d’étudier les cones rationnels qui la vérifient,
afin d’étendre certains résultats qui semblaient propres aux langages algé-
briques. C’est ce qu’ont fait S. Ginsburg et E. M. Spanier dans [19] ou
ils ont montré cette propriété pour €(c(£)), le plus petit cone rationnel
contenant ¢(Z£) qui est 'ensemble des fermetures commutatives des langages
rationnels. L’étude de cette famille est a I'origine de notre travail. Le fait que
certaines propriétés de % (c (%)) sont encore valables pour les cones rationnels
générés a partir de langages commutatifs, nous a amenés a étudier simul-
tanément % (COM) le plus petit cone rationnel contenant tous les langages
commutatifs. En utilisant le fait que DY le langage de Dyck sur une lettre
est égal au « shuffle » des langages { a"b"/n 2 0 } et { b"a"/n 2 0 } (lemme 4),
nous démontrons que % (c(#)) est le plus petit cone rationnel clos par
intersection et contenant { a"b"/n 2 0 }. Cette caractérisation nous permet,
alors, de montrer (th. 3) que la plus petite FAL contenant c¢(£) n’est pas
principale. Enfin nous mettons en évidence une différence fondamentale
entre D;*, le semi-Dyck sur une lettre et DY le Dyck sur une lettre qui est un
langage commutatif : Di* n’appartient pas a la plus petite FAL contenant
tous les langages commutatifs (th. 4). Nous en déduisons que la famille
des langages linéaires n’est pas incluse dans la plus petite FAL close par
substitution et contenant les langages bornés (corollaire 10).

L’étude des langages commutatifs est facilitée par le fait qu’on peut les
confondre avec leur image par la fonction de Parikh. Dans le cas ou cette
image est un semi-linéaire, le langage est appelé PSL-langage (en anglais,
« slip-language » ¢f. [19]), et nous pouvons utiliser les trés nombreuses
propriétés algébriques des semi-linéaires ([10, 12, 24, 26]). De plus, la
famille COM, de tous les langages commutatifs est fermée par intersection,
homomorphisme inverse et homomorphisme alphabétique, ce qui simplifie
bien des raisonnements. Enfin, comme tout langage borné est I'image par
une transduction rationnelle d’un langage commutatif, nous pouvons déduire
de I’étude de tels langages, des résultats concernant les langages bornés qui
jouent un rdle privilégié en théorie des langages ([2, 3, 18, 20, 25, 27, 30]).
Réciproquement, nous montrons que tout langage commutatif peut étre
obtenu a partir de langages bornés par transduction rationnelle et inter-
section. Nous sommes ainsi amenés a nous intéresser aux cones rationnels
clos par intersection qui, jusqu’a présent, ont été moins étudiés que les FAL
closes par intersection (cf. [17, 14]). Cependant Baker et Book ont montré [1]
que tout langage récursivement énumérable est I'image homomorphe de
I'intersection de deux langages linéaires. Concernant les cOnes rationnels
fidéles clos par intersection, Book et Greibach ont établi [6] que tout langage
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CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 31

« quasi-realtime » (appartenant au plus petit cone rationnel fidéle clos par
intersection et contenant les langages algébriques) est I'image par un homo-
morphisme strictement alphabétique « length-preserving » de l’intersection
de trois langages algébriques. Book, Nivat et Paterson [7] ont précisé ce
résultat et ont obtenu une propriété analogue pour les langages linéaires.
La hiérarchie que nous obtenons en construisant le plus petit cone rationnel
clos par intersection et contenant le langage { a"b"/n = 0}, noté C,, est
infinie. Ainsi € (C,) est le premier exemple de cone rationnel principal tel
que le plus petit cone rationnel clos par intersection et le contenant, ne
soit pas principal (¢f. [13], p. 180).

PLAN DE L’ARTICLE

Dans la section I, nous rappelons les notions et définitions que nous
utiliserons par la suite. Dans la section II, nous étudions les propriétés de
cloture de Z,, le plus petit cone rationnel commutativement clos et nous
montrons que ¥, = % (c(Z)) (# désigne la famille des langages rationnels)
est clos par intersection et produit mais pas pour 1’étoile.

% (COM) a les mémes propriétés de cloture. Dans la section III, nous
établissons I'égalité entre ¥, et %, (C,), le plus petit cone rationnel fermé
par intersection et contenant C, = {a"h" |n >0}, ce qui implique

Ly = U %(0,) ou O, est le langage « origin-crossing » de dimension n,

étudié par M. J. Fischer et A. L. Rosenberg [11]. Le résultat de base de la
section IV est que, pour tout entier n > 1, le langage

En+1 {bt ‘b12n+1/tgo}

n’appartient pas a %(0,). Cette démonstration utilise largement les pro-
priétés des semi-linéaires. Nous en déduisons que, pour tout n > 1, 4(0,)
est strictement inclus dans C(0,, ) et que &£, qui est égal a I (A% (C,)),
la cloture par homomorphisme de la famille des langages obtenus par inter-
section a partir de € (C,), n’est pas un cone rationnel principal. Ceci apporte
une réponse 4 une question ouverte de S. Ginsburg ([13], p. 180).

Nous introduisons, alors, la notion de CIL-langage qui se révéle, par la
suite, d’un intérét certain. Les CIL-langages sont définis comme étant les
langages qui ne peuvent pas contenir le produit de deux langages infinis.
11 est clair que tout CIL-langage est un IRS-langage [23] ou langage sans
facteurs itérants [5], mais la réciproque est fausse. Nous montrons que
les CIL-langages vérifient : si & est un cOne rationnel clos par union (resp.
clos par intersection) et L un CIL-langage appartenant a % (%) (resp.
Z.(#£)) alors L appartient a .#. En utilisant ce résultat, nous répondons
a l'un des problémes ouverts posés par S. Ginsburg et E. M. Spanier,
dans [19], en montrant que # (c(®)) = #(¥,) = U #(0,) nest pas

n>1
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32 M. LATTEUX

une FAL principale. Enfin, dans la derniére section, nous établissons que
le semi-Dyck sur une lettre, Di*, générateur de la famille des langages
a compteur, n’appartient pas a8 & (COM). Nous améliorons ainsi un résultat
de Goldstine qui a montré [20] que la FAL engendrée par les langages
bornés ne contenait pas tous les langages algébriques. Nous obtenons, aussi,
comme corollaire immeédiat, un résultat di a L. Boasson [4 ] : D} n’appartient
pas a la FAL engendrée par la Dyck sur une lettre D} qui est un langage
commutatif. En outre, en utilisant le fait que le plus petit cone rationnel
contenant L, = { wdw®/we {a, b }* } et clos par intersection est égal a la
famille des langages récursivement énumérables [1], nous montrons que L,
n’appartient pas & 4 (COM) et comme L, est un CIL-langage, il n’appartient
ni & ,(COM) ni a F_ (H) ou B désigne la famille des langages bornés.
Ceci précise un résultat obtenu par J. L. Durieux ([8], th. 3).

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit N I’ensemble des entiers naturels. Pour tout entier positif p, N? est
égal a { (i, ....i1,)/ije Npour je{1,...,p}}. Une application 6 de N?
dans N7 est une application linéaire ssi Vx, y € NP, 0(x + y) = 0(x) + 0(p).
Un sous-ensemble S de N est linéaire ssi il existe ug, u,, ..., u, € NP tels que S
est égal a I’ensemble

k
{u0+ > ?»,-u,./k,.eN,pourie{l,...,k}}

i=1

qui sera noté L(ug; { 4y, ..., % }). Un ensemble semi-linéaire est une union
finie d’ensembles linéaires.

Soit T ={ay, ..., a, } un alphabet. Pour tout mot w de T*, /(w) désigne
la longueur de w et pour tout ie {1,...,p}, [, (w) est égal au nombre
d’occurrences de la lettre ¢; dans w. Nous noterons Y (ou ¥ s’il n’y a pas
d’ambiguité) la fonction de Parikh de T* dans N? définie par

Vr(w) = (Lo, W), - Lo, (W),

Un langage L est un PSL-langage ssi (L) est un semi-linéaire. La fermeture
commutative de L, notée c (L), est égale a ™' 0 (L), I'ensemble des mots que
I’on peut obtenir par permutation a partir des mots de L. Nous dirons qu'un
langage L est commutatif ssi L = ¢(L). Un langage L est horné ssi il existe
des mots y,, ....y, tels que L est inclus dans y% ... yi.

Une famille de langages est un couple (£, £), ou & quand I est sous-
entendu, vérifiant :

(1) Z est un ensemble infini de symboles ;
(2) pour tout L € Z, il existe un ensemble fini £; < = tel que L € I} ;
(3) & contient un ensemble non vide.
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CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 33

Une famille de langage £ est une PSL-famille ssi elle ne contient que des
PSL-langages. & est commutativement clos ssi ¢(£) = {c(L)/Le £ } est
inclus dans #. Nous noterons %, la famille des langages rationnels (en
anglais « regular ») et $ la famille de tous les langages bornés. Si &, et &,
sont des familles de langages, posons

Lin&y={LinL,/Lie ¥ etL,e &L, }

et (£,) = {h(L,)/L, € £, h est un homomorphisme }.

Nous dirons que £ est un céne rationnel (en anglais « Full Trio ») ssi &
est clos par homomorphisme, homomorphisme inverse et par intersection
avec les langages rationnels ou bien, ce qui est équivalent, ssi & est clos
par transduction rationnelle [23]. Si, de plus, & est clos par union, produit
et étoile, nous dirons que & est une famille agréable de langages ou FAL (en
anglais « full AFL »). Nous noterons € (&) [resp. €. (Z)] le plus petit cone
rationnel contenant & (et clos par intersection). Une substitution s définie
sur T* est une L-substitution ssi V ae T, s(a) est un langage de #. Pour
toutes familles de langages %, &,, &, 0 &, désignera la famille

{s(L,)/L, € &, et s est une &,-substitution }.
Nous noterons & (£) [resp. #,(Z)] la plus petite FAL contenant &£ (et

close par substitution). Pour L,, L, = T¥*, définissons I’opération « shuffle »
ou « produit de Hurwitz », par

Shuf (Ly, Ly) = {x1y1%;¥; - - XgValXis
Vi€T* xy...x,€Ly,y, ...y,€L, }.
Nous dirons qu'un homomorphisme 4, de T * dans A* est alphabétique
ssi h(T) est inclus dans AU {1}, ou 1 désigne le mot vide. Enfin, nous
utiliserons le terme « algébrique » pour désigner les langages « context-free ».

Un cOne rationnel (une FAL) & est principal(e) ssi il existe un langage L tel
que

Z = 4(L) (L= F(L)).

II. PROPRIETES DE CLOTURE DE %, ET € (COM)

Montrons, d’abord, une propriété des cOnes rationnels clos par intersec-
tion.

PROPOSITION 1 : Si & est une famille de langages close par intersection et
homomorphisme inverse alphabétique, € (£ ) = I (£ A R) est clos par inter-
section, union et produit.

Démonstration : Comme £ est clos par homomorphisme inverse alpha-
bétique, il est facile de vérifier que (L) A L < € (£ A &) et comme
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34 M. LATTEUX

I'inclusion de € (£) A €(Z)dans € (€ (£) A L) est toujours vraie, nous en
déduisons

C(EL)ANE(L)SEC (L ANL)=¢%4(L)
puisque £ est clos par intersection. Prenons L,, L, = T* des langages
de (&), T'={dlaeT}telque TnT = @, h, g les homomorphismes
définis respectivement sur T'et 7 v T' par
h(a) = a’, gla)=g(@)=a, VaeT.
L, T* et Th(L,)appartiennenta % (% )ainsique L, L, = g (L, T™* n T* h(L,)).
De méme,
LiuL,o {1} =g((L, v {1)EL)U{1})n(T* UT™)eb (L)
et L, UL,e¥(Z).
C.Q.F.D.
En particulier si £ est un cOne rationnel, nous obtenons :
COROLLAIRE 1 : Tout céne rationnel clos par intersection est clos par union
et par produit.
Etudions, maintenant, les propriétés de cloture de la famille COM et

de ¢(2) qui est la famille des fermetures commutatives des langages rationnels.

LEMME 1: L appartient a c¢(R) si et seulement si L est un PSL-langage
commutatif.

Démonstration : Si L =c(R)avec Re &, V(L) = y(R) est un semi-linéaire.
Réciproquement, soit L un PSL-langage commutatif; il existe un langage
rationnel R tel que Y (R) = (L) [19], et

L=c(L)=Vy""oy(L)=¥""o¥(R) = c(R)
appartient a ¢ (%).
C.Q.F.D.
Si L est un langage commutatif, L = c¢(L) V(L). En utilisant

= \lj— 1 (o]
I’égalité de la théorie des ensembles, f(4)N B = f(4 ~n f~'(B)), nous
obtenons immédiatement :

LEMME 2 : Si L est un langage commutatif, y(L n L") = Y (L) n (L"), et si
de plus, L et L’ sont des PSL-langages, L N L' est aussi un PSL-langage.

Nous pouvons maintenant établir que les familles COM et ¢ () vérifient
les hypothéses de la proposition 1.

LEMME 3: Soit h un homomorphisme alphabétique. Si L appartient a
COM [resp. ¢(#)], h(L) et h~' (L) appartiennent a COM [resp. c(R)].

R.A.IR.O. Informatique théorique, Theoretical Computer Science



CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 35

Démonstration : 11 est facile de vérifier que 4 et ¢ commutent ainsi que A~!
et ¢. Si L est commutatif L = ¢(L), h(L) = hoc(L) =coh(L)et

h™*(LY=h"'oc(L)=coh™*(L)
sont des langages commutatifs.

Si L e c(2R), il existe un langage rationnel R tel que L = c¢(R). Comme 2
est un cone rationnel, les langages h(L) = coh(R) et h~' (L) = coh™'(R)
appartiennent a c(2).

C.Q.F.D.

Nous obtenons, alors :

PROPOSITION 2: Les familles COM et c(#) sont closes par intersection,
homomorphisme alphabétique et homomorphisme inverse.

Démonstration : Soient L, et L, des langages commutatifs.
LinLy= c(L)nc(ly) =V "o Y(L)ny " oy(L,)
=V (U(Ly) NV (Ly))
=y loyoy N (W(L,) NV (Ly)) = ¢(Ly N Ly),
donc L; n L, est un langage commutatif.

Si L, et L, appartiennent a ¢(£), V(L) et ¥(L,) sont des semilinéaires
et Y(L; nL,) = V(L) N Y (L,)est aussi un semilinéaire [12]; du lemme 1,
nous pouvons déduire que L, N L, € ¢ ().

Prenons, maintenant, un homomorphisme g. Il est clair que pour tout
langage A4, goc(A) est inclus dans co g(d4). En particulier, en prenant
A =g '(L), on obtient gocog '(LYyc cogog '(L) =c(L) ce qui
implique cog ™' (L) < g~ ' o ¢(L). Si L est un langage commutatif, L = ¢(L)
etg ' (L) s cog (L) = g (L)

Comme ¢(£) vérifie les hypothéses de la proposition 1,

C(c(R)) = H(c(R) A R).

D’aprés le lemme 2, ¢(#) A £ est une PSL-famille. Comme I'image homo-
morphe d’un PSL-langage est encore un PSL-langage,

€ (c(R)) = H(c(R) A B)

est une PSL-famille. Si L € ¢(#), g~ '(L) qui appartient & % (c(£)) est un
PSL-langage commutatif et d’aprés le lemme 1, g~' (L) € ¢(2) qui est donc
clos par homomorphisme inverse.

C.Q.E.D.

Nous en déduisons, en premier lieu, un résultat concernant les semi-
linéaires :

COROLLAIRE 2 [12]: La classe des semi-linéaires est fermée pour les appli-
cations linéaires inverses.
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36 M. LATTEUX

Démonstration : Soient 0 une application linéaire de N? dans N9
T={a,...,a,} et A={by,...,b,}. Il existe un homomorphisme A
de T* dans A* qui vérifie y,0h =00V, Donc 67! = Yy o0h toys! et
d’aprés la proposition 2, pour tout semi-linéaire S de N4, L = A~ oy ' (S)
appartient a ¢ (Z) ce qui entraine 67 (S) = Y (L) est un semi-linéaire.

C.Q.F.D.

Comme la famille de tous les PSL-langages est close par produit, étoile
et union, la démonstration de la proposition 2 nous permet de retrouver :

COROLLAIRE 3: [19] & (c(2)) est une PSL-famille.

Nous sommes, maintenant, en mesure de caractériser le plus petit cone
rationnel commutativement clos.

THEOREME 1 : € (c(ZR)) est le plus petit cone rationnel commutativement
clos (noté &,). &, et €(COM) sont clos par intersection, union et produit.

Démonstration : Comme 6 (¢ (£)) est une PSL-famille, ¢ (¢ (c(2#))) = ¢(R)
est inclus dans % (c (£)) qui est donc commutativement clos. Réciproquement,
tout cOne rationnel commutativement clos contient £, donc ¢ () ét € (c (2)).
Donc € (c(£)) est bien le plus petit cone rationnel commutativement clos.
Le reste du théoréme découle immédiatement des propositions 1 et 2.

C.Q.F.D.

Soit # la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (c¢f. [19]).
Nous avons :

PROPOSITION 2: &g A &, = Lg.
Démonstration : Comme % et &, sont des cOnes rationnels, nous avons
LsS Ls ALy SEC(LsNLy)=H(Ls A ZL,)=H(Ls A c(R)).
Prenons L € g et R e 4. Comme c¢(R) est commutatif,

V(L ne(R)) = V(L) V(R)

est un semi-linéaire. Donc € (&L, A &Z,) est une PSL-famille ainsi que la
FAL # (%5 A &) qui est, alors, par définition de L, incluse dans Zs.
C.Q.F.D.

En particulier, comme Alg, la famille des langages algébriques est une
PSL-famille, # (Alg A ) qui est inclus dans #g, ne contient pas tous les
langages récursivement énumérables.

Comme tout langage algébrique L < 47 ... a} peut étre obtenu par trans-
Juction rationnelle a partir de sa cléture commutative ¢ (L) qui appartient
1 ¢(R), £, contient tous les langages algébriques bornés. De plus &£, est

R.A.1.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 37

fermé par intersection et ne contient que des PSL-langages; le théoréme 2
de [25] permet, alors, d’énoncer :

PROPOSITION 3 : Soit L un langage borné. L appartient a L, (F (c(R))) si
et seulement si L est une intersection finie de langages algébriques.

Prenons C; = {a"b"/n >0} et & = &£, ou ¥(COM). Comme
€.(CT) = F.(Cy)

est égal a la famille de tous les langages récursivement énumérables, alors
que £ est un cone rationnel clos par intersection qui ne contient pas D7* le
semi-Dyck sur une lettre (c¢f. th. 4, section V), £ contient C,, mais pas C¥,
n’est pas clos par étoile, donc & & #(£)cequientraine [21] F (L) & F,(Z).
Enfin, il était remarqué dans [19] que & (c(R)) = # (£,,) était inclus
dans ’ensemble des langages récursivement énumérables. Nous montrerons
a la section suivante, en utilisant un résultat de Baker et Book [1], que tout
langage de Z (c(R)) peut étre reconnu par un automate linéairement borné
déterministe. Nous pouvons, cependant, dés a présent, remarquer que tout
langage de & (c(Z)) est récursif. En effet, VLe £, V(L) est un semi-
linéaire effectivement constructible. Comme L est vide, fini ou infini si et
seulement si (L) vérifie la méme propriété, y € L ssi L n { y } est non vide,
donc £ et F(Z,) = # (c(R)) sont des familles de langages récursifs.

v

L. UEGALITE £, = %,(C,) = €. (D})

Rappelons que C; désigne le langage { a"b"/n > 0 } et que D*, le langage
de Dyck sur une lettre est égal & ¢(C,).

LEMME4: €, (C,) = ¢,(D7) € £,

Démonstration : Comme C, = D% n a*b* appartient a €, (D7) et que

D} = c((abk)ec(R) c 2,.
Il nous reste donc & montrer que D7e %.(C,). Pour cela, établissons
égalité D} = Shuf (C,, C¥)ou C¥ = {p"a"/n >0} e €(C,).

Il est clair que L = Shuf (C;, C}) est inclus dans D}. Réciproquement,
prenons x € D}. Ce mot peut se factoriser en x'x” avec /(x') = /(x") = n.
Soit p le nombre d’occurrences de a dans x’. Nous avons, alors,

L(x)=Lx)=p et L(X)=LKx)=n-p

et on peut vérifier facilement que x € Shuf(a?b?, " " ?a""?) = L. Comme tout
cone rationnel clos par intersection est clos pour 'opération « shuffle » [16],
nous obtenons bien D} = Le €, (C,).

C.Q.F.D.
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Pour montrer que #, est inclus dans %, (D7), il nous suffit d’éta-
blir ¢(2) < €. (D7). Nous avons besoin de deux nouveaux lemmes :
LEMME 5: Pour tout mot w de T*, c(w*) appartient a € (D%).

Démonstration : Posons w = w, ... w, avec w,eT, Vie{l,...,p}.

Sip<1,c(w¥*) = w*eZR < €.(DY) Dans le cas contraire, prenons p sym-
boles distincts b, ..., b,, posons B = {by,...,b,} et y=2b ...b,

‘ p’
Pourje {2, ..., p}, définissons 'homomorphisme h; sur B par h;(b;) = a,

hi(b;) = b, hy(x) =1 pour xe B\{b,,b;} et montrons que c(y*) =1L
p

avec L = ﬂ h; '(D¥) . D apres la proposition 2, L est un langage commutatif
j=2

et il nous suifit de vérifier que Y (L) = Y(c(¥*)) = Vv (¥*).

Pour tout z € L et tout je€ {2, ...,p }, ze h; ' (DY), donc [, (z) = I, (2)
et ¥ (z) e ¥(»*). Réciproquement, Vk € N et

Vie{2, ....p},bf ... bkeh; ' (DY),
donc ¢(y*) = Le %, (DY). De plus, comme I'homomorphisme g défini,
sur B, par h(bj) =w;,Vje {1,...,p }, est alphabétique,
c(w*) = cog(y*) = goc(y*)e €, (DY)
C.Q.F.D.

LEMME 6 : Si L, et L, sont des langages commutatifs, c(L, L,) = shuf (L,. L,).

Démonstration : Posons L = shuf (L, L,). 1l existe des homorphismes
alphabétiques 4, g, g, tels que L = h(gy ' (L,) n g5 ' (L,;)) [13]. D’aprés la
proposition 2, L est alors un langage commutatif et comme

L L, S L<c(L L)

nous obtenons ¢(L, L,) = L.
C.Q.F.D.

LEMME 7 : ¢ () est inclus dans €, (D7).

Démonstration : Soit R un rationnel inclus dans 7* Comme %, (D%)
est clos par union (corollaire 1), on peut supposer, sans nuire a la généralité
de la démonstration, que \(R) est un linéaire, S = L(ug; { ty, ---, 4 } ).

Pour i€ {0, ...k}, il existe w;e T™ tel que Y (w;) = u;, donc

c(R) = c(wow?i ... wh.

c(wy) est fini, donc appartient a %_ (DY) et les lemmes 5 et 6
impliquent ¢(R) = c(wow? ... w§)e €. (D7) qui est clos pour I'opération
« shuffle ».

C.Q.F.D.

R.AIR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



CONES RATIONNELS COMMUTATIVEMENT CLOS 39

Introduisons, maintenant, pour tout » > 1, le langage « origin-crossing »
de dimension 7 (cf. [11] en posant

O, = c((@,a)*) et Viz2
0; = shuf (0,_,. c((a;a,y")).
Nous obtenons, alors. le résultat principal de cetie section.
THEOREME2: L, = 4. (C,) = ¢,(D7) = U €(0,).
n Zl .
Démonstration : Les deux premiéres égalités proviennent des lemmes 4 et 7.
D’autre part, d’aprés le théoréme 5.5.1 de [13], nous avons pour tout n > 1,

H(€(0,) A €(D,)) = € (shuf (O,, D1)) = €(0,,).

Posons ¥, = # (L A ... AZL)ou & = ... =%, =€(D7) U est
facile de vérifier par induction que, Vn > 1, %, = ¢(0,) et comme
€.DY) = U <, (prop. 3.6.1. [13]), nous obtenons le résultat cherché.

n>1 C.Q.E.D.

Comme % (C,) est inclus dans la famille des langages reconnus par un
automate déterministe linéairement borné [1] qui est close par produit,
étoile et union. nous avons :

COROLLAIRL 4 Tout lunguge de F (¢ (A)) peut étre reconnu par un automate
déterministe linéairement borné.

IV. #(c(®)) EST NON PRINCIPAL

Dans cette section E, désignera. pour tout k > 1. le langage
Loiby .. b |t =0
ou les b; sont des symboles distincts.

Pour tout alphabet A = {d,, ..., d, }, nous noterons f,, I'application

de N” dans A* définie par fy(iy, ...,1,) = di'd? ... diy et a tout homo-
morphisme g de A* dans B*, nous pouvons faire correspondre ’application 6,
définie par 6, = Yz 0 go f,.
LEMME 8: L'application 0, est une application linéaire qui vérifie
0,0V, = Ygoy.
Démonstration : Sotent X = (X}, ..., Xx,) ety = (yy, ..., y,) des éléments
de N?. Posons z = (z,, ....z,) = x + y. Nous avons alors

0,(2) = 0,(x + y) = Vp(g(d,) --. g(d, )~
= Zp:l z;¥gog(d) = z":l x;¥p0 g(dy)

+ ¥ o gd) = 8, +0,)

vol. 11, n° 1, 1977



40 M. LATTEUX

Prenons maintenant w € A*, 6,0, (W) = Y50 g 0 f, 0 Y, (w).
Yy = faoVa(w)e Vst oV, (w) = c(w) et g(y)egoc(w) = cog(w)
Donc
Vpog(y)evzocog(w) = Ygzovy’ oygog(w) = {yzog(w)}
ce qui implique bien 6,0y, = yz0g.
C.Q.E.D.

LEMME 9: Si E, € 4(0,), il existe deux homomorphismes alphabétiques g,
h et des langages rationnels R,, ..., R, tels que :

(i) g(h=*(0,) " R R, ... R,) est un langage infini inclus dans E,;

(ii) pour tout ie {1, ...,k }, Y(R,) est un ensemble linéaire et g (R,) est
inclus dans b’ .

Démonstration : Posons T = { a,, ...,a,,a,,...,a, jetB={by,....,b }.
Comme E, € ¢(0,), il existe un alphabet A, des homomorphismes alphabé-

tiques 4 et g de A* dans, respectivement 7™ et B* ainsi qu'un langage
rationnel R = A* tels que E, = g(h™'(0,) n R) [23].

Pour ie {1,...,k}, posons B, = {xeA/g(x)e {b;,1}}. Comme E,
est inclus dans b7 ... b}, nous avons E, = g(h~'(0,) N R’) avec

R = RnB}... B}
Il est alors facile de vérifier que R’ peut se mettre sous la
forme: |J (R;, --- R;,) avec R;, rationnel inclus dans B, donc g(R;,) < bi.
j=1

La démonstration se termine en remarquant que Y (R;,) est une union finie
de linéaires et que E, est infini.

C.Q.F.D.

Soient /1, g, R,, ... R, définis comme au lemme précédent. Posons, pour
tout ie {1,...,k}, V(R,) = L(c;; P;). Nous allons, maintenant, pouvoir,
en utilisant les propriétés des semi-linéaires, montrer le résultat suivant :

LEMME 10: Il existe z = z; + ... + z,€ Yy (h™1(0,)) et un entier positif r
tels que, pour tout ie { 1, ...,k } :

(i) z;€ L(0; Py);

(ii) 8, (z;) = W (b7).

Démonstration : Posons E; = g(h™'(0,)n R, ... R), S; = Vg(E;) et
S, = Vg (E,). Daprés le lemme 8, S; = 6,0V,(h"'(0,)Nn R, ... Ry) et
comme A~ (0,) est un langage commutatif, nous avons

Vp(h'(O0,)NR,...R)=K, nK,
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avec K, = Y, (h~*(0,)) qui est un linéaire de constante nulle puisque A
est alphabétique et

k k
>=WR, ...R)=L(c;P) ou c= Y ¢etP=J P,

i=1 i=1
D’aprés [12], K, n K, est un semi-linéaire que nous poserons égal a
U x;3Q)) et S, =6,(K, nK,) = UlL(Gg(xj);Gg(Qj)).
= =

Comme S; est infini, il existe jo€ {1, ...,s } tel que 6,(Q;,) contienne un

vecteur non nul 0,(y) et K= L(x;;{y}) est un sous-ensemble infini

deK, n K,.DoncK n K, et K n K, sontinfinis et il existe ([12], lemme 5.4.5),

des entiers positifs ¢, et #, tels que ¢,y € K; (K, est un linéaire de constante

nulle) et ¢,y € L(0; P) ce qui implique z = ¢,7,y€ K; n L(0; P). Comme
k

P = |J P, z peut se mettre sous la forme : z =z, + ... + z, avec
i=1

z;e L(0; P,),Vie{l,...,k}. Nousavonsalorseg( z)=t,4,0,(y)=(r,...,r)

avec r entler posmf En effet L(8,(x {6,(»)}) est un-sous-ensemble

infini de S; donc de S,, ce qui 1mp11que [12] que 0,(y) est un vecteur non
nul dont toutes les coordonnées sont égales. Posons, de méme qu’au lemme
précédent, B, ={ xeA/g(x)e {b;,1} }pourtoutie {1, ...,k }. Alors,

Vie{l,....k}, Ci+ZiEL(ia P;) = Y,u(R i)—‘l’A(Bz*)’

donc z;€ Y, (Bf) et 0,(z;) €6, 0V,(B) = Vp0g(Bf) = Yg(b7). Nous en
déduisons que, pour tout ie { 1, ...,k }, 6,(z;) est un vecteur dont la seule
coordonnée non nulle est la i-iéme qui vaut r, donc 6,(z;) = Vg (b]),
Vie{l,...,k}.

C.QE.D.

PROPOSITION 4 : Pour toutn > 1, le langage E,, ., ={b} ... b5, .1/t = 0}
n’appartient pas au coéne rationnel engendré par O,, le langage «origin-

crossing »_de dimension n.

Démonstration : Reprenons les notations des lemmes précédents avec
k = 2n + 1. L’application 6, = Y 0 h o f, est une application linéaire de N?
dans N?" qui vérifie 6, 0 y, = Y 0 /4 (lemme 8). Comme k est supérieur a 2n,
les vecteurs 0,(z,), ..., 0,(z,) sont linéairement dépendants. Donc il existe
Mgy o vos Ay, gy - - -, Wy € N tels que

II.Mvr
>

k
- -21 H;0,(2;) avec A # W

vol. 11, n° 1, 1977



42 M. LATTEUX

pour un joe {1,...,k}. Posons y =sup { A, ..., A, By, ..., 1y }. Nous

avons
k

k
Y x Y 0,(z) = 21 3,0,(z) avec 3;=(n; + 7 — A
=

j=1

De plus, il existe 7 # j, tel que 8; # ;. En effet, dans le cas contraire,
nous obtenons (y — &) x 6,(z) = 0 ce qui implique y = §;, si 6,(z) est
non nul, d’ou la contradiction puisque 7‘;’0 # W;,. Par contre, si 0, (z) est nul,

tous les 0, (z;) sont nuls et on obtient le méme résultat car le choix des A;
k

et p;est alors arbitraire. Posons y = ) 8,z;. Nousavons, alors, 6, (y) = 8, (yz).
=1
D’autre part, soit u, un élément de Vah™1(0,) N VYA(R, ... R). 1
existe uy. ..., u, tels que
u=u, + ... +u et Vie{l,...,k}, u;eV,y(R;) = Lic;; Py
Comme z,€L(0;P,), u; + 8;z,€Us(R,) et u+yeVy,(R, ... R) =K,.
De plus,
0, (u + y) = 0, () + 6,(y) = 6, () + 6,(yz) = 6,(u + vz)
et comme u et yze Y, (h~'(0,)), u + yze Y, (h~(0,)), donc
Bp(u + y)€B,0Y, (A1 (0,)) = Yroh(h™*(0,)) = V7 (0,)
et  u+yeb, oy (0,

Comme 0,0 y, = Y 0 h, on obtient
8, ' = VYa0h toys!

et utyey,0htoyrtoyr(0,) =Y,(h"1(0,)) =K,
puisque V7' oy, (0,) =0, (O, est un langage commutatif). Donc u et
u + ye K; n K, ce qui entraine 0, (u) et 8, (u + y)e S; = S,. Il existe p' e N
tel que

eh(u)=(p,7"'vp’) et eh(u+y) =(p’+81r7""pl+6kr)

et comme il existe i # j, tels que 8; # &, et que r est positif, 6, + y) ¢ S,
d’ou la contradiction.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 5 : Pour tout n > 1, € (0,) est strictement inclus dans € (0, 4 ).
Démonstration : 11 est clair que 4(0,) = 4(0,.,). Supposons qu’il existe
s> 1 tel que €(0,) = €(0,.,). Nous aurions alors %(0,) = €(0,.,)
pour tout p € N,donc &, = UJ #(0,) = 4(0,)ce qui impliquerait d’aprés la

nz1

proposition précédente : E, ., ¢ &, d'ou la contradiction puisque

Eyevr = c((by - bagyy)*) N BT ... b5 € 2,
C.Q.F.D.
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Le résultat suivant qui s’en déduit immédiatement, donne un exemple de
cOne rationnel principal tel que le plus petit cone rationnel le contenant
et clos par intersection ne soit pas principal, ce qui répond a une question
ouverte de S. Ginsburg ([13]. p. 180).

COROLLAIRE 6: &, = 6(C,) = 6,(D7}) est un cone rationnel non prin-
cipal.

Nous allons maintenant montrer que & (&) = # (c(#)) n’est pas non
plus une FAL principale. Remarquons d’abord que I’on peut avoir £ cOne
rationnel non principal et & (&) FAL principale. En effet, soit £ le plus
petit cone rationnel contenant Lin, la famille des langages linéaires, et clos
par produit. Comme Lin n’est pas clos par produit, £ est un cOne
rationnel non principal [22]. Par contre & (¥) = & (Lin) = & (L,) avec
Ly = { waw®/we { a, b }* } est une FAL principale.

Il est cependant facile de montrer que E,,,, ¢ %(0,) implique
E, ., ¢ % (0,). Ceci provient du fait que E,,,, ne peut pas contenir le
produit de deux langages infinis. Précisons, maintenant, cette notion.

DEFINITION : L est un ClL-langage si L, L, inclus dans L implique L,
ou L, fini.

Comme tout CIL-langage rationnel est fini, on peut remarquer que tout
CIL-langage est sans facteur itérant (i. e. ne contient aucun rationnel
infini). La réciproque est fausse, car tout CIL-langage algébrique est linéaire,
alors qu’il existe pour les langages algébriques, un générateur sans facteur
itérant [5]. Il existe, cependant, un bon nombre de CIL-langages connus,
tels que L,, défini ci-dessus. qui est un générateur du cone rationnel des

[ix)  Sax)
linéaires et les langages < a, ... a, ) étudiés par Rovan [30]. Les
« c-finite » langages, définis par S. Greibach ([22], p. 50, exemple 3.1), sont
des CIL-langages. On peut aussi montrer que la famille ETOL définie par
Rozenberg posséde un CIL-langage générateur.

Montrons d’abord, pour les CIL-langages, une propriété déja établie
pour les langages qui engendrent un cOne rationnel translatable [5] ou
fermé par un opérateur « syntactic » [22].

PROPOSITION 5: Soient ¥ un cone rationnel fermé par union et L un
CIL-langage. Alors L € & (£) implique L€ & .

Démonstration : Comme L € # (¥) = #0.%, il existe un langage rationnel
R < T* et une Z-substitution s, définie sur T*, tels que L = s(R). # étant
clos pour les substitutions finies, on peut supposer, sans nuire a la généralité
de la démonstration, que pour tout a € 7, soit s(a) est un langage infini de &,
soit s(a) = { a }, ce qui implique que R est fini. En effet dans le cas contraire
L = s(R) contient un facteur itérant et ne peut étre un CIL-langage. Comme
& est clos pour l'union, il nous reste & montrer que s(x)e€ ¥ pour tout
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x€ R Tout mot xe R peut se factoriser en x,bx, avec s(x,) = X;.
s(x;) =x,etbeTu {1} Doncs(x) = x,;5(b)x, € Z.
C.Q.F.D.

Nous avons vu, en section II, que gw €tait un cOne rationnel clos par
intersection mais pas par substitution. Nous allons montrer, cependant, que
tout coéne rationnel clos par intersection est clos par insertion, une substi-
tution particuliére définie par S. Greibach [22].

DEFINITION : Soit s une substitution définie sur T*. Alors s est une ¥-insertion
sur L s’il existe T" < T tel que :

() LC(T\T T o {1})(T\T)
(it) ={a }, Vae T\T';
(iii) s(a)e &L, VaeT.

DEFINITION : Une famille de langage & est close par insertion si
{s(L)L € &, s &-insection sur L } est inclus dans £ .

PROPOSITION 6: Tout céne rationnel ¥ clos par intersection est clos par
insertion.

Démonstration : Soient L = T*un langage de £ et s une #-insertion sur L.
Nl existe 7" < Ttel que L < (T\T')*(T" v { 1 } )(T\T")*. Alors,

s0) = o U s(t)
avec
L=Ln(T\TYye&
et
YaeT, L,=Ln (I\T') {a} (I\T")

Comme Z est clos par union (corollaire 1), il nous reste & montrer que
s(L,) € &. Pour cela, considérons I'alphabet A tel que s(a) = A* et posons

A ={b/beA} de telle fagon que TN A =@. Soient h et g les homo-
morphismes définis respectivement sur A* et (T U A)* par

h(b) = b, YbeA,
gla)=1, gkx)=x, VxeT\{a} et g(F)=y VyeA
Il est, alors, facile de vérifier que s(L,) est égal a
g (Shuf (L,, h(s(a)) ~ (T\T')* {a} &A% (TIT'YF),

appartient a % qui est clos pour 'opération « Shuffle ».
C.Q.F.D.
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Nous pouvons, maintenant, établir un résultat concernant les CIL-langages,
que nous utiliserons a la section 5.

PROPOSITION 7: Soient ¥ un cone rationnel fermé par intersection ou
insertion et L un CIL-langage. Alors, si L appartient @ F (&), L est aussi
dans & .

Démonstration : Prenons L, un CIL-langage de £oc.%. 1l existe, donc,
L, € T* L, € & et une Z-substitution s, tels que L, = s(L,). Comme & est
fermé par substitution finie, on peut supposer, sans nuire a la généralité
de la démonstration, que Vae T, soit s(a) = {a}, soit s(a) est infini.
Comme L, = s(L,) ne peut pas contenir le produit de langages infinis,
s est une Z-insertion et d’aprés la proposition précédente L, e &. Donc
tout CIL-langage de ¥ o & appartient 4 .%.

Posons, maintenant, ¢, = £ et Vn > 1, &£,,, = ¥,0%. Montrons,
par récurrence sur n, que tout CIL-langage de &, appartient a .#. Nous
venons de vérifier cette propriété pour n = 2. Prenons L un CIL-langage de
& +1- Comme £, est un cone rationnel, donc clos par substitution finie, il
existe L' € T¥ L'e%, et une Z-substitution s tels que s(L')= L et
VaeT, s(a) # { 1}. Donc, L' est nécessairement un CIL-langage. D’aprés
I’hypothése de récurrence, L' est un CIL-langage de & et L, CIL-langage de
Zo ¥, appartient a £. La démonstration se termine en remarquant que
F(2)= U 2,

n>1 C.Q.F.D.

Les propositions 4 et 5 permettent d’apporter une réponse a un probléme
ouvert de Ginsburg et Spanier ([19], p. 387). En effet. pour tout n > 1,
Ejpeq = {b% ... b5 1/t 20} est un CIL-langage qui n’appartient pas a
%(0,) donc E,,,, n’appartient pas, non plus, a # (0O,). Par contre, il
appartient a

#2) = 7e@) = #( U €(0)) = U #0))
n>1 n>1

donc :
THEOREME 3: Z (¥,) = Z (c(R)) est une FAL non principale.

V. CONES RATIONNELS GENERES PAR DES FAMILLES DE LANGAGES COMMU-
TATIFS OU BORNES

Donnons, en premier lieu, une condition pour qu'un cdne rationnel soit
commutativement clos. Ce résultat nous permet ensuite d’établir un lien
entre les langages bornés et les langages commutatifs (corol. 8).

PROPOSITION 8 : Soit ¥ un coéne rationnel. Si & A €(C,) est inclus dans &£,
alors & est commutativement clos.
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Démonstration : Prenons

T={a,....,a,}, T={a,...,a,}
et L = T*un langage de %. Pour tout ie {1, ..., n}, définissons ’homo-

morphisme h; de (T v T)* dans { a, b }* par:
hia;)) = a, h;@)="5b et k(@)= ha)=1

pourj # i. Posons L = LT* N <ﬂ )et montrons que ¢ (L) = g(L’)

ou g est 'homomorphisme défini sur 7 u T par
gla) =1 et g@)=a;, Vie{l,...,n}.

Soit x € L'. On peut factoriser x en yz avec ye L et ze T*. Pour tout
ie{l,...,n}, yzeh;'(Cy) donc [, (y)= L (z). Ceci implique que
g(x) =g(z)ec(y) € c¢(L). Réciproquement, si x € c(L), il existe ye L et
XeT* tels que xec(y) et g(¥) = x. Pour tout ie{1,...,n}, h;(yx)e C,
et comme yxe LT* yxe L. Donc x = g(yX) appartient & g(L'). Comme
&L A €(Cy) est inclus dans &, g(L')e £ qui est commutativement clos.

C.Q.E.D.

Comme tout cone rationnel commutativement clos contient C,, qui est égal
a c((ab)*) n a* b*, la proposition précédente implique :

COROLLAIRE 7: Soit ¥ un cone rationnel fermé par intersection. Alors &£
est commutativement clos si et seulement si C, € &.

Désignons par %4, la famille de tous les langages bornés.
COROLLAIRE 8: € (COM) est égal a €.(#), le plus petit cone rationnel

fermé par intersection et contenant les langages bornés.

Démonstration : Soient L wun langage inclus dans W73 ... W¥,
T={a,,...,a,} et h 'homomorphisme défini sur T* par h(aq;,) = W,
Vie{l,...,n}. llestclairque L = h(c(L')nda} ... al), ou

L=h'"L)ynd}...af =c(l')ynd} ... a

appartient & € (COM). Donc L € ¥(COM) et puisque € (COM) est fermé
par intersection, % . (%) est inclus dans € (COM). Réciproquement, C, e € (Q)
qui est donc commutativement clos et contient COM = ¢ (Q) ainsi
que ¢ (COM).

C.Q.F.D.

La proposition 8 nous permet aussi de retrouver le théoréme 2. Remarquons,
cependant, que, pour la démonstration de la proposition 8, nous utilisons un
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homomorphisme « effacant ». Au contraire, les homomorphismes utilisés
pour obtenir le théoréme 2 sont propres et le résultat reste vrai pour des
cOnes rationnels fidéles.

Montrons maintenant que Dj*, le langage de semi-Dyck sur une lettre
n’appartient pas a & (COM). Pour cela, nous avons besoin de quelques
définitions. Pour w e { a, b }*, posons d(w) = I, (w) — /,(w) ou [, (w) désigne
le nombre d’occurrences de la lettre @ dans w, et d(w) = inf { d(x)/3y tel
quew = xy }.

Pour m, n € N, notons

={we{ab}*ldw)=m—n, dw)= —n}.

Les langages L, , sont rationnellement équivalents & D{* = L, ,, le
semi-Dyck sur une lettre. Montrons d’abord le résultat suivant :

LEMME 11: Soit & un coéne rationnel fermé par union. Si D* appartient
aF (&), ilexiste ke Net Le ¥ telsque D\* < L < L,.,.

Démonstration : 11 existe un rationnel R < {a,, ..., q, }*, des langages
non vides L,, ..., L, de & et une substitution s définie par s(a;) = L,

i

Vie{l,...,p} tels que D1* = s(R). Prenons un mot uxv de R, z € s(u),
z'es(v)etposonsn = d(z),m = — d(z'). Pour touty € s(x), zyz'e D{¥*, donc
d(zy) = d(zyz’) = 0 et d(zyz') = 0. Nous en déduisons que n = d(z) et

=d(zy) qui sont supérieurs a d (zy), appartiennent a N. De plus,
d (zv) = 0 implique d (v) > — d(z) = — n et comme

d(v) = —d(zz) = m — n.

s(x) est inclus dans L, ,. On peut supposer, sans nuire a la généralité, que
chaque a; occurre au moins dans un mot de R, donc on en déduit que
pour tout ie{1,...,p}, il existe m;, n;e N tels que L, = s(a;) € L,,, n

Posons

p=sup{mfie{l,...,p}} e y=sup{nfie{l,...,p}}
Comme uxve R qui est rationnel, il existe te N, u', u” tels que ('),

lu")< tetuxv, uveR 1l existe m', n' €N tels que s(u') € L,,. .. Tout

mot y’' € s(u') est un sous mot initial d’un mot de D{*, donc d (y) >0 et
I’on peut prendre n' = 0. En outre
L(u') t

m=dy)< Y p< Y p=tp

i=1 j=1
De méme, s(u") est inclus dans L., avec m” < tp. Comme s(u") s(v) est
inclus dans D{*, nous en déduisons s(v) & L, .. et s(u')s(x)s(v) & DY
implique s(x) < L,,. .. Nous en déduisons la propriété :
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(*) 11 existe k' = pz + 1 tel que uxve R implique s(x) < L,,, avec
0o<mn<k.

Posons

B={(49,)0<q,q<k,ie{l,....p} et g—¢q =m —n;}

et pour Pp=1(q,9,i)eB, Ap = {wla®wb? €L, }

Nous allons montrer que D}* s L = L, ,aveck = k' + yet L = [J 4,.
peB

Prenons w € D{*, a*’ wb* € D|* et d’aprés la propriété (*), il n’existe pas
de mots x,, x, tels que x, x, € R et @*'w; € s(x;) avec w; sous mot initial
de w. Et comme " wb* e s(R), il existe ¢, ¢’ < k', ie{1,...,p} tels que

alwb? es(a;) =L, = L dw) =0,

doncqg —q'=m; —n,p=1(qq,i)eBetwe 4, = L.
Prenons, maintenant w’ € 4, avec p = (g, ¢, i) € B. Donc
alw'b'eL, s L, .
et comme g — ¢’ = m; — n;, d(w') = 0. De plus d (a?w’) > — n; implique
dw)= —n;,—q > —k,doncw' e L.
Il nous reste a montrer que L€ %, ce qui vient du fait que pour
p=1(g9,i)eB, A,e¥(L)<c Z.

Et L= A, € & car B est fini et & est clos par union.
peB C.Q.F.D.

LeEMME 12: Soit L un langage de € (COM). Si Dy* est inclus dans L, alors,
pour toutme N, L\L, . # O .

Démonstration: Si L € €(COM), il existe un langage commutatif L’
et un langage rationnel R inclus dans 7* ainsi qu'un homomorphisme

alphabétique # de T* dans { a, b }* tels que L = h(L' n R). Soit
M = (Qa T’f;p09F)

un automate d’états fini déterministe qui reconnait R. Prenons k = m + 1
et n > |Q|, le nombre d’états de M. Alors w = (a"™b™)" e D* < L, donc il
existe z = x; y, ... x,¥,€L 0 R tel que h(x;) = a™ et h(y;,) = b™ pour
toutie {1, ..., n }. Posons pour toutje {0, ...,n — 1},

Zig1 = %1 Y1 - X5 et Pj=f(P0st+1)-
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Comme h(x;) =a™ avec n > |Q|, x; peut se factoriser en u;xjv; avec
p; = f(pj, ;) = f(pj, xj) et h(xj)eda*a*. De plus, il existe ¢ < [ tels que
D: = P}, ce qui entraine que

Z' = zZ,uv,y, ... X X\0,¥, ... x,¥,€R.
Comme L' est commutatif, z' appartient aussi a L' et h(z')e L. Par
contre y = h(z') n’appartient pas a L, , car

d(y) = d(h(z,uv,y,)) < —k < —m.
C.Q.E.D.

Nous pouvons en déduire immédiatement le résultat de base de cette
section :

THEOREME 4 : Le semi-Dyck sur une lettre, Dy* n’appartient pas a F(COM),
la plus petite FAL contenant tous les langages commutatifs.

Comme D7F, le Dyck sur une lettre est un langage commutatif, nous
retrouvons un résultat di a L. Boasson :

COROLLAIRE 9 [4]: D} ¢ & (D}).

Soit L, le générateur de la famille Lin, défini a la section IV. Comme €, (L,)
est la famille de tous les langages récursivement énumérables [1] et
que ¥ (COM) est clos par intersection, le théoréme précédent implique:
L,¢ ¢(COM). De plus, L, étant un CIL-langage, on peut appliquer
a €(COM) la proposition 7 démontrée a la section 1V, donc :

CoROLLAIRE 10: La famille des langages linéaires n’est pas incluse dans
la plus petite FAL contenant les langages commutatifs et close par substitution.

Le corollaire 8 permet d’obtenir :

COROLLAIRE 11: Soit £ une famille de langages bornés (algébriques).
Alors F (&£ ) ne contient pas tous les langages algébriques.

Remarquons qu’ici, contrairement & Goldstine [18], nous pouvons nous
passer de ’hypothése d’algébricité des langages de Z.

Enfin, le résultat suivant qui découle, aussi, directement des corollalres 8
et 10, a été démontré en premier lieu par J. L. Durieux:

CorOLLAIRE 12 [8]: L, = { wdw®/we {a, b }* } n'appartient pas au
cone rationnel engendré par les langages bornés.
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