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SUR LA COMPLEXITÉ DE CERTAINS ALGORITHMES
OU INTERVIENT

LA SÉPARATION DES RACINES D'UN POLYNOME (*)

par MAURICE MIGNOTTE 0)

Communiqué par J. BersteL

Abstract. — The Computing time of many algorithms on polynomials is bounded below
by a function of the minimal distance between distinct roots, We give a lower bound for this
distance in the case of polynomials with Gaussian integer coefficients.

1. INTRODUCTION

Depuis quelques années, et pour répondre à la demande de divers utili-
sateurs d'ordinateurs, des systèmes de plus en plus élaborés de manipulation
formelle ont vu le jour. Le problème fondamental est celui du calcul formel
sur les polynômes. En particulier, G. E. Collins a été le responsable du projet
SAC (Symbolic Algebraic Calculation). Comme ces calculs ont pour objet la
résolution de problèmes concrets, le contrôle de la précision des résultats
finals a évidemment revêtu une grande importance. Les recherches dans cette
direction sont en particulier illustrées par le récent article de Collins et Horor
witz [1] sur la séparation des racines d'un polynôme.

Soit sep(P) la distance minimale entre les racines distinctes d'un poly-
nôme P. Il est souvent utile de connaître une borne inférieure de cette quan-
tité. En particulier, la complexité des algorithmes connus pour isoler les
racines d'un polynôme est minorée par une puissance du logarithme de
(sep (ƒ>)) ~1 \ voir à ce sujet, par exemple, les articles de Heindel [4] et Pin-
kert [8].

L'article de Collins et Horowitz [1] est consacré à l'étude de la minoration
de sep (P) dans le cas des polynômes à coefficients dans l'anneau des entiers
de Gauss et dont les racines sont simples. Ces auteurs démontrent trois mino-
rations de sep (P), « with the hope of stimulating further research on the

(*) Reçu octobre 1975.
0) Université Louis-Pasteur, Centre de Calcul, Strasbourg, France.
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problem ». Ces trois résultats sont tous impliqués par des estimations plus
anciennes de Mahler [6] (et aussi de Güting [3]). Nous indiquerons ici com-
ment on peut améliorer les résultats de Mahler et étudierons le problème de
savoir si ces inégalités sont les meilleures possibles.

2. UNE INÉGALITÉ FONDAMENTALE

Soit P un polynôme de degré d ^ 2 à coefficients complexes et de racines af,
d

P(X) = ad X
d+ ... +a0 - ad JJ (*~a f). (1)

La distance minimale entre les racines de P est la. quantité

sep(P) : = min | af — a,-1,

avec la convention sep (P) = oo si P n'a pas deux racines distinctes. On
note |] P || = max | a. |, la hauteur de P, et on pose

)I/P

( O n a | | P ' | | 2 - ^ H ^ l l i ) e t

On a la majoration suivante

LEMME 1 : La quantité M (P) vérifie P inégalité

M(P)£\\P\\2.

Cette inégalité a été oubliée et retrouvée plusieurs fois. Elle figure déjà
dans un article de Landau [5]. Des démonstrations purement algébriques
figurent en [2] et [7]. Il est bien connu que le module d'une racine d'un
polynôme unitaire est essentiellement majoré par sa hauteur (on a alors
| af | S \\P ll + l); l'inégalité ci-dessus montre que le produit de toutes les
racines de P extérieures au cercle unité est majoré par Jd + 1 j| P ||, résultat
beaucoup plus fort (et souvent utile!).

3. MINORATION DE sep (P)

Le meilleur résultat qui figure dans [1], et s'applique au cas où P est un
polynôme sans racine multiple et à coefficients dans z [i]> est la minoration

sep ( P ) ^ 1

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMPLEXITÉ DE CERTAINS ALGORITHMES 5 3

Sous les mêmes hypothèses Mahler ([6], corollaire du théorème 2) démontre
le résultat plus fort

P| |r ( d-1 ) . (2)
La démonstration de (2) résulte de la proposition suivante :

LEMME 2. [6] : Si D (P) désigne le discriminant du polynôme P on a Viné-
galité

sep(P) > V3<T(d+2)/2 |D(P)|1 /2M(P)- (d"1) .

et de la majoration

M(P)S\\P\\t. (3)

En remplaçant (3) par le lemme 1, on obtient la minoration :

THÉORÈME 1 : On a l'inégalité

COROLLAIRE : Un polynôme sans racine multiple et à coefficients appartenant
à l'anneau des entiers d'un corps quadratique imaginaire vérifie

^ En effet, les hypothèses impliquent | D (P) | ^ 1. ^

REMARQUE : Güting traite le cas général d'un polynôme à coefficients
complexes (possédant éventuellement des racines multiples). Ces résultats
reposent sur (3) et sont donc améliorés en utilisant le lemme 1. A titre d'exemple,
on obtient ainsi la minoration

4. SUR UN PROBLÈME DE COLLESS ET HOROWITZ

Comme dans [1], nous posons

L(d, H) = Min{sep(P);

PeZ[X] sans racine multiple, degP = dy | |Pjji ^ H}.

Il est à peu près trivial que l'on a

[où, comme d'habitude, f (H) <̂  g (H) signifie qu'il existe une constante
positive C telle que l'on ait f (H) g Cg(H)].
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II est démontré dans [2] que l'on a

Notre corollaire [ou (2)] fournit la minoration

) > 2
H

Cette inégalité ne peut être améliorée : considérer l'exemple suivant, dû à
J. M. Deshouillers,

où pjqn est la rc-ième convergente du développement en fraction continue
de Jl [on a en effet \\Pn\\l^9qn et \{pnlqn)- Jï\ = sep(P) g qn-*\.
Donc

H'2 <L(3,H)<H~2,

ce qui résout le problème de l'encadrement de L (3, H) posé en [1],

S. UNE GÉNÉRATION DU PROBLÈME PRÉCÉDENT

Le paragraphe précédent incite à poser la définition suivante

L(d) = hm sup — .
H -• » Log H

PROBLÈME : A-t-on L(d) = d— 1?
Le paragraphe précédent montre que cette égalité est vraie pour d = 2

et d = 3. Le corollaire du théorème 1 montre que Ton a toujours L(d)^d—1.
De plus, il est clair que L est une fonction croissante (au sens large). Nous
nous proposons de démontrer une minoration non triviale de L (d). On note [x]
la partie entière de x.

THÉORÈME 2 : La fonction L (d) vérifie

D'après ce qui précède, seule la minoration est à démontrer et il suffit de la
vérifier pour d impair, disons d = 2S + 1. Nous aurons pour cela besoin du
résultat suivant.
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LEMME 3 : Soit oc un nombre algébrique réel de degré > 8. Alors, pour
tout 6 > 0, il existe une infinité de nombres algébriques P de degré 5̂  8 tels
que

où H (b) désigne la hauteur du polynôme minimal de b.

i C'est le théorème 71 de [9], p. 45. i

Démonstration du théorème 2.

y Soit d = 28 + 1. Considérons un nombre réel a fixé de degré 8 + 1 .
A chaque nombre algébrique p de degré ^ 8 vérifiant les hypothèses du
lemme 3 correspond un polynôme P} de degré d, admettant a et P comme
racines et vérifiant || P || <̂  / / (P) . On a alors

sep(P) S |oc-pj

Donc L (d) ^ ((d + l)/2) — e. La conclusion en résulte, du fait que s est

quelconque. 4
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