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DEUX PROPRIETES COMBINATOIRES
DU LANGAGE DE LUKASIEWICZ

par D. GOUYOU-BEAUCHAMPS 0)

Communiqué par R. CORI

Résumé. — On utilise une propriété combinatoire des langages de Lukasiewicz (ou des expres-
sions arithmétiques en notation préfixée) pour énumérer les arbres dessinés dans le plan ainsi que les
chemins minimaux.

Bien que le domaine de la combinatoire (Berge [1], Hall [12]) s'oriente
vers les problèmes d'existence et de structuration des ensembles finis, les
questions de dénombrement n'ont pas perdu de leur intérêt. En effet, seule une
connaissance approfondie de la structure d'un ensemble permet de donner une
formule exacte pour l'énumération de ses éléments. Ainsi l'établissement d'une
telle formule clôt naturellement l'étude des propriétés d'un objet combina-
toire. D'autre part, une formule agréable ou une fonction génératrice simple
reflètent souvent des propriétés remarquables. Le traité de D. Foata et
M. P. Schützenberger [9] est une excellente illustration de ce point de vue.

/ i \ t

Le nombre de Catalan —r-j—'' ... est un de ceux qui intriguent depuis
n! (n + 1)! 1

fort longtemps de nombreux auteurs car des coefficients de la forme C£

(dont il est un cas particulier) interviennent dans de très nombreuses for-
mules d'énumération. Citons, entre autres, le nombre de différentes façons
de partager un polygone en triangles (Euler [8], Segner [23]), le nombre
de manières d'effectuer un produit de n facteurs (Rodrigues [21], Catalan [4]),
le problème du scrutin (Bertrand [3]) pour ne parler que des plus connues.

On retrouve aussi des nombres de type Catalan ( Cp
n ) dans des problèmes

issus de la statistique et de la recherche opérationnelle comme les chemins

(1) Université de Bordeaux I, U.E.R. Mathématiques et Informatique.
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14 D. GOUYOU-BEAU CHAMPS

sous-diagonaux présentant n virages ou les fréquences de suites de « pile »
dans une épreuve de pile ou face (Narayana [18], Kreweras [16]). Plus récem-
ment, le nombre de Catalan a été rencontré par les théoriciens des langages
comme comptant les systèmes de parenthèses bien formés (ou mots du langage
restreint de Dyck sur une lettre).

Divers travaux (Gross [11], Kuich [17], Raney [20], Klarner [15],
Cori [6], [7]) ont montré que certaines de ces formules pouvaient être retrou-
vées en construisant une bijection entre les objets à énumérer et les mots de
divers langages (celui des systèmes de parenthèses ou d'autres s'en déduisant
simplement). Certains auteurs obtiennent ces dénombrements par l'étude
d'équations vérifiées par les séries génératrices, équations données par le pas-
sage à l'image commutative des grammaires des langages en question ; il a été
noté, en particulier, que l'algébricité des séries obtenues résultait de l'existence
de grammaires algébriques (context-free). Raney utilise, lui, une propriété
combinatoire remarquable du langage de Lukasiewicz L (ou des expressions
arithmétiques en notation polonaise préfixée), qui lui permet de donner une
démonstration purement combinatoire de la formule d'inversion de Lagrange-
Burman (cf. Whittaker et Watson [24] et Comtet [5]).

L'intérêt de cette dernière méthode est de pouvoir mettre en bijection
chaque élément de l'ensemble à énumérer non pas seulement avec le mot d'un
langage qui le code, mais avec la famille des conjugués de ce mot. En effet, il
est souvent plus facile de compter dans le langage formé par les conjugués des
mots de L que dans L lui-même. Comme les conjugués n'ont pas de rapports
immédiats avec les objets codés, les propriétés remarquables qui servent au
dénombrement de ces conjugués ne peuvent être perçues sur l'ensemble à
énumérer. Cela explique que, dans certains cas, l'énumération directe soit plus
complexe que celle qui utilise le langage des conjugués. Mais on ne peut appli-
quer directement la propriété de Raney au dénombrement des chemins sous-
diagonaux car elle ne prend en compte ni les facteurs gauches du langage de
Lukasiewicz ni les problèmes de pics dans ce langage.

Aussi, le but de cet article est de compléter cette propriété par deux autres
propriétés du langage de Lukasiewicz; celles-ci permettront de retrouver la
plupart des résultats énumératifs de Narayana [18], Goodman et
Narayana [10] et Klarner [15] concernant les chemins sous-diagonaux. On
présentera aussi un nouveau résultat : le nombre d'arbres pointés dessinés
planaires ayant n sommets dont k sont pendants. Tous ces résultats ont la

caractéristique commune de faire intervenir des facteurs de la forme r CJ.

Dans le premier paragraphe, on présente le langage de Lukasiewicz et on
rappelle la propriété de Raney. Comme celle-ci ne peut s'appliquer à des
facteurs gauches du langage de Lukasiewicz mais seulement à des puissances
de celui-ci, on exhibe, dans le deuxième paragraphe une bijection entre ces
deux ensembles (propriété 3). Dans le paragraphe 3, on étudie plus en détail la
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DEUX PROPRIETES COMBINATOIRES DU LANGAGE DE LUKASIEWICZ 15

propriété de Raney quand on s'intéresse au nombre de pics d'un mot et de ses
conjugués et on en déduit la propriété 5, outil essentiel des énumérations du
paragraphe suivant. Ce dernier est consacré en effet à la démonstration des
propriétés 6, 7 et 8 qui donnent les formules d'énumération annoncées plus
haut.

I. PRESENTATION DU LANGAGE DE LUKASIEWICZ

On utilise un alphabet infini X composé des lettres

X — { x0, xv x2, ..., xn, ... }. Les éléments du monoïde libre X* engendré
par X sont des mots. On note 1 le mot vide (qui ne comprend aucune lettre).
On appelle longueur d'un mot ƒ le nombre de lettres qui le composent et on
la note \f\.

g est facteur de ƒ si ƒ — fxgf2\ si fx (resp. f2) est vide, g est dit facteur
gauche (resp. facteur droit) de ƒ. Un mot g est dit facteur strict si g est différent
de ƒ. Deux mots ƒ et g sont dits conjugués s'il existe fx et f2 tels que ƒ = fx f2

et g = f2fv

Soit 5 l'application de X dans l'ensemble des entiers relatifs Z donnée par
5(xf) = i — 1, cette application s'étend en un morphisme de X* dans Z de la

p

façon suivante : 8(1) = 0 et 8(0^2 ... ap) = ]T 8(at). Ainsi, l'image par 8
i = l

d'un mot ƒ de X* est égale à la somme des indices des lettres figurant dans ƒ
diminuée de la longueur de ƒ.

Le langage L de Lukasiewicz est défini alors comme suit :

ƒ e L o S ( / ) = - 1 et S( / ' )> 0

pour tout mot ƒ ' facteur gauche strict de ƒ.
En interprétant chaque lettre xn{n > 0) comme représentant un opérateur

«-aire et la lettre x0 comme représentant une variable, on retrouve le langage
des expressions arithmétiques en notation polonaise préfixée.

Le langage de Lukasiewicz peut être aussi défini par sa grammaire qui est
donnée par la propriété 1 :

Propriété 1. Si ƒ appartient à L : ou bien ƒ est composé de la seule
lettre x0 ou bien ƒ se décompose de manière unique sous la forme

où les ƒ- appartiennent à L. Ce qui peut s'écrire sous forme condensée :

L = x0 + xxL + x2L
2 + ... + xJJ1 + ...

On peut citer enfin la propriété de Raney [20] dont une démonstration est
donnée par Schützenberger [22].

n° décembre 1975, R-3.



16 D. GOUYOU-BEAUCHAMPS

Propriété 2. Tout mot ƒ tel que 5(/) = — p avec/? > 0 admet/» factorisa-
tions de la forme : ƒ = fxf2 telles que f2 fx appartienne à U.

CONSÉQUENCE : Le nombre d'éléments de IF ayant m lettres égal kpjm fois
le nombre d'éléments ƒ de Xm n S " ^ - p).

II. FACTEURS GAUCHES ET PUISSANCES DE L

Les expressions où n'apparaissent que des opérateurs binaires et des
variables constituent un sous-langage de L qu'on note D. Ainsi D = X% n L,
JJf2 étant l'alphabet constitué des deux lettres x0 et x2. On appelle X' l'alphabet
{ x19 x2, ..., xn, ... }, L' le langage composé des mots de L de longueur plus
grande que 1 (ainsi L = x0 + L '), M le langage des facteurs gauches des mots
de L et F celui de facteurs gauches des mots de D.

REMARQUE : Un mot ƒ de X* (resp. X%) appartient à M (resp. F) si et
seulement si 5(/') > 0 pour tout facteur gauche strict ƒ' de ƒ.

La propriété de Raney permet de compter les mots appartenant aux puis-
sances de L. Le résultat suivant construit une bijection entre ces puissances et
le langage M. Il permet ainsi, dans la partie III, de déduire des formules d'énu-
mération pour les mots de ce langage.

Propriété 3. Il existe une bijection X de X* dans X'X* + x0 telle que :

- X(M n &~l(q)) = LU pour tout q > 1

Pour construire X, on introduit les applications suivantes :

— a est le morphisme de X* dans X% donné par a(xt) — x2xQ.
- P est l'application qui, à un mot ƒ de X\, associe le mot fx0 de X2x0

(où ƒ est le mot obtenu en prenant l'image miroir de ƒ et en échangeant les
lettres x2 et x0 dans ce mot).

Dans la partie V, on vérifiera que l'application X = oc^fîa satisfait bien
les conditions de la propriété 3.

EXEMPLE : Soit ƒ = X^X^QX^^QXQ

Q = a ( y )

h = P(flf) =

X(f = oT^/

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX PROPRIETES COMBINATOIRES DU LANGAGE DE LUKASIEWICZ 17

III» CONJUGUES DE EANEY ET NOMBEE DE PICS

Définitions. Soit ƒ un mot de X*, tel que §{ƒ ) = — p avec p > 0 ; un mot g
de X*, conjugué de ƒ, est dit conjugué de Raney de ƒ si et seulement si g appar-
tient à If.

— De même, on appelle correspondance de Raney l'application de X*
dans {X*) qui, à un mot ƒ de X*9 fait correspondre l'ensemble de ses conju-
gués de Raney,

— Soit ƒ un mot de X*$ on appelle pic tout facteur xnxQ avec n > 0.
On voit facilement que le nombre de pics d'un conjugué d'un mot ƒ peut

différer d'une unité par rapport au nombre de pics de ƒ ; par contre :
Propriété 4. La correspondance de Raney pour X*x0 conserve le nombre

de pics.
En effet, les conjugués de Raney d'un mot ƒ de X*x0 n 8 ~ * ( — p) sont tous

dans If et par conséquent se terminent par x0. Ainsi ,tout pic de ƒ est conservé.
On va déduire de la propriété 4 le résultat suivant» qui est un outil essentiel

pour les applications énumératives :
Propriété 5. Pour tous les entiers p, g, n avec / ? > # > « > 1, le nombre

n pics de Dp~q n X%+q est égal à — fois le nombre d'éléments à n pics de
P n

La démonstration de cette propriété s'appuie sur le lemme suivant :
Lemme 4. Tout mot ƒ à n pics appartenant à Af*x§, de degré p en xm

possède exactement p — n factorisations de la forme ƒ = ftf2 telles que
fifî appartiennent à Jf*x|, Ces conjugués ont aussi n pics.

Preuve du lemme : Pour obtenir une telle factorisation, « on coupe » ƒ
après deux occurrences consécutives de x0 ; le nombre de telles occurrences est
égal au nombre p d'occurrences de x0 diminué du nombre de celles précédées
d'un xt (i > 0). Ce dernier n'est autre que le nombre n de pics de ƒ. Pour de
telles factorisations» il est clair que le nombre de pics du mot ftft est aussi n.

Preuve de la propriété : On appelle E*q l'ensemble des éléments (fi9 f2)
de I | x ^2-^f *els ( l u e fifx e* fi f2 soient des mots à n pics appartenant

Soit p la relation d'équivalence définie dans X% x X2X% par :

(fi> f2)p(d v 9 2) <* h f2 = 9i9z

De même, on appelle Bn
pq l'ensemble des éléments (f19 f2) de X% x X2Xf

tels que f2 fl soit un mot à n pics appartenant à Zf+ €~2x| n Dp~q et fxf2 un
mot à n pics appartenant à X\+q~~2xl n &~l(q - p).

D'après la propriété 4> le nombre d'éléments de Bn
pJp est égal au nombre

de mots à n pics de XP+q~~2xl n Dp~~q divisé par p — q. De même, d'après le

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



18 D. GOUYOU-BEAUCHAMPS

lemme 4, le nombre d'éléments de ££ q/p est égal au nombre de mots à n pics
de X\+q~2x% n B'^q - p) divisé par p - n.

Soit y l'application de Bn
p Jp dans Epq/p qui, à la classe de Bpq qui contient

(/i> ƒ2)» f a i t correspondre la classe En
pq qui contient {Qx,Q2)tqfxf% = 0102-

y est bien une application car Dp~q n X2
+q~2xl est inclus dans

De plus, il est clair que y est biunivoque, car pour un mot ƒ de

Fensemble des factorisations de Raney est inclus dans l'ensemble des factori-
sations de ƒ = fxf2 telles que f2ft appartiennent à X2

7*q~2x\ n S" 1 ^ — p\
On peut donc affirmer que les cardinaux de $n

pJp et En
pJp sont égaux,

et la propriété 5 découle de cette égalité.

IV. APPLICATIONS A L'ENUMERATION

1) Enumération des chemins sous-diagonaux

Étant donnés deux axes de coordonnées, on appelle chemin minimal
toute ligne polygonale, joignant Forigine 0(o, o) à un point A de coordonnées
(p, q\ constituée par une suite de points 0, Av A2, ..., An, A tels que les coor-
données de Ai+ j vérifient l'une des deux conditions :

(1) Pi + i =Pi+l e t qi+1 = qi

(2) pt+1 = Pi et qt+t = qf + 1

Un tel chemin est dit sous-diagonal dans le cas où, pour tout i, pt ^ q. et où
P > q-

La figure 1 présente un exemple de che-
min sous-diagonal joignant l'origine au
point A de coordonnées (10, 6) :

Figure 1

La notion de chemin minimal est classique en combinatoire. On représente,
souvent, une partie P de l'ensemble [n] — { 1,2, ...,«} par un chemin
minimal, où les pas horizontaux correspondent aux points de F et les verticaux
aux points de P (cf, Comtet [5]). Les chemins minimaux interviennent aussi
dans la démonstration de D. André concernant le problème du scrutin [3],
dans d'autres problèmes liés à ce dernier ou aux probabilités dans le jeu de

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX PROPRIETES COMBINATOIRES DU LANGAGE DE LUK ASIE WICZ 19

pile ou face (cf. Kreweras [16], Narayana [18], Narayana, Chorneyko et
Sathe [19], Jackson et Entringer [14]).

Il est clair que Ton peut coder un chemin minimal par une suite de lettres x2

et x0, chaque pas horizontal étant codé par x2 et chaque pas vertical par x0.
Ainsi le chemin minimal représenté par la figure 1 est codé :

Un chemin est sous-diagonal si et seulement si le mot ƒ qui le code est tel
que : fx0 appartienne à F.

Propriété 6. Le cardinal Npq de l'ensemble des chemins sous-diagonaux
joignant Forigine au point de coordonnées (p, q) avec p ^ q est égal à :

Preuve de la propriété 6 :

Le cardinal NPtQ de l'ensemble des chemins sous-diagonaux est donné par :

Np>q = Card (F n X?+q n S " 1 ^ - q)).

D'après le lemme 3 :

NPtq = Card (Dp~q+1 n Xv
2

 +q+1).

En appliquant la conséquence de la propriété 2, on obtient :

L'ensemble figurant au second membre de l'égalité n'est autre que celui des
mots formés de q lettres x2 et p + 1 lettres x0.

*>.-<>-*

2) Enumération suivant le nombre de virages

On appelle virage à gauche d'un chemin minimal une suite de 3 points
At, Ai+1, Ai+2 appartenant à ce chemin dont les coordonnées vérifient les
deux conditions suivantes :

(1) Pi = Pi+i ~ 1 ^Pi+2 - ï

Ainsi, le chemin minimal représenté par la figure 1 possède 3 virages à gauche.
Il est clair que le nombre de virages à gauche d'un chemin minimal codé

par le mot ƒ est le nombre de pics de ƒ.

n° décembre 1975, R-3.



20 D. GOUYOU-BEAUCHAMPS

Propriété 7. Le cardinal ot£ q de l'ensemble des chemins sous-diagonaux
à n virages à gauche joignant l'origine au point A de coordonnées (p, q) avec
p ^ q ^ n ^ 1 est égal à :

t±±l~»« p-n + 1 ^ ^ ~ 1 *

Cette énumération utilise le lemme suivant :
Lemme 5. Il y a CpCqZ{ mots à n pics de Z|x0 formés de p lettres x0 et

q lettres x2.
Preuve du lemme : Pour former de tels mots, on écrit d'abord les

n facteurs x2x0. Puis, on intercale les (p — n) lettres x0 restantes soit à la suite
des x0 déjà écrits soit devant le premier x2, c'est-à-dire en n + 1 places. Il y a
donc Cp façons de procéder. Enfin, on ajoute les (q — n) lettres x2 restantes
de façon à ne pas ajouter de pics et à terminer le mot par un x0. Il est clair que
l'on ne peut les placer que devant des lettres x2 déjà écrites, c'est-à-dire en
n places. Il y a donc Cn

qZ\ façons de procéder.
Preuve de la propriété 7 : A l'aide du codage des chemins sous-diagonaux

défini plus haut, an
pq peut être considéré comme le nombre de facteur gauche

à n pics de D possédant p lettres x2 et q lettres x0. Comme tout facteur gauche ƒ
d'un mot de Z>, possédant au moins un x2, commence par un x2, (3( ƒ ) a le même
nombre de pics que ƒ. Et ainsi, d'après le lemme 3, an

pq est encore le nombre de
mots de longueur/? + q + 1 de Dp~q+1 possédant n pics. Mais selon la pro-
priété 4, an

pq est aussi — fois le nombre de mots à n pics de J

vérifiant 8(/) = q — p — 1 et se terminant par x|.
Enfin, le lemme 5 implique:

„ p Q + 1 _„ ^n _ i

3) Arbres dessinés

Un arbre peut être défini comme un graphe sans cycle possédant n sommets
et n — 1 arêtes (n > 1 ). Un sommet x est dit pendant s'il n'existe qu'une seule
arête incidente à x. (Berge [2]). Un arbre pointé est un arbre dont on a distin-
gué une arête et une orientation pour cette arête. On obtient un codage pour le
dessin d'un tel arbre (ou pour une carte qui le représente au sens de [15] et
de [7]) en parcourant l'unique face à partir de l'arête orientée distinguée et
en codant les arêtes, dans l'ordre où elles interviennent, par x2 si elles sont
rencontrées pour la première fois et par x0 sinon.

L'ensemble des mots obtenus constitue le langage des systèmes de paren-
thèses (cf. Cori [7] et Klarner [15])5 soit les mots ƒ appartenant à F tels que

Hf ) = o.
On peut enfin remarquer que les pics d'un mot qui code un arbre corres-

pondent à des sommets pendants de celui-ci. En effet, au cours du codage,
Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX PROPRIETES COMBINATOIRES DU LANGAGE DE LUKASIEWICZ 21

c'est seulement dans le cas d'un sommet pendant que l'on rencontre succes-
sivement deux fois la même arête et donc un facteur x2x0. Cependant, dans le
cas où le sommet origine de l'arête distinguée est un sommet pendant, le
nombre de sommets pendant est supérieur d'une unité au nombre de pics du
mot ƒ qui code un tel arbre, ƒ est alors de la forme ƒ = x2gx0, g étant un
mot de F tel que b(g) = 0.

Les mots de F qui codent un arbre dessiné pointé à p arêtes et n sommets
pendants sont donc :

- les mots ƒ de F n S'^O) qui ont 2p lettres et n pics sauf ceux qui sont
de la forme ƒ = x2gx0, g étant un mot de F n 8"*(()) à 2p — 2 lettres et
n pics (ces mots correspondant à des arbres kp + 1 sommets pendants);

— les mots ƒ de F n S'^O) de la forme ƒ = x2gx0, g étant un mot de
Fn5" 1 (0 ) à2^ - 2 lettres et n - 1 pics.

On peut donc énoncer la propriété suivante :
Propriété 8. Le nombre pjj d'arbres dessinés plantés ayant/? arêtes et n som-

mets pendants (p ̂  n > 1) est égal à :

K - aP,

V. DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3

Pour établir la propriété 3, on démontre d'abord 2 lemmes relatifs au
morphisme a.

Lemme 1. La restriction de a à l'ensemble M est une bijection de M sur
(FnX*2x0)u{\ }.

D'abord a est une bijection de X* sur 1 -1- X^x0. En effet, soit g un mot
de Xtxn ; g s'écrit : u .-. ,-, h £, £ ; .• ,

y — AQ A 2 AQ A 2 AQ , . . . , AQ A 2 AQ AQ

où les ik et les j f c sont strictement positifs (sauf /x et /n+1 qui peuvent être nuls),
a " 2 (g ) est donné par :

On observe que les occurrences de x0 dans g jouent un rôle de « séparateurs »
et permettent de construire l'image inverse de g. Soit donc ƒ un mot de M et
soit g = <x(f\ g se termine par x0 ; montrons que tout facteur gauche strict g'
de g vérifie ?>{gf) ^ 0. Soit g' un tel facteur, alors g s'écrit g = g'g" avec g" ^ 1,
et g' s'écrit de manière unique sous la forme : g{x2 (i > 0) où g\ est, ou bien
vide, ou bien élément de X^x0.

- Dans le premier cas, 5(#') = b(xl
2) = i est positif ou nul.

- Dans le second cas, on peut écrire ƒ = a":{g\)f'\ avec ƒ" =£ 1 car
ƒ" - * - x ( \

n° décembre 1975, R-3.



22 D. GOUYOU-BEAUCHAMPS

a " 1 ^ ) , alors facteur gauche strict de ƒ, vérifie è(a~1(g[)) ^ 0 et donc
8(gf) ^ ô(ôfi) est positif ou nul.

Et ainsi, a( /) appartient à (F n X%x0) u { 1 }.
Réciproquement, soit g un ipot de F se terminant par xQ, a étant une sur-

jection, il existe un mot ƒ de X* tel que a(F) = g. Tout facteur gauche strict ƒ '
de ƒ est tel que oc( ƒ ') est facteur gauche strict de g ; ainsi 5(/'*) ^ 5(<x(/')) ^ 0
et ƒ appartient à M.

On a donc démontré l'égalité :

Lemme 2. L'image par a de 13 est Dq(q > 0).
En effet, d'après le lemme 1, a(L) est inclus dans F; mais pour tout mot ƒ

de L : ô(oc(/)) = a ( / ) = - 1.

Ainsi a(L) = D, Le lemme découle alors du fait que a est un morphisme :
a(Z?) = (ct{L)Y.

Soit, à présent, f l'image miroir d'un mot ƒ de X% et ƒ son image par
échange des lettres x0 et xv P a été définie comme l'application de X\ dans
X|x0 donné par 3( / ) = fx0. Bien évidemment p est une bijection.

Lemme 3. La restriction de ^ à F n 8~1(q) est une bijection de ce langage
sur Dq+l (q ^ 0).

Soit ƒ un mot de F n S~ î(q), il est clair que :

8(P(/)) = - »(ƒ) - 1 = - q - 1

car on échange les x0 en x2 et on ajoute x0.
Soit ft un facteur gauche strict de P(/). Ainsi : p(/) = f1f2x0 \f = fifv

f facteur gauche de ƒ vérifie h(f2) ^ 0. Ce qui entraîne, puisque S(/) = q,
que : HÂ) = - HA) = - Hf) + 8(/2) > - q.
Ainsi p(/) appartient à Dq+i.

Un raisonnement analogue établit que, si g est élément de Dq + 1, alors
P" 1 ^ ) appartient h F n ^~1(q), et l'égalité est démontrée.

Preuve de la propriété 3 :
Posons X = oe^Pa, on vérifie que X(M) est bien défini, car d'après le

lemme 1, a(M) = (ƒ n X^xQ) u { 1 } qui est inclus dans X%xQ + 1 ;
P applique cet ensemble sur x0 + x2X^x0 et a"1 est alors bien défini,

Supposons q > 1. Calculons %(M n S"1^)) d'après les lemmes 1, 3 et 2,

a(M n 8-%)) = F n S~%) n JT|x0

pot(M n S"1^)) = i)0 + 1 n x 2 Z| = D'Dq
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Dans le cas où q = 0, la première des 3 égalités reste vraie, la seconde devient :

poe(J/ n S'l(0)) = (Dn x2X}) + { x0 } = D

d'où finalement :

o T ^ M n S"*)(())) = L.

ce qui achève la preuve de la proposition 3.

REMARQUE 1 : On a, pour tout ƒ e X* :

IM/)I = 1/1 + »(ƒ ) + i.
Introduisons le morphisme I de X* dans Z défini par /(x,) = i (VÏ > 0).
D'après la définition de 8, / et 8 sont liés par la relation :

(1) /(ƒ) = §(ƒ) + \f I-

Examinons l'effet de a, P et X sur les morphismes 8 et /. On a vu précédem-
ment que 8 est invariant par ot, d'autre part, pour toute lettre xi9

Iiaoct) = I(4x0) = 2i.

Ainsi :

(2) /(a/) = 2I(f).

Quant à P, on remarque qu'il augmente d'une unité la longueur d'un mot
et que :

(3) 6 ( P / ) = - 5 ( / ) - l .

A Faide de ces propriétés, on peut vérifier la relation annoncée pour \%(f )|.
En effet, posons :

ƒ , = « ƒ , f2 = P/r

D'après (1) : \Xf\ = I(f) — B(kf% en utilisant (2) et en appliquant l'inva-
riance de 8 par oe on obtient :

La relation (3) permet alors d'écrire :

Enfin, une dernière application de la relation (2) donne \Xf\ = /(ƒ ) + 1 et
la relation annoncée découle de (1).

REMARQUE 2. Si ƒ = xf xh xi
0

1xh x£ ... xinx$ avec les ik supérieurs ou
égaux à 1 et lesjfc positifs ou nuls, Xf est donnée par :

n° décembre 1975, R-3.
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