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R.A.LR.O.
(9e année, août 1975, R-2, p. 55-

GENERALISATION DE LA NOTION
DE LANGAGE A CONTEXTE LIBRE.

APPLICATION A L'ANALYSE SYNTAXIQUE
DE FIGURES

par R. MOHR(1)

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — La notion de « langage à contexte libre » se généralise sans difficulté dans une
structure algébrique quelconque en « ensemble algébrique ». Le but de cet article est de montrer,
à partir d'un exemple, comment sans trop de difficultés, peuvent être généralisés les algorithmes
d'analyse syntaxique ; une des applications possible est leur utilisation dans des algorithmes de
reconnaissances dans des structures plus complexes que celles du monoïde libre.

Le but de cet article (2) est de présenter les ensembles algébriques comme
une généralisation de la notion de langage à contexte libre, puis d'illustrer
cette généralisation en l'appliquant à une structure permettant de décrire des
images. Enfin nous montrerons sur cet exemple comment peuvent être
étendues les techniques d'analyse syntaxique.

Le premier paragraphe expose brièvement les rappels concernant les
ramifications, le théorème du point fixe et les schémas fonctionnels ; les défi-
nitions et les résultats y sont exposés sous une forme simple suffisant à
l'utilisation qui en est faite.

Le second paragraphe définit les ensembles algébriques sur une structure
quelconque et établit le lien entre les ensembles engendrés par une grammaire
à contexte libre et les ensembles algébriques; et ensuite sont introduits les
arbres syntaxiques correspondant à ces grammaires. Les résultats énoncés
dans ces paragraphes sont soit connus, soit des généralisations simples de

(1) Maître-assistant à l'Université de Nancy I, U.E.R. de Mathématiques, Nancy.
(2) II reprend une grande partie de Mohr [13] et nous renvoyons le lecteur à ce dernier travail

pour les démonstrations qui ne seront pas exposées ici.
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56 R. MOHR

résultats connus. Après avoir introduit une structure sur des figures (cha-
pitre 4), nous nous intéressons à l'analyse syntaxique pour des grammaires
sur cette structure; le lecteur familier des techniques d'analyses syntaxiques
utilisés en théorie des langages remarquera l'adaptation évidente qui en est
faite.

1. PRELIMINAIRE

Notation : N et R désignent respectivement l'ensemble des entiers naturels
et celui des nombres réels.

Si E est un ensemble p (E) désigne l'ensemble des parties de E.

1.1. Ramifications. BUangage [16], [17]

Soit V un ensemble, on appelle ramification sur V, toute suite d'arbores-
cence orienté étiqueté par des éléments de V. On note V l'ensemble de ces
ramifications; on munit Vd'une loi de composition interne; la concaténation
notée + , et d'une loi de composition externe à opérateur dans V l'enracine-
ment noté x . La ramification vide est notée A. Les schémas ci-dessous,
montrent des exemples de ramifications :

B

Af A ÀiÀ A
B C E C C A B C E C C A B C E

r s r . + s B x r

La proposition suivante nous donne un principe de récurrence sur V.

Proposition : Soit p un prédicat sur V
Si p(A) est vrai
Si (Vr, se V)(VAe V) p(r) et p(s) => p(A x r + s) alors Vre F, ̂ (r) est vrai.
On peut aussi s'en servir pour définir des fonctions par récurrence, par

exemple : p : mot des racines : p : V -• V*

p(A) = A
ç>(A x r + s) = Ap(s)

dans l'exemple p(r) = AD
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ANALYSE SYNTAXIQUE DE FIGURES 57

FA : famille de père A FA : V -• p(V*)

FA(A) = {0}
FA(Bxr + s) = siB*A , F » o ^(5)

sii? = ,4 , FA(r)uFA(s)u{9(r)}

dans l'exemple F^r -h s) = { £C, CC4, A }.
Une grammaire, au sens de [17], est un triplet

= ( F , ^ , I ) o ù F est un ensemble
-> une relation entre F et V*
XUTÏQ partie de F*.

Une ramification r est engendrée au sens large par g si elle vérifie :

e F » ) A -> a.

Une ramification r est engendrée au sens strict par g si elle est engendrée
au sens large et si de plus p(r) e X.

1.2. Fonctions continues et théorèmes du point fixe

Définition : Soit (A, ^ ) un ensemble ordonné. On dit que (A, ^ ) est un
treillis complet si tout sous-ensemble B de A admet une borne supérieure.

Soient (A, ^ ) et (B, < ) deux treillis complets et ƒ une application de A
dans B; f est dite continue si pour toute suite croissante (xn) d'éléments de A

(xj) = sup (ƒ(*„))

On démontre les résultats suivants :

Proposition :

— tout treillis complet A admet une borne inférieure ±A

— le composé d'applications continues est une application continue.

Théorème 1. (Théorème du point fixe) : Soit (A, < ) un treillis complet
et ƒ une application continue de A dans A, L'équation f(x) = x admet une
solution minimum x0 avec

x0 = lin f»(±A)

Dans la suite nous appliquerons ces résultats en prenant pour A l'en-
semble p (E) des parties d'un ensemble et pour < la relation d'inclusion <=,
et plus généralement nous prendrons A = [p (E)~\n et < = c".
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58 R. MOHR

On démontre facilement :

Proposition :

— Soit E un ensemble, (p(E)n, c=n) est un treillis complet.
— Soit ƒ une application de £* dans E; prolongeons ƒ en une applica-

tion ƒ : p (Ef -• p (E) en posant

f( A A \ — I I ƒ f (Y V ï \

alors ƒ est continue.

1.3. Schémas fonctionnels

Nous utilisons ici le vocabulaire de [5] mais en utilisant comme outils
les schémas fonctionnels [10].

Une théorie II est une famille (Fn)neN d'ensembles disjoints. Posons

Soit alors G = (F, { X }, :: = , X } la grammaire à contexte libre définie
par

(V/i 3* 0)(VaeFn) X ::=

Tout mot engendré par G est appelé schéma fonctionnel sur II et nous
noterons II l'ensemble des schémas fonctionnels sur II.

On démontre les résultats suivants :

Proposition 1 : Soit a e FO ; si xay et z sont des schémas fonctionnels sur II
alors xzy est un schéma fonctionnel sur IL

Pour tout schéma fonctionnel x, il existe un entier n unique, il existe
a e Fn et <z1?..., an e Tl uniques tels que x = aa1a2 ... a.

1.4. Algèbre sur une théorie

Soit II = (Fn)neN, une théorie.

Théorème 2 : Soit un ensemble E, et, pour chaque n, une application
cpn a -> (p„(a) = ö de Fn dans l'ensemble des applications de En dans £. Alors,
il existe une application et une seule cp£ : Û -• E ((p£(x) = x), telle que,
pour tout a e Fn et pour tout x l5..., xneF
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ANALYSE SYNTAXIQUE DE FIGURES 59

S'il n'y a pas de confusion possible, nous noterons cp au lieu de cp£. Pour a
appartenant à Fo, on identifie a et a.

Exemple : Soit E = F*;

Va € Fn cpn(a) : {xl9 ..., xH) -> axx ... xn e F*.

Dans ce cas, l'application <pF* de II dans F* est l'injection canonique de II
dans F*.

E est une Ii-algèbre si on se donne, pour tout n, une application de Fn

dans l'ensemble des applications de E1 dans E. Les éléments de Fn représentent
les opérations «-aires sur le Iï-algèbre E.

II est donc une II-algèbre particulière que nous appellerons II-algèbre
libre.

Notons que si E est une II-algèbre, p (E) peut être muni canoniquement
d'une structure de II-algèbre en posant

<PBP(E)(a) = à avec a(Au .., An) = (J â{xu ..., xn)
eAi*. ••• xAn

1.5. Morphismes

Les schémas fonctionnels nous offrent une notation permettant de repré-
senter les résultats obtenus en appliquant des applications (eFn,n > 0)
composées entre elles à des objets élémentaires (eF0). Mais il nous sera
nécessaire de représenter des applications composées en tant qu'application
et c'est ce que nous allons faire par les morphismes.

Soit II = {Fn)n>0 une théorie; on appelle morphisme à n variables de II
les schémas fonctionnels sur (Fo u { 1,..., n }, Fx, ..., Fm9 ...)• Notons Mn

cet ensemble et M = (J Mn.

Remarquons que H = Mo et que Mt c Afi+1, i e N.
Soit £ une II-algèbre. Soit X — {xu ..., xn, ... } une suite d'éléments de E,

L'application <p0 de Fo dans E (cf. théorème 2) peut se prolonger en cpox

définie sur Fo u N

(pox(a) si 6 F o alors <po{a)
sinon x

D'après le théorème 1, <pox se prolonge de façon unique en une applica-
tion (px de M dans E telle que :

et donc tout morphisme œ de M définit une application & de iTNdans 2s

X ^ cpx(co).
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60 R. MOHR

En particulier si œ G Mn, œ définit une application de En dans E.
Définissons alors la composition des morphismes.
Soit © G Mn et ©1? ..., ©„ n morphismes de Mm.
Par définition posons œ(<ul9 ..., (on) — 5(co, (l/cort 2/©2, ..., n/(ùn)) où

5(a, (a1/ctl, ..., ajan)) désigne le résultat de la substitution simultanée dans a
de toutes les occurrences de a1? par al5 ..., de an par an. La proposition 1 nous
assure que ©(©l9 ..., ©n) est encore un morphisme.

Théorème 3 : Soit E une Il-algèbre, © e Mn et n morphismes o^ e Mm alors,
pour tout m uplet (xl9 ..., xm) de £

©(©i, ..., ©J(x l 5 ..., xm) = © ( © i ^ i , ..., xm), ..., &n(xn..., xm)).

Démonstration : nous supposons que { xl9 ..., xm } n F — 0.
Soit n ' = (Fo u { x l s ..., xm }, F l s ..., Fk9 ...).
£" est aussi une II'-algèbre : il suffit de prolonger <p0 en cpó :

Va G ,F0 <pó(a) = (poĈ ) ; P o u r * = 1, - , ̂  <Po(̂ i) = *£•
D'après le théorème 2, q>0 se prolonge de manière unique en une appli-

cation cp' de II' dans E telle que

<P'(tf«i » ak) = «(^(a!) , . . . , q>(flj).

Or le résultat du théorème 3 est vrai pour la Iï-algèbre II' ; en effet

co(œl5 ..., ©Jfo, ..., xj = S{S{G>, 1/©!, ...,«/©„)), (l/xl5 ...,/W/JCJ)

= Si^iS^il/x^^m/xJ^^Sico^l/x,, ..,mfxm)))
= © ( © x ^ i , . . . , xm\ ..., © n (x l 9 . . . , xm)) .

Le résultat se projette alors par cp' dans la ïï-algèbre E,

Corollaire : Soit © e Mn et G)ls ..., ©n n schémas fonctionnels (e H)

©(^(©J, ...? cp(©n)) = (PM©!,..., ©J).

Pour faire des raisonnements par récurrence nous associons à chaque
morphisme œ un entier d(co) que nous appellerons degré de œ (le degré défini
ici est le même que celui défini dans [5]) le degré est défini par réccurrence :

0 d(a) = 1

VaeN d(a) = 0

(Va G Fj(Va,. G M) d(a a, ... an) = 1 + f d(af).

i = l
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2. ENSEMBLES ALGEBRIQUES

La notion de langage contexte-libre se généralise aisément dans une
structure algébrique quelconque : soit par exemple E un ensemble muni de
deux opérations binaires q> et v|/; si A, B et C représentent des catégories
syntaxiques, on peut par exemple dire

, qu'un élément xoe A
, qu'un élément yoe B
et <p(>>, y) c C

A 3 { x0 } u <p(£, C)

que
que
que

xeB et
xe A et
xe A et

d'où les inéquations :

y
y

y

e
e
e

C
B
B

=><p(x,
=>\|/(x,

y)
y)
y)

e
e

e

A
B

C

Si de plus on impose que A, B, C sont les plus petits sous-ensembles
vérifiant les conditions ci-dessus on aboutit au système

B = {y0} c

C = y\f(A, B) u

système dont les composantes de la solution minimale sont appelées ensembles
algébriques. Si on se place sur le monoïde libre r*5 la loi de composition
étant la concaténation, on définit ainsi les langages à contexte libre, comme
une composante des solutions minimales des systèmes à point fixe, c'est
pourquoi les langages à contexte libre sont aussi appelés langages algébriques.

Sur le monoïde libre T* on peut définir un langage à contexte libre soit
par un système à point fixe sur l'ensemble des parties de 71*, soit à l'aide
d'une grammaire à contexte libre, soit à l'aide des bilangages grammaticaux.
Les systèmes à point fixe simplifient beaucoup de démonstrations ; les gram-
maires et les dérivations permettent de faire le lien avec les autres types de
grammaires; les ramifications et les bilangages sont utiles pour aborder l'ana-
lyse syntaxique et l'ambiguïté. Ces trois notions sont introduites ici.

2.1. Systèmes algébriques

Soit n = (Fn)n>0 une théorie;
soit E une II-algèbre et pour tout «, n > 0 soit 3r

n = { a \ a e Fn } les
réalisations des schémas d'opérations à n variables.

Posons & = U Sv
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62 R. MOHR

On appelle famille d'applications engendrées par & et on note Eng (J")
le plus petit ensemble de fonctions stable par composition et contenant les
fonctions projections et 3r.

Pour toute application ƒ de £" dans E nous noterons ƒ l'application
dep(£)ndansp(£:)

f(Au...,An)= U {ƒ(*,, ...,*.)}.

Un système algébrique sur E sera un système à point fixe sur p (E) du

(Jtype : pour i = 1,..., n Xt = (J ƒ o.(Xls..., XJ où / y e Eng (<F).

Un tel système admet une solution minimale (cf. 1.1) (pour un théorème
d'unicité, voir Lescanne [11]). La solution minimale peut être construite
ainsi :

soit O l'application de p (E)n dans lui-même définie par :

a>(Au..., An) = (A'l9..., A'n) où 4 = y MAi> -> 4.)

alors (Al9..., 4̂n) = (J O" (0, ..., 0) est la solution minimale du système.

Toute composante de la solution minimale d'un tel système sera appelée
ensemble algébrique de la II-algèbre E.

2.2. Grammaire algébrique

Soit II = (Fn) (F = u Fn) une théorie et soit TV un ensemble tel que
F n N = 0 ; nous noterons TÏ(N) les schémas fonctionnels sur (Fo u N,
F19F29...).

Une grammaire algébrique S sur II (ou encore II-grammaire) est la
donnée d'un ensemble fini N9 d'un élément X de N, et d'une relation finie : : =
entre N et U(N); on notera S = (N9 : : = , X) :

On peut alors définir la même dérivation que pour la grammaire à contexte
libre (AT, F, :: = ,X) :

On dit que a se réécrit p, et on notera a >=- P si et seulement si :

9X'e{FvN)* (3AeN) (3<pen(JV)) (a =

Proposition 2. Si a e Ü(N) et a>^- P alors p G fï(JV).

C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Soit alors >|- la fermeture transitive et réflexive de>y. Soit

F(9)= {oL€Û\X^oi}.

Soit E une II-algèbre et soit (p l'application de II dans E (cf. théorème 2).
On appelle ensemble engendré par § sur E et on note L£(Q) l'ensemble <p(F(Ç>)).

2.3. Système associé à une grammaire

Soit II une théorie et § = ({ Al9 ..., An }, :: = , Ax) une Il-grammaire
avec pour i = 1, ...5 «

At::= ©u y = 1,...,/V

Chaque ©^ de n({ ̂ 4l5 ..., ̂ 4„ }) peut s'écrire de façon unique
©y = œij-Mi, .., ̂ 4n) avec ©'u e Mn (morphisme à n variables).

Soit alors E une II-algèbre et soit tFn = { a | a e FM } la réalisation dans E
des schémas d'application de Fn. Soit & = (J 3^; alors

Proposition : ƒ e Eng (,!F) o 3w 3© e Mm © = ƒ.
La démonstration est rapide;

Soit JL = {f | 3m 3© e Mm © = ƒ } ; jK> contient & et est stable par
composition (théorème 3); JL contient aussi les projections :

VfceN k e Mp (p ̂  n) et k(xl9..., xp) = xk

donc JC <= Eng (fr).
Réciproquement procédons par récurrence sur le nombre n de fois qu'il

faut appliquer l'opérateur de composition pour obtenir un élément ƒ de
Eng (y)

Si n = 0 , ƒ est une projection donc f e JL
Si « > 0 , ƒ = g(/ l s ...s /fc) par hypothèse de récurrence f{e JL donc

ƒ e JL.
En conséquence à toute IT-grammaire on peut faire correspondre un

système sur la II-algèbre E (et réciproquement) en prenant

Ai = Ü <$K> - ^

où ©^ est le morphisme de Mn associé à ©0-.

Théorème 4. Soit 9f = ({ Al9 ..., ̂ 4n }, : : =, ̂ 4f) «-grammaires et soit pour
i = 1, ..., « L; le langage engendré par Sf sur la II-algèbre £*.

Alors (Lu ..., Ln) est la solution minimale du système à point fixe S associé
à §.
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64 R. MOHR

Lemme 1. Le théorème est vrai pour la II-algèbre n . En effet dans ce cas
nous sommes ramenés au monoïde libre où ce résultat est connu.

Lemme 2. Soit S'le système à point fixe associé à S sur la II-algèbre II et
soit (Fl9..., Fn) sa solution minimale ; soit (Kx... Kn) la solution minimale de S,
alors (K1,...,Kn) = (<p(F1),...,<f>(Fn))

où <D est l'application associée au système S.

De même (Flf.... Fn) = (J (F*,..., F*) avec (**,..., Fk
n) = «»(0,..., 0).

& o

Procédons par récurrence sur k :

au rang k + 1 :

*rJ = ü «J/JÏ. •••> f«) - ü u c^i yj
eFfx — xF^

en appliquant l'hypothèse de récurrence et le corollaire du théorème 3

= U U *1K •••.*„)

D'où le lemme 2.
Le théorème résulte alors immédiatement de ces deux lemmes et de la défi-

nition même des Lt.

2.4. Grammaires (ou système) réduites

Définition : Soit E une II-algèbre. Soient §l et §2 deux II-grammaires.
On dit que §x est équivalent à Q2

 sur

L{9t) = L(92).

On dit que §x est équivalente à S2 si FfSj = F{§2). Dans ce cas §x est équi-
valente à S2

 s u r toute II-algèbre.
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Réduction inférieure et supérieure :

On généralise sans difficultés ces notions définies sur les grammaires
à contexte libre [1] : Pour toute Il-grammaire § = (N, : : = , X) il existe
une Il-grammaire S' = (N', : : = ', X) équivalente telle que :

a) N' c N9 : : = ' ci : : =

b) (VA e N')(3a e U)A >^a (réduite inférieure)

c) (VA G AT) (3^ A,' G (F u JV)*)JSr>fr A^X' (réduite supérieure).
Nous supposerons dans la suite que toutes nos IT-grammaires sont réduites

inférieurement et supérieurement.

Réduite de Chomsky

Dans le cas des C-grammaires, on dit qu'une grammaire est sous la forme
réduite de Chomsky, si chacune de ses règles est d'un des trois types suivants :

A : : = B C , A : : = B , A : : = a

où A, B, C sont des non terminaux et a est un terminal.
Pour toute C-grammaire, il existe une C-grammaire équivalente qui est sous

forme réduite de Chomsky. Nous allons généraliser ce résultat.

Définition : Une Il-grammaire S = (N9 : : =, X) est dite C-réduite si chacune
de ses règles est de la forme :

A : := aa a G TV* a e ^ | a |
ou A::=B BeN

Une Il-grammaire est donc C-réduite lorsque le degré du morphisme
attaché à chaque second membre de règle est inférieur ou égal à 1.

On démontre par récurrence sur le degré des morphismes le théorème
suivant :

Théorème 5. Pour toute Il-grammaire §, il existe une Il-grammaire S'
équivalente qui est C-réduite.

3. STRUCTURES ASSOCIEES AUX GRAMMAIRES

Dans le cas des langages à contexte libre, les « marqueurs de phrases » ont
leurs nœuds étiquetés par des non terminaux. Les théories algébriques évoquées
ici étant plus générales que celles du monoïde, il nous faudra, pour plus de
précision, étiqueter les nœuds avec les numéros des règles appliquées dans
les dérivations. En effet si A ::~ + BC et A : : = x BC il nous conviendra
de distinguer ces deux règles.

Nous supposerons donc que toutes les règles des grammaires sont numé-
rotées par des entiers p, p e R, R c N.

n° août 1975, R-2.



66 R. MOHR

3.1. Bilangages des structures

Soit 9 = (N, : : =, X) une n-grammaire (N = { Au ...s An }). Ses règles
sont numérotées par des entiers p, p e R <= N.

Pour tout A de N, posons :

T(A) = { p e R | la règle de numéro p est A : : = a , a e II }

{T(A) est l'ensemble des numéros des règles « terminales » du premier
membre A )

N(A) — { p e R | la règle de numéro p est A : : = a , oc G II(JV) — II }
= N(A) u r (^ )

est donc l'ensemble des numéros de règles de premier membre A.
Soit alors, pour tout A de N, SA = (K, ->, YA) ]& grammaire (au sens

de [17], où :
V = R
YA = P(A)
-> est définie par :

si p est le numéro de la règle B : : = OLQA'^ ... Af
kak((xi e F*, A\ e N) alors

/? -* pu ..., pk pour tout (pl9 ..., /?fc) G i*(i4i) x ... x P{A'k). En particulier,
sip G r(^4) alors p -• A.

On appelle bilangage des structures de Q le bilangage grammatical engendré
au sens strict par 6X.

Nous le noterons $C(S, X).
Nous nous intéresserons aussi aux ramifications engendrées au sens large

par Qx et dont le mot des racines a pour longueur 1. Nous noterons $(§) ce
bilangage. &(S) = \J ^C(S, A).

Toute ramification r de 3$ (S) se décompose de manière unique sous la
forme r = p x (rx -h r2 + ... + rfc); si/? G i ^ ) alors r e $C(S, yï); de même
rt G ̂ B(S) et donc nous avons la proposition suivante :

Proposition : Pour toute ramification r de $>(§), il existe/? G R, il existe fceN
et r1? ..., rk e 3J(S) tels que :

r = /? x (rx + ... + rfc).

3.2. Schémas fonctionnels associés aux structures

A chaque structure r, nous allons faire correspondre le schéma fonctionnel
qui lui est attaché.

Pour toute règle de numéro p, notons cô  le morphisme associé au second
membre cop de cette règle (cf. 2.3).
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Soit G>p = (ÙQA^VL^ ... Akaik; où a,, G F*, A\ e N.

Posons : Q.(p x A) = cô
Q{p x (r, + r2 + ... 4- r j) = ©^«(r,), ..., Q(rJ).

Il est immédiat que :
Vre^(S) Q(r)eïL

Posons Xt = { Q(r) | r e M(Q, At)} 1 < i < «.

On démontre alors :

Proposition : Les Xi forment la solution minimale du système à point fixe
sur n associé à S.

Définition : Soit E une Il-algèbre. Pour tout x de L(Ç>), on appelle structure
associée à x toute ramification r de $£(§, X) telle que <p o Q(r) = x.

4. UN OUTIL ALGEBRIQUE POUR LA DESCRIPTION D'IMAGES

Le problème de décrire les langages se pose pour deux problèmes bien dis-
tincts : la génération et la reconnaissance.

Pour la génération, deux options fondamentales différentes sont prises :
— l'une dynamique : à chaque image est associé un sous-programme qui la

génère; la structure de l'image est celle des appels imbriqués des sous-
programmes (par exemple Metavisu [3]);

— l'autre statique : à chaque image est associée une structure en mémoire
et la génération se fait par un appel d'entrée-sortie. La seconde méthode
permet en particulier de manipuler des objets en trois dimensions (voir
Euclid [2] ; les objets sont définis à une similitude près et les opérations
précisent comment ils sont assemblés).

En reconnaissant des formes on a aussi essayé de décrire des figures par
assemblage de figures élémentaires, et essentiellement de morceaux de courbes.
Les opérations proposées sont soit des assemblages par raccordement de
tangentes (Leydley [12], Eden [4]), soit la figure est considérée comme un
graphe et c'est le graphe qui est décrit par des lois de composition (Shaw [18],
[19]). Enfin certains auteurs (Kirsch [9], Ota [14]...) ont décrit des figures
comme des assemblages de points et ont développé des grammaires de
mosaïques. On trouvera dans Fu [7] des références plus complètes sur ce
sujet.

Nous allons d'abord présenter un outil pour décrire en particulier des
figures, et nous montrerons dans quelle mesure il nous permet de décrire ou
de construire des figures.
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4.1. Figures. Représentations

Définitions. Notations

Un espace de figures {E, F, G) est la donnée de deux ensembles E et F
et d'un groupe G opérant sur E et F, opérant fidèlement et transitivement (1)
sur F.

Tout élément g de G définit une application de E u F dans E u F :
g : x —• gx

nous noterons g(x) l'élément gx et plus généralement si

x = (xl5 ..., xn) g(x) = (gixil ..., g(xn)).

Soit un espace de figures (E, F, G), une représentation r sur (E, F, G) est
un triplet (K, o, e) tel que :

K c F
o e F
e e F

^ est appelé le support de r, o Y origine de r et e Y extrémité de r, o et e sont les

Si r est une représentation, o(r), e(r\ supp(r) désignent respectivement
l'origine, l'extrémité et le support de r.

Soit R l'ensemble des représentations sur {E, F, G).
G définit sur R la relation d'équivalence :

ri ~ r2olgeG g{rx) = r2.

Une figure est une classe d'équivalence de J* = %/ ~ • r G 5t, nous noterons r
la figure, classe d'équivalence de r. Le support d'une figure ƒ est la classe
d'équivalence du support de la représentation r associée; nous le noterons
supp(/).

Exemples d'espaces défigures

1. E = R2, F = R2, G est le groupe des translations (fig. 3). Parmi les
figures, nous trouverons en particulier les vecteurs libres.

2. E = R3, F = R3 - { (0, 0, 0) }, G est le groupe des similitudes centrées
en (0, 0, 0).

(1) G opère fidèlement et transitivement sur F si et seulement si :

Vx G F , Vy e F , 3g e G, g unique, tel que, g(x) = y.
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3. E = R2, F = R2 x R/2II, G est le groupe des déplacements du plan.
G opère sur F de la manière suivante :

Si g est le composé d'une rotation d'angle 0 et d'une translation alors :
g{{x9y,a)) = (<?(*, y), a + 6(211)).

Un pôle pourra donc être schématisé par un point du plan origine d'un
vecteur unitaire dont l'angle indiquera la valeur de a (fig. 4). Nous verrons
l'intérêt de cet exemple, qui avec l'exemple 1, nous servira d'illustration dans
la suite.

4. Comme G opère fidèlement et transitivement sur lui-même, (0, G, G) est
un espace de figures.

Opérations sur les figures

Nous allons nous servir des pôles pour composer les représentations entre
elles. Nous définirons trois opérateurs binaires : +, o, x ; et une opération
unaire : —.

Soit ƒ = (K, o, e) une figure; on définit — ƒ comme étant la classe
de (K, e, o) (échange de l'origine et de l'extrémité).

Définissons f± + f2( fl9 f2 e F). Soient rx = (Ku ol9 ex ) une représentation
de fx et de r2 = (K2, o2, e2) Tunique représentation de f2 telle que ex = o2

(l'unique puisque G opère fidèlement et transitivement sur F). ft + f2 est alors
définie comme la classe de (Kx u K2, ol9 e2). + correspond intuitivement
à l'addition vectorielle.

Si on choisit la représentation (K2, o2, e2) telle que o2 = ou alors fx o f2

est la classe de (Kx u K2, ou e2) (mise en commun des origines). Enfin si on
choisit r2 telle que ex = e2 alors fx x f2 est la classe de (Kl u K2, ol5 e2) (mise
en commun des extrémités).

La figure 3 montre ce que sont ces opérations dans le cas de l'exemple 1,
la figure 4 dans le cas de l'exemple 3. En 3, o schématise l'origine et x l'extré-
mité. En 4, les pôles appartiennent à R2 x R/2II et l'origine (x, y, a) est
schématisée par o muni d'un vecteur unitaire dont l'orientation indique
la valeur de a, et l'extrémité est schématisée par x aussi muni d'un vecteur
unitaire.

a + b a o b a x b

Figure 3
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b . (a + b)

Figure 4

Nous avons bien défini des lois de compositions internes sur $ : en
effet si nous reprenons la construction de fx _L f2 (-L e { +, o, x } ) avec r[
et r2 : r[ = g{rx)et donc r2 = g(r2)d'où (JfJ u ̂ 2 , öi> e i) = 0(^1 u K2> °i> ei)
et donc

f, _L / 2 - (^i u * i , oi, ^ ) = (K, u iC2, ol5 e2)

Donnons quelques propriétés algébriques :
— les trois lois + , o, x sont associatives :

h -L (/2 -i-h) = (A J:/2) -LA i e { + , o , x}

— o et x sont « idem-potentes » :

ƒ x/ = /o/ = /

— + possède un élément neutre, la classe de (0, a, a) que nous noterons X :

f+X=X+f=f
remarquons que :

fi *h=h + (f2 x a.)

— x s'exprime en fonction de o et — (et réciproquement o s'exprime en
fonction de x et — ) :

h x/2= -((-/2)°(-/l)).

4.2. Figures obtenues à partir d'un alphabet de base

Soit J" l'ensemble des figures d'un espace de figures (E, F, G) et % celui des
représentations; soit A un sous-ensemble de & appelé alphabet; soit E un
ensemble de lois de composition interne sur 5\ On appelle ensemble de figures
engendré par A et on note &(A9 2) le plus petit sous-ensemble de J" contenant A
et stable par les lois de X.

On notera %{A, 2) l'ensemble des représentations de figures de ^(A, S).
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Figure 5

En choisissant pour S l'ensemble des lois de composition précédemment
introduites, on peut générer toutes les figures connexes comprenant de manière
quelconque des figures de A, les points d'articulation étant les pôles.

Par exemple si A est l'ensemble { a, b } de la figure 3, et si on se place dans
le cadre de l'exemple 1, on espère obtenir tous les « quadrillages connexes
normes ». On obtient par exemple le dessin de la figure 5 avec :

b + ((boa) + (a x ({b oa) + b))
ou

b.b + (b o a) + a + ( - b) + ( - a)

Formalisons la notion de « toutes les figures connexes obtenues en ajustant
sur leurs pôles les figures de A ».

Définissons sur % la relation symétrique :

rx F r2 o r1 et r2 ont un pôle en commun.

Définition : On appelle ^-représentation tout sous-graphe fini connexe
de (%, T) dont les éléments sont des représentations de A,

Le support d'une ^-représentation est la réunion des supports de ses
éléments. L'ensemble de ses pôles est celui des pôles de ses éléments.

Théorème 6. Soit S = { +, o, x }. Pour toute ^-représentation R de
support K, pour tout x origine (resp. extrémité) d'un élément de K, il existe y
t e l q u e : (K, x, y) e Sl(A9 S) (resp. (K, y, x) e %(A, Z)).

Mais le choix du pôle y n'est pas quelconque. Prenons l'exemple suivant :
Soit T le groupe des translations de R2, considérons l'espace de figures

Soit { a, b } = A l'alphabet décrit à la figure 6.

na x nb

Figure 6

n° août 1975, R-2.



72 R. MOHR

On montre que quel que soit r e %({ a, b }, E), si Ie support de r est contenu
dans celui de na x nb, alors les pôles de r sont soit tous les deux sur la « partie
horizontale » du support, soit sur sa « partie verticale ».

Théorème 7. Soit S = { +, - }, pour toute ^-représentation R de sup-
port K, pour tous les pôles JC et y de R,

(La démonstration est identique à celle que fait Shaw dans [13] page 57,
dans le cadre d'une étude voisine.)

Par contre, le choix de S = { -h, — } présente un inconvénient : par
exemple, dans (R2, R2, 7") avec les figures de figure 6, pour décrire (b x a) + a,
il faut faire b + {- a) + a + a (fig. 7) c'est-à-dire, décrire deux fois une des
branches de la figure. Plus généralement, en utilisant { +, - } toute descrip-
tion de figures ayant au moins trois « branches », nous obligera à parcourir
au moins une de ces branches deux fois.

(b x a) + a

Figure 7

Autre choix de S

Nous avons abouti à des résultats positifs pour

S = { +,o, x } et Z = { + , - } .

Si S' c= E alors &(A, E') c &{A, Z); donc pour tout ensemble d'opérateur
plus grand que l'un des deux précédents, nous aurons les mêmes résultats
positifs. Par contre, pour tout ensemble d'opérateurs plus petit que l'un des
deux précédents, on montre que l'ensemble des supports de %{A, X) est
strictement contenu dans celui des ^-représentations. Par exemple avec
2 = { +, o } on ne peut pas obtenir de figure dont le support soit celui
de a x b (a et b étant définis à la figure 6).

Exemple d'utilisation :

Nous allons reprendre l'exemple de [4] qui a décrit toutes les lettres latines
manuscrites, à partir des quatre symboles de la figure 8.

Figure 8
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Cet alphabet de base est enrichi par application des symétries verticales ou
horizontales, ou une des deux translations verticales de module 1. Chaque lettre
est définie par une suite de ces symboles qui sont ensuite concaténées (fig. 9).

r- n
Figure 9

En utilisant, en plus des lissages et des raccordements de tangentes, il
engendre ainsi tout l'alphabet.

Plaçons nous sur l'espace de figure défini à l'exemple 3 de 4.1 (R2 muni
des déplacements) et considérons l'alphabet { a, b, c, d, < espace > } défini
à la figure 10 :

Figure 10

Nous allons ainsi construire par raccordement des tangentes les
mêmes figures ; par exemple : b + ((— a + c) od) donne la lettre « g » et
b + ((— a + c ) o d ) + ( e s p a c e y + a + d + ( - a ) + b d o n n e « gl »
(fig. 11).

P -«-®

symboles intervenant pour g V

Figure 11

Une telle écriture ne suit pas cependant le mouvement de la main ; celui-ci
correspondrait plutôt au schéma (fig. 12) introduit par l'expression

- c + ((c + c)oX) + a + d

- c - c + ((c + c)

n°août 1975, R-2.
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4.3. Longueurs d'une représentation, d'une figure

Définition : Soit (E, F9 G) un espace de figures. On appelle longueur d'une
représentation r — (K, o, e) et on note l(r) l'élément g de G tel que g(o) = e.

Proposition 6. Soit r t une représentation et soit r2 = g(r1 )

l(r2) = gHjr^g-K

Définitions : Soit ƒ une figure sur (E9 F9 G ). On appelle longueur de ƒ et
on note /(ƒ ) l'ensemble { gl^g'1 \geG,7 = ƒ }.

Soit 0 un point de F. On appelle longueur de ƒ relative à 0 et on note /0( ƒ )
la longueur de la représentation de ƒ dont l'origine est en 0.

Io(fl+fz)=lo(fl)-lo(f2)
Kfi°fz) =
KA x h) =

REMARQUE : -h muni les figures sur (0, G, G) d'une structure de groupe :
il suffit de remarquer que — ƒ est le symétrique de ƒ : ƒ + ( - ƒ ) = X.

Remarquons alors que l'application /0 de & dans G : l0 : ƒ -• /<,(ƒ ) est un
isomorphisme de groupe.

4.4. Ensemble algébrique de figures

Soit $ un espace de figures. Selon le choix des opérateurs dont nous
munissons 3% nous pouvons choisir plusieurs théories II, pour lesquelles S
sera une Tl-algèbre. Les éléments o de Fo de II seront dans ce qui suit identifiés
à leur réalisation <p (to), aucune confusion n'étant possible. T désignera en
particulier l'alphabet des figures de base et pourra désigner aussi Fo ; de même
on identifiera les morphismes o e i l / et leur réalisation cb. T désignera
{ - a\aeT} etX désigne toujours l'élément neutre pour l'addition.

Considérons alors les théories engendrées par les ensembles suivants (dans
tous les cas, Ft = 0 pour i > 2) :

Théorie 1^ F2 = { +, o, x }

Théorie n 2 F2 - { +, o}

F, = { " }
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Théorie II3 F2 = { + , o }
F1=0
Fo = TvT' U {%}

Théorie II4 F2 = { -f, o, x }

F0 = T

Théorie FI5 F2 = { + }

*i = ( ~ }
F0 = T

Théorie Il6 F2 = { + }

F0 = r u r.

Nous noterons f̂ct la classe des ensembles de fr qui sont algébriques pour
la théorie II, (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Nous avons vu (4.2) que pour toute T-représentation R, il existe une
représentation r de même support que R telle que { F } e A{ (i = 1,2, 3, 4, 5, 6).
C'est ce qui justifie le choix de ces six structures algébriques.

Nous allons comparer Au A2, A3, A^ A5i A6.

Théorème 6. Ax = A2

II est clair que A2 <= Av La réciproque est fondée sur le résultat suivant :

Théorème

II est clair

7. A

que

^6<=

5

2

A5.

A5 = A6

La réciproque s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme : Pour tout morphisme GO de II2 (resp. O5) il existe un morphisme œ'
de n 3 (resp. n 6) qui a même valeur d'interprétation que co.

Le lemme se démontre par récurrence sur le degré des morphismes ; par
exemple : - (ƒ, 4- f2 o f3) = ( - f3) + (f2 o X) + ( -ƒ , ) .

REMARQUE : Un groupe G est muni canoniquement d'une structure de
II5-algèbre et d'une structure de II6-algèbre. Le même lemme peut être établi
sur G et on démontre ainsi que la classe des ensembles algébriques sur la
IÎ5-algèbre G est égale à celle des ensembles algébriques sur la ÏT6-algèbre G.
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Énonçons encore deux résultats :

Théorème 8. A4 <= jil 5 AA ^ Ax.

Théorème 9. A4 <t Jt6 , A,6 £ A4.

Cas des figures fermées

Dans R2 muni des translations, soient a, è, c les figures décrites à la figure 13.

Figure 13

La figure na + nb + ne est une « figure fermée ».
On montre que l'ensemble des {na + nb + nc\n^ 1 } n'est pas algébrique

dans la E^-algèbre.
Nous avons le même résultat pour les carrés de côté n.
Les résultats sont à rapprocher de ceux de [6] : en n'utilisant que l'opé-

ration + introduite ici, il montre que l'ensemble des courbes fermées convexes
n'est pas algébrique.

5. LE PROBLEME DE LA RECONNAISSANCE

Q désigne dans ce qui suit une grammaire sur une des théories que nous
avons considérée précédemment (4.4).

& — (E9 F, G) désigne un espace de figures et % son ensemble de repré-
sentations.

Le problème de la reconnaissance est alors le suivant : existe-t-il un
algorithme qui, étant donnée une grammaire §, étant donnée une figure ƒ,
permette de décider si ƒ

5.1. Résultats théoriques

Nous avons un premier résultat négatif :

Théorème 10. Le problème de la reconnaissance des figures est indécidable.
Pour montrer ce résultat, ramenons-nous au cas du groupe libre où ce

résultat est connu.
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Soit G un groupe ; (0, G, G) est un espace de figures qui, muni de l'addition,
est isomorphe à G (cf. 4.3). Le problème de la reconnaissance se pose donc
dans les mêmes termes que pour G, or il est indécidable dans le cas général
sur un groupe (1 ).

Ce résultat n'est pas surprenant ; nous sommes placés ici dans un cas
extrême où les supports vides ne pouvaient pas nous renseigner que la
« composition de la figure » (c'est-à-dire sur l'arrangement des éléments de
l'alphabet qui composent notre figure). Montrons que si on se donne la décom-
position de la figure en éléments de l'alphabet, l'analyse syntaxique devient
possible.

Cela revient à partir, non d'une figure ou d'une représentation, mais d'une
r-représentation de T, (c'est-à-dire d'un graphe connexe dont les éléments
sont des représentations de T, la relation binaire : avoir un pôle en commun,
cf. 4.2). Le support d'une ^-représentation est l'union des supports de ses
éléments et son ensemble des pôles est l'ensemble des pôles de ses éléments.

Montrons d'abord par un exemple quel est le problème qui se pose.
Prenons comme espace de figures l'ensemble R des réels muni du groupe des

translations. Posons :

a = ( [0 ,1 ] , 0,1)
b = ([0,3/2], 0,3/2) (cf. figure 14).

Soit Qt la n3-grammaire dont l'unique règle est : Xx -> a -h a + a et
soit 82 la n3-grammaire dont l'unique règle est : X2 -• b + è. Donnons-nous
alors la T-représentation R décrite à la figure 15.

Figure 14 Figure 15

On peut alors se poser le problème de la reconnaissance de la façon sui-
vante : existe-t-il une représentation r telle que le support de r soit celui de R,
telle que l'origine et l'extrémité de r soient des pôles de R et telle que Te L(§)?
Dans ce cas, la réponse est positive pour nos deux grammaires 6X et 62. Mais
si on impose que la « décomposition » de r sur l'alphabet soit la même que R,
alors seule Sx convient.

(1) Ce résultat est bien connu sur les groupes où on démontre même des résultats plus
puissants, voir par exemple l'appendice de Shoenfield [20]. Une démonstration plus proche des
méthodes utilisées en théorie des langages peut être trouvée dans [13].
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C'est ce point que nous allons préciser.
Soit S = (N9 ; : = , X) une n3-grammaire. 3S(Ç>) est l'ensemble des structures

associées à S et pour un élément s e $(S), Q{s) est une figure (cf. 3.2).
Soit 0 un point de l'espace des pôles F. Nous allons associer à toute rami-

fication s de $(S) une ^-représentation TS0(s) :
— si s est de taille 1 s alors ^oi

s)est *a représentation de Q{s) d'origine 0
— si s = p (s1 + ... + sq), distinguons suivant le second membre oo de

la règle/? :

si 00 6 N alors q = 1 et ^0(
s) = "^o(Ji)

si <Ù = AoB alors q = 2 et T50(s) = ^ o ^ J u lS0(.y2)
si œ = i4 + B alors ? = 2 et -B0(jf) = B0Ùi) u 'o(Q(

où ^(Q^i)) est la longueur de fi^) relativement au point 0 (3.2).
T&ois) est une T-représentation associée à la structure s.

Soit par exemple, 9A définie par : 1 : X : : = A -h B
2 :B ::= a
3 :A::= B + B

9 j est une grammaire C-réduite de Q[.
La ramification 5 = 1 x (3 x (2 + 2) + 2) (fig. 16) appartient à
Si on prend pour 0 le zéro de R, ^0(s) est représentée à la figure 15.

7?(s) est l'ensemble des T-représentations associées à la structure s :
•G(s) = { TS0(J) | 0 e F }.

De même, on définit %0{s) comme une représentation de Q(s) qui a pour
origine 0.

La question que nous posons maintenant est : étant donnée une repré-
sentation R, existe-t-il une structure s e $£(§, X) telle que T5(J) contienne RI
Quels sont tous les éléments de $C(S, ^ ) vérifiant cette propriété ?

La réponse est donnée par :

Théorème 11. Il existe un algorithme qui, pour toute T-représentation R,
pour tout couple de pôle / et j de R permet de construire tous les éléments r
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de $£(S, X) tels que R - ^t(r\ et dont l'extrémité de la représentation 3it(r)
soit/

L'algorithme est une adaptation de l'algorithme d'analyse globale ascen-
dante de [21] ; il construit une grammaire donnant toutes les ramifications r
de $(S) telles que pour un /, R ZD ¥>&). Ensuite il reste à déterminer celles dont
la T-représentation associée est exactement R, c'est-à-dire celles dont le mot
des feuilles contient au moins une occurence de chaque élément de R ce qui
nous ramène à l'intersection d'un langage régulier et d'un langage à contexte
libre.

Ce résultat, positif, est cependant théorique car nous partons d'une T-repré-
sentation, c'est-à-dire qu'une représentation où tous les morceaux élémentaires
ont déjà été identifiés ; d'autre part il est très lent.

5.2. Un algorithme d'analyse syntaxique

L'algorithme d'analyse syntaxique précédent a pour donnée l'ensemble
de tous les constituants élémentaires de la figure à analyser; or réaliser ce
découpage de prétraitement suppose l'existence d'une procédure capable
d'extraire toutes ces formes élémentaires; une telle procédure est difficile
à réaliser et il serait souhaitable que l'analyse syntaxique guide une telle
procédure. Nous supposerons simplement l'existence d'une procédure de
reconnaissance pour chaque forme élémentaire et dont le seul paramètre est
l'origine de la représentation que l'on suppose présente.

En analysant une phrase d'un langage, on parcourt la phrase de gauche
à droite et chaque élément de la phrase n'est pris en considération qu'une fois.
Nous allons voir sur un exemple que ce n'est pas toujours le cas ici; dans R2

muni des translations considérons le système suivant :

A=a+Ava+Bva

C = - Û

D = - b
C U - Û + Z)

Z)u -b + A

La figure 17 donne un élément de la solution :

a + {a 4- b) + (— a) -h ( - b) + a mais qui est aussi
a -h n(a -h b + ( - a) + ( - *)) -h a;

Figure 17
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ce qui signifie que lors de l'analyse on peut parcourir un nombre arbitraire-
ment grand de fois la représentation.

Nous ne nous préoccuperons pas de ce problème ici : il y a deux manières
simples de la résoudre : soit fixer un nombre maximum de parcours de l'ana-
lyseur sur une même représentation, soit se restreindre arbitrairement en
supposant que ce cas ne se présente jamais.

Ceci nous amène à donner une définition qui va nous servir par la suite.
Soit S = (N, : : = , X) une grammaire. Soit 0 un point de l'espace des pôles

nous pouvons associer à chaque structure s e $£(S, X) une T-représenta-
tion TS0(s). Pour toute /"-représentation r nous noterons P(r) son ensemble
des pôles.

Soit s — p x (sl -\- s2) une structure. Nous dirons que s se superpose
par les pôles si

ou sx se superpose par les pôles
ou s2

 s e superpose par les pôles
ou si la règle de numéro p est A : : = B o C alors

)) n P(-G0(s2)) # { 0 }

ou si la règle de numéro p est A : : = B + C alors

) n P(lo(Q(Sl))CGo(s2))) * { lo(Cï(Sl))(0)

Une structure se superpose donc par les pôles si lors de la construction
associée à s deux pôles se superposent sans que cette superposition soit expli-
citement indiquée par les opérations.

Nous dirons que ƒ ne se superpose pas par le pôle si pour toute structure
s 6 $£(§> X) telle que Cl(s) = ƒ, s ne se superpose pas par les pôles.

Pour simplifier les énoncés des algorithmes nous nous restreindrons à
l̂és grammaires C-réduites sur la théorie n 3 ; ceci nous oblige en particulier

à autoriser la figure vide X (cf. 4.4). Tout second membre de règle sera donc
de Ta forme A, A + B, A o B ou a> où A et B désignent des éléments de
l'alphabet non terminal N, et a désigne une figure de l'alphabet terminal T
(dans T on fait aussi figurer X et T vérifie la propriété suivante : si a € T,
4 a f T). Tout ce qui est dit ici se généralise sans difficultés au cas où la
grammaire n'est pas C-réduite. Mais si nous nous placions sur la théorie II1

ou n 2 , c'est-à-dire si nous introduisons en plus les opérateurs x ou —, nous
serons contraints à introduire une procédure analysant de l'origine vers
l'extrémité et une autre analysant de l'extrémité vers l'origine, alors que
seule la première est nécessaire ici.

La grammaire pour laquelle nous écrivons l'algorithme d'analyse syn-
taxique est donnée par :

pour i = 1, ..., n At::= ©£| | ... | © .̂
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La procédure que nous considérons effectue l'analyse d'une représentation
à partir d'un pôle p, cette représentation étant supposée appartenir à la caté-
gorie syntaxique A. Si l'analyse a été menée avec succès, son résultat est
l'extrémité q de cette représentation. C'est une procédure indéterministe (1)
à choix et l'analyse ne se solde par un échec que si tous les choix possibles
mènent à une erreur (ici erreur a plutôt la signification d'impasse).

Analyse (A, p) :

si AsN alors début choix d'une règle A : : = oo ;
si co est de la forme B + C alors début q = Analyse (B, p);

Analyse := Analyse (C, q) fin;
si a> est de la forme B o C alors début Analyse (B, p);

Analyse : = Analyse (C, p) fin;
si (Ù = B alors Analyse : = Analyse (B, p

fin
si A e T alors début s'il existe une représentation de A d'origine p et d'extré-
mité q alors Analyse : = q sinon erreur fin

Pour que cet algorithme se termine il faut, comme dans le cas de l'analyse
syntaxique descendante habituelle, que la grammaire ne soit pas récursive
à gauche. Cette condition devient aussi suffisante si l'on ne s'autorise, lors
de l'analyse à ne parcourir qu'un nombre fini de fois chaque représentation de T
(la démonstration est la même que celle faite pour les langages [15]).

Remarquons que si a e T, Analyse (a, p) est une procédure qui se borne à
vérifier la présence d'une représentation de a d'origine p; et c'est dans ce sens
que nous pouvons dire que la reconnaissance est guidée par l'analyse syn-
taxique.

Réduction de Vindéterminisme

L'inconvénient d'une telle procédure indéterministe est de nous obliger
à de nombreux retours arrière en cas d'erreur. En procédant à des tests lors
de nos choix nous pouvons réduire Tindéterminisme.

Définissons plusieurs relations sur N u T.
La relation 3 nous permet de trouver quelles sont les procédures de

reconnaissance d'un terminal qui seront activées les premières lors de l'appel
d'Analyse (A, p) pour un non terminal A donné. L'appel d'Analyse (A, p)
va conduire à l'appel d'Analyse (B, p) pour un certain B tel que :

soit A ::= B (1)
soit A : : = B o C (2)
soit A ::= B + C (3)

(1) La programmation classique de procédures indéterminïstes se fait soit en essayant
successivement tous les choix et en faisant un retour arrière en cas d'erreurs, soit en traitant tous
les cas en parallèle.
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Si B = X il n'y a pas en fait de reconnaissance dans le cas (1) et dans les
cas (2) et (3) l'appel d'Analyse (B, p) sera alors suivi de celui d'Analyse (C, /?);

il peut en être de même si B>*- X.

Notons donc :AlBoB = NvT- {X}etA::=B

ou (3C e TV et (A : : = B + C ou A : : = B o C))

ou (3C € N et C>^ X et (^ : : = C = B ou
^ :: = C o B).

Nous appellerons ensemble initial de A et nous noterons 2n(A) l'ensemble
3n(A) = { a e T - { X } \ A Z + a } .

(Par définition, 3 + est la fermeture transitive de 3. Si 3 + admet un circuit,
la grammaire est récursive à gauche.)

L'origine de chaque figure qui dérive de A peut être origine de plusieurs
représentations terminales; c'est en particulier le cas si on applique la règle
A ::= B o C; nous allons définir l'ensemble 0(^4) des familles de terminaux
qui peuvent être placés à l'origine d'une figure dérivant de A.

Auparavant, nous allons introduire une notation supplémentaire.
Si T est un ensemble, nous noterons p(T) l'ensemble de ses parties. Nous

noterons P2{T) l'ensemble p(p(T)).
Sur p2(T) définissons l'opération :

Au B = {a\j b\aeAetbeB}

en particulier A û { 0 } = A.
Posons alors :

pour AeN 0(A) = |J 0(œ)
A::=<a

0{B + C) = 0(B) U (si B^- X alors 0(C) sinon ( 0 )

0(B o C) - 0(B) Ù 0(C)

siaeT : 0(a) = {{a}}

0(X) = { 0 }

Nous aurons par la suite surtout besoin de la définition de 0(co) lorsque
co est un second membre de règle.

Soit s une structure, s e $£(§, A); soit p un point de l'espace des pôles;
on note 0(s) l'ensemble des représentations de T — {X} d'origine p qui
appartiennent à la T-représentation *&p(s).
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On démontre alors facilement les propositions suivantes :

Proposition 1. Soit s e $C(§, A) une structure et soit p un point de l'espace
des pôles. Si s ne se superpose pas par les pôles alors 0(s) e 0(A).

Proposition 2. Si l'appel d'Analyse (A, p) conduit à un succès, si Up
désigne l'ensemble des représentations d'origine p que l'analyse a reconnues,
alors il existe Ve 0(A) tel l'ensemble Vp des représentations de V d'origine p
vérifie Vp c: Up.

Proposition 3. Va e ïn{A) , 3VeO(A) , aeV

Proposition 4. VVeO(A) (Vn 2n(A) = 0 o V = 0)

de plus, si A ne dérive pas X, alors

V±e{+,o} , VVeO{A±B) Vn3n(A)*0.

En conséquence, dans la procédure analyse (A, p), le choix d'une règle
A ::= (ù ne doit se faire que s'il existe un élément de 0(co) dont toutes les
représentations d'origine p sont présentes dans l'image à analyser (proposi-
tion 2).

Un test plus faible est déduit de la proposition 4 : si de B ne dérive pas
le mot vide alors on ne choisit une règle A : : = B JL C que si une représen-
tation d'un élément de 2n(B) apparaît aux pôles /?; et si de B dérive le mot
vide ce choix ne doit se faire que si une représentation d'un élément de
3n(B) u 3«(C) apparaît au pôle p.

Le test sur 0(co) réduit évidemment plus l'indéterminisme que le test
sur 3n(B\ cependant il demande un appel plus nombreux des procédures de
reconnaissance, alors que le test sur les initiales ne demande pas plus d'appels
de procédure de reconnaissance que le programme d'analyse syntaxique
lorsque tous les choix sont faits successivement. Si le temps d'exécution de
ces procédures est long, on préférera donc faire le test le plus faible et traiter
plus de retours arrières; et dans le cas contraire on testera sur O(œ) (ce peut
être en particulier le cas lorsqu'on opère non plus sur des figures mais sur
des graphes que l'on peut munir d'une structure analogue [18]).

Amorce de Vétude du déterminisme

Le mot vide joue un rôle particulier dans l'étude des langages et les figures
dont l'origine et l'extrémité sont confondues (c'est-à-dire dont la longueur est
l'élément neutre, ce que nous notons /(ƒ) = 1), jouent un rôle analogue.

Nous allons transformer la grammaire en faisant apparaître les non-
terminaux (N") d'où ne dérivent que des figures dont l'origine et l'extrémité
sont confondues, et les non-terminaux (N ) où ceci ne se produit pas si les
figures ne se superposent pas par les pôles, ce que nous supposerons.
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Construisons une grammaire Q' à partir de S :

si dans Q nous avons les règles Alors dans §' nous avons les règles

A : := B + C A' :
A" :
A' :
A" :
A' :
A" :

; =
: =
: =
: -

; =
: =

s/ /(a)

B
B'

B'
B'
B'
B"

= 1

+ c
+ C"
o C
o C'

alors ,
sinon ,

B'

B"
B"

A" :
A' :

+

0

o

C'

C'
C'

= a
-- a

: : = a (a e T)

Si on autorise Q' à avoir deux axiomes X' et X", §' engendre le même
langage que S et, à une transcription près (A' -* A, A" -> ^4), les structures
de S' sont celles de §.

Remarquons que Atf>±- f entraîne /(ƒ) = 1, mais que la réciproque n'est
vraie que si ƒ ne se superpose pas par ses pôles, ce qui est supposé ici.

Remarquons enfin que si /( ƒ ) = 1 alors f + g = f ° g.
Reprenons alors la définition 0 en distinguant l'ensemble des origines

de figures de longueur 1 (O2) et celui des origines des figures de longueur
différentes (Oj.

Posons : pour AeN , O^A) = 0(^4') A' e N'
02(A) = 0(A") A"eN"

où 0 est définie comme précédemment, mais sur la grammaire 8'.
Nous vérifions que 0(A) ^ OX(A) u 02(A).
Nous supposerons l'existence d'une procédure cherche (p) dont le para-

mètre p est un pôle et le résultat est l'ensemble des terminaux ayant dans
l'image une représentation d'origine p.

La procédure d'analyse comportera cette fois un paramètre supplémen-
taire : l'ensemble V des représentations à prendre en considération au pôle p.
Lors de l'appel de Analyse (A9 F, p) la procédure choisit une règle A : : = co
telle que 0(œ) = F; puis elle rappelle les procédures correspondant à œ.
Si co est de la forme B o C alors, l'origine de la représentation dérivant de B
coïncidant avec celle de C, il faut choisir A"et Y appartenant à 0(B) et 0(C)
tel que X KJ Y = V et reprendre l'analyse de B avec X et celle de C avec Y;
le même cas se produit si œ = A + B et si de A dérive une figure de longueur 1.
Ceci nous amène en particulier à introduire une procédure supplémentaire
qui n'analyse que les figures de longueur 1 ; nous l'appellerons X Analyse.

La procédure normale d'analyse retourne toujours comme résultat l'extré-
mité q de la figure analysée.
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Sip est choisi pour le début de l'analyse (et si Xest l'axiome de G) l'appel
initial sera

Analyse (X, cherche (p\ p).

La procédure analyse étant :
Analyse (A, V, p)

si A e N : choix d'une règle A : : = co telle que V e O(œ);
si (Ù = B + C afors ófe?6wf CAOÏX (C/MJÙC de XeO2(B) et 7 e O(c)

tels que Xu y = V; X Analyse (B, X,p);
Analyse : = Analyse (C, 7, p))y

{choix de XeO^B) tef que X = F;
4 = Analyse (5, X, p);
Analyse : = Analyse (C, cherche (q)% q)

fin
si <Ù = B o C alors début choix de X et 7, XeO{B), YeO(C) tels que

XuY=V; Analyse (tf, X, p);
Analyse : = Analyse (C, Y, p)

fin
si (Ù = B alors Analyse := Analyse (B, V, p)

si A e T : si (il existe une représentation de A d'origine p9 de longueur 1
alors (soit q son extrémité, Analyse ::= q)
sinon erreur

la procédure X Analyse est peu différente :

X Analyse (A, V, p)

si A e N : choix d'une règle A : : = co telle que FeO2(©);
si Q) = B + C alors début choix de l e 02(B\ de Ye O2(C)

tels que X u y = K;
X Analyse (B, X, p); X Analyse (C, Y9 p)

fin
si (o = B o C alors début choix de Xe O(B), de YeO2(C)

tels que Xv Y = V;
Analyse (B, X, p); X Analyse (C, Y, p)

fin
si (Ù = B alors X Analyse (B, V, p)

si A e T : si 1 (il existe une représentation de A d'origine p, de longueur 1
et { A } = V) alors erreur

On en déduit une condition suffisante de déterminisme :
Dx :A ::= œ , A ::= co' et co # <Ö' => O(co) n O(<o') = 0
D2:A ::= B o C=> {VXsO(B) 9 V7 eO(C) , ^ n 7 = 0
Z>i : ^ ::= B + C^(VXeO2(B) , V7 eO(C) ^ n 7 = 0 )
2)3 :̂ 4 : : = £ + C => ( W e O ^ j , VJT eO2(5), V7GO(C) , X # Z 'u 7)
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En effet ces conditions ne permettent pour chacun des choix qu'une seule
possibilité au plus.

Ces conditions ne sont pas trop restrictives et sont voisines des conditions
de déterminisme des grammaires LL(1). En particulier la condition Dx est
souvent satisfaite par factorisation;
par exemple, si A : : = a H- A \ a

on peut très bien écrire :
A ::= a + B
B ::= A | X.

Par contre, en supposant que les structures de nos grammaires ne se
superposent pas par les pôles, nous faisons une hypothèse plus restrictive.

Si par exemple nous voulons décrire des carrés, ncius pouvons considérer
la grammaire suivante :

X::= A o (B + C)
A : : = a + A -f b\a + b
B : : = b + B\b
C ::= a + C\a

qui engendre les (na + nb) o (mb + pa) (fig. 18) m > 0, n > 0, p > 0

Figure 18

Et si nous voulons obtenir des figures fermées nous rajouterons une
condition supplémentaire : la coïncidence de l'extrémité de C et de celle de A ;
il est clair que dans un tel cas les structures se superposent par les pôles
exactement là où nous imposons la superposition.

La question est aussi posée de savoir s'il est possible de déterminer si une
grammaire possède ou non une structure qui se superpose par les pôles.

CONCLUSION

Nous avons montré que l'analyse syntaxique, idée fondamentale mais
simple, peut se généraliser sans trop de difficultés à des structures plus
complexes que le monoïde libre.

Dans notre exemple sur les figures, il est clair que cette idée est nettement
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insuffisante pour résoudre le problème de la reconnaissance des formes.
D'abord une figure qui n'est pas un assemblage de lignes (ou de surfaces
manipulées comme une ligne : par raccordement bout à bout) ne se décrit
pas par une structure algébrique; il faudrait au moins y ajouter des relations
telle que la relation topologique « à l'intérieur de ». Par ailleurs certaines
figures n'admettent pas de description structurée et donc par là aucune analyse
syntaxique n'est possible (par exemple pour la photographie de nuages).

Une autre difficulté vient du risque d'erreur lors de la reconnaissance
d'un constituant syntaxique. Pour cela il faudrait introduire une reconnais-
sance avec une quantification du risque d'erreurs, munir les règles d'un degré
de probabilité d'utilisation dans un certain contexte et on pourrait ainsi
obtenir une reconnaissance avec un degré de vraisemblance.

Une telle méthode est actuellement mise en œuvre pour la reconnaissance
de la parole, (dans ce cas la structure algébrique est à nouveau celle du
monoïde libre) et les premiers résultats semblent prometteurs [8].
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