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SUR L'IMAGE,
PAR UNE TRANSDUGTION RATIONNELLE,

DES MOTS SUR UNE LETTRE

par J. L. DURIEUX(1)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — On étudie la structure de l'image T(xn) d'un mot sur une lettre par une transduction
rationnelle T. Cette étude permet de montrer qu'aucun langage algébrique non-rationnel borné
dans a*b* n'appartient au cône rationnel engendré par les langages sous-cycliques. On montre
également que le langage symétrique S, générateur des langages linéaires, n 'appartient pas au cône
rationnel engendré par les langages bornés.

INTRODUCTION

L'un des domaines de recherche les plus actifs de l'Informatique Théorique
est l'étude et la comparaison des diverses familles de langages fermées par
transductions rationnelles, ou cônes rationnels. Les travaux menés dans ce
domaine rejoignent ceux concernant les « AFLs » dans un même effort
d'unification des nombreux résultats de la théorie des Langages et des Auto-
mates. Les propriétés des transductions rationnelles, dont la première carac-
térisation est due à M. Nivat [8], sont essentielles à ce point de vue.

Notre résultat principal est une propriété de commutation de l'image T(xn)
d'un mot sur une lettre xn par une transduction rationnelle T. Il rend possible
l'étude du cône rationnel engendré par les langages sous-cycliques sans
formuler aucune hypothèse supplémentaire sur ces langages.

Il est montré que le cône rationnel engendré par les langages sous-cycliques
et la famille des langages algébriques non-rationnels bornés dans <?*è* sont
disjoints. Ce résultat est quelque peu surprenant, eu égard à la « quantité

(1) U.E.R. d'Informatique, Université Paul Sabatier, Toulouse.
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2 6 J. L. DURDBUX

d'information » que peuvent détenir les langages sous-cycliques et que mettent
en évidence S. Ginsburg et J. Goldstine [5] et R. V. Book [3] :

II existe des langages sur une lettre tels que le plus petit cône rationnel
fermé par union, intersection, produit et étoile les contenant contienne tous
les langages récursivement énumérables.

La propriété de l'image T(xn) que nous mettons en évidence permet égale-
ment de montrer que le langage symétrique S (ensemble des palindromes)
n'appartient paŝ  au cône rationnel engendré par les langages bornés
quelconques. Ce résultat étend celui de S. Greibach [7] d'après lequel S
n'appartient pas au cône rationnel des bornés algébriques. Il complète égale-
ment celui de J. Goldstine [6] d'après lequel les langages obtenus par substitu-
tion ou étoile de langages non-rationnels n'appartiennent pas au cône rationnel
des bornés quelconques.

1. PRELIMINAIRES

Soit X un alphabet fini, X* le monoïde libre engendré par X et dont
l'élément neutre est noté 1. Pour tout partie P de X*, P* est le sous-monoïde
de X engendré par P. Si P — {u }, on écrit w* au lieu de { u } *.

Un langage L sera dit sous-cyclique s'il existe un mot x tel que L ç x*9

et il sera dit borné s'il existe un w-uplet de mots {ax,..., an) tels que L £ a\ ... a*.
Nous noterons \u\ la longueur du mot w, et si xx ... xn est l'expression de u

en lettres de X, ü désignera le mot xn ... xlt

Dans la suite de notre-propos sur les langages sous-cycliques et bornés,
nous considérerons x, ou at... an comme des lettres, cette restriction n'amenant
aucune perte de généralité pour nos résultats.

Les transductions rationnelles de X* dans F* sont les correspondances
canoniquement associées aux parties rationnelles de X* x Y*. Si Test une
transduction rationnelle de X* dans 7* et w un mot de X*9 nous désignerons
par T(w) l'image de w, ou ensemble des mots w' de Y* tels que (w, w')
appartienne à la partie rationnelle de X* x 7* définissant T.

Enfin, nous appellerons cône rationnel toute famille de langages fermée par
transduction rationnelle. Le cône rationnel engendré par une famille de
langages est l'ensemble des images des langages de cette famille par des
transductions rationnelles.

2. RESULTATS

Théorème 1

Soient T une transduction rationnelle de X* vers Y*, x une lettre de X,
w et u deux mots de YY*.
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IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 27

Alors il existe deux entiers N et S (S ^ 0) ne dépendant que de T et des
longueurs \u\ et \v\ et vérifiant la propriété suivante :

Si aup$vqy e T(xn) et si/?, ? > N, alors il existe ij > 0 avec i + j = S tels
que :

1) aw'- 'Pu^Y 6 T(xn) et awp+iPi;«-JY 6 T(xn)
2) si j = 0, alors j = S et OCUPPU4~JV)*Y Ç r(x")
3) si j = 0, alors / = 5 et an*" V)*PÜ*Y £ r(xB)

La preuve de ce théorème, qui est longue et assez technique, est donnée en
annexe.

Théorème 2

Aucun langage algébrique non-rationnel borné dans a*b* n'appartient au
cône rationnel engendré par les langages sous-cycliques.

Preuve : Soient L <, L # , L > les trois langages

L< = { anbm \n9 m e N ; n < m)

L^ = { anbm \n, m e N ; n ^ m}

L> = { a"èm | « , m e N ; « > w }

J. Berstel et L. Boasson ont montré que si L est un langage algébrique
non rationnel borné dans a*è*, il existe une transduction rationnelle T telle
que T(L)e {L<> L ^ , L> } [1]. Pour établir le théorème, il suffit donc de
montrer qu'aucun de ces trois langages n'appartient au cône rationnel
engendré par les langages sous-cycliques. Nous allons procéder en montrant que
chacune des trois hypothèses contraires entraîne une contradiction :

1 ) Supposons qu'il existe une transduction rationnelle T et un langage
sous-cyclique A £ x* tels que L< = T(A).

Soient N et S les deux entiers associés à T par le théorème 1 pour u = a
ett, = è ( H = \v\ = 1).

Le mot aNbN+1 appartient à L <, donc il existe xn e A tel que aNbN+1 e T(xn).
Comme N + 1 ^ N ^ N, il existe deux entiers i et j de somme S tels que

aN+ibN+l-JeT(xn).
xn appartient à A, T(xn) <= 7(A), donc aN+ibN+i-j s L<.

Mais (N -h i) ~ {N -h 1 - j) = S - 1 et S - 1 > 0, ce qui contredit
aN+ibN+1~JeL< (N + i < N + 1 -y ) .

2) On montre de manière analogue que L> n'appartient pas au cône
rationnel engendré par les langages sous-cycliques.

3) Supposons qu'il existe une transduction rationnelle T et un langage
sous-cyclique A £ x* tels que L # = T(A).

n° août 1975, R-2.



28 J. L. DURIEUX

Soient N et S les deux entiers associés à T par le théorème 1 pour w = a,
v = b(\u\ = \v\ = 1).

aNbN+s e L^ puisque S # 0. Donc il existe jcneA tel que aNbN+s e T(xn).
Mais alors il existe deux entiers i et; tels que i + j = S et aN+ ibN+s~i e r(x")

doncaN+ibN+s'je T{A) = L*.
On a alors N + i^N+S— j d'après la définition de I # et

N+i = N+S-j d'après i + j = S.
Q.E.D.

Pour aborder l'étude du cône rationnel des langages bornés quelconques,
nous allons faire quelques remarques supplémentaires. Elles nous permettront
d'appliquer le théorème 1 à ce cas.

Appelons transducteur fini de X* dans F* l'objet défini par un ensemble
fini Q d'état et un ensemble fini de quadruplets deQ x Xu {1} x YKJ {1} x Q.

Chaque couple d'états (q, q') du transducteur définit une transduction
rationnelle Tqq,, dite associée au transducteur. Toute transduction rationnelle T
pouvant être ramenés à une transduction rationnelle associée à un transducteur
fini [8], on peut donc lui associer des transductions rationnelles Tqq, en nombre
fini, de sorte que :

si v e T(u) et u = «i ... un9 alors v e Tqoqi(ut)... Tqn^iqn(un)

Théorème 3

Le langage symétrique S — {w c w \w e (a v b)* } n'appartient pas au
cône rationnel engendré par les langages bornés.

Preuve : Supposons qu'il existe un langage borné B et une transduction
rationnelle Ttels que S — T(B) avec B e af ... a*, où at ... an sont des lettres
(si et! ... an étaient des mots de plusieurs lettres, on pourrait se ramener à ce
cas grâce à un homomorphisme inverse et une intersection avec un langage
rationnel).

On peut associer à T des transductions rationnelles Tqq, en nombre fini.
A chacune d'elles, le théorème 1 fait correspondre pour chaque jcrun couple
d'entiers (N, S), (u = a, v = b ; \u\ = \v\ = 1). Soit/? un entier supérieur à chacun
des entiers N ainsi définis.

Le mot w = (apbpf c (bpapf appartient à S = T(B). Il se factorise en wx... wn

avec W l e Tqoqi(a*)... wn G Tqn_iqn{a*).

A chacun des préfixes 1, apbp,... (a bp)n de w, faisons correspondre le mot
de la suite wt, w1w2, ..., wx ... wn le plus court dont il est préfixe.

L'un des mots de la suite wl9 wxw2, ..,, wx ... wn correspond au moins
à deux préfixes de la suite 1, apbp, ..., (apbp)n.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 2 9

Si wx ... wh est ce mot, w admet une factorisation :

w = wV'w'", avec w' - {apbp)l'x(l > 1)
w" = apbp

et w" e 2^(ÛJ) pour une certaine transduction Tqq, associée à T et un certain
entier k. p étant assez grand, le théorème 1 s'applique et permet de construire
un mot v = ap~ibp+i(i + j - S # 0) appartenant aussi à Tqqf(a\Y

Substituant v à w" dans l'expression w = w W " , on obtient un mot
de T(B) qui n'est pas symétrique, ce qui contredit l'hypothèse 5 = T(B).

Q.E.D.

3. PREUVE DU THEOREME 1

Dans la preuve du théorème 1, nous supposerons que les alphabets X et Y
sont disjoints. Cette hypothèse n'amène aucune restriction car le cas X n Y # 0
peut être éliminé par réécriture de X ou de Y.

Nous emploierons la variante d'Eilenberg [4] de la caractérisation des
transductions rationnelles de Nivat [8] :

Théorème 0

Si T est une transduction rationnelle de X* x Y* et si X n Y = 0, alors
il existe un langage rationnel R inclus dans (X u Y)* et tel que :

T = { (<p(A), \|/(/0)) | h e R } où cp et \|/ sont des projections de (Xv Y)*
sur X* et 7* respectivement

Rappelons qu'un rationnel R définit une congruence droite d'index fini.
Nous emploierons le lemme de l'étoile sous la forme suivante, qui se démontre
de manière analogue :

Lemme 1

Soit R un langage rationnel et r l'index de la congruence droite définie
par R. Si wi ... wreR9 alors il existe deux entiers distincts i et y' tels que

Nous conviendrons que pour i = 0, wx ... wt = 1, et pour ƒ = r,
wj+1... wr - 1.

Enfin nous utiliserons aussi le lemme suivant qui est une légère modification
d'un résultat classique :

Lemme 2
Soit R un langage rationnel et r l'index de la congruence droite définie

pariî.
Si u G X* et si wiu

r(ur-)w2 e R, alors wlu
r(url)*w2 £ R.

n°août 1975, R-2.



30 J. L. DURIEUX

Preuve : Dans la suite des préfixes { wxu
k | k = 0, ..., r } il existe deux

préfixes w{u\ wxu
j tels que :

n̂ w* s wxu
J (0 < i' < j < r) (principe des tiroirs)

= étant une congruence droite, il en résulte que :

w1w
f = w1w

i(w-/"1)" pour tout entier n

Or j — / divise r\ Donc vt̂ w1 = w^1*/1 = W1M
I(MI*!)" pour tout entier «.

Il en résulte que

w1u
iur~iw2 = w1u

lurtur~lw2 et w1u
iur~iw2 = wiu

i(urlfur~iw2

pour tout entier n.

Comme wlu
iurXur~iw2 = w1u

r+r]w2eR et que = sature R9 l'inclusion
w1u

r(url)*w2 ^ R est établie.

Q.E.D.

Avant de passer à la preuve proprement dite, nous donnerons un aperçu
informel des principaux arguments qui y interviennent :

L'appartenance de oiup$vqy à T(xn) entraîne l'existence d'un mot h de R
de projections xn et awpPi?4y.

h € R

R rationnel
définissant

Uf*e congruence
droite d'index r

Figure 1

Ce mot h peut être factorisé selon sa projection at/ppi?9y :

f, g,g2 g, u h,h, h, f j

factorisation de h selon sa projection sur Y*
Figure 2

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 31

Les facteurs obtenus sont ensuite regroupés r à r :

regroupement des facteurs g* et hj
G1 G2 Gp' J!£l^_

/
/

-crf 1
g h

Figure 3

L'application du lemme 1 permet alors d'opérer les transformations décrites
ci-dessous :

— G L G" _G_*" —H' H" , J1T-

: \ / : : : \

fois / \ „fois

G1 G" H* H" H" H"

échange de facteurs itérants dans h

Figure 4

L'usage du lemme 2 permet de réduire à 1 le nombre de groupes de plus
de (r -f r !) occurrences de x dans A.

Des arguments analogues à celui établissant le lemme 2 permettent enfin
d'établir le théorème 1.

Nous allons tout d'abord établir le résultat intermédiaire suivant qui
suffit d'ailleurs pour montrer que le langage symétrique n'appartient pas au
cône rationnel engendré par les bornés.

n° août 1975, R-2.



32 J. L. DURIEUX

Proposition 1

Soient Tune transduction rationnelle de X* • 7*, où X n Y = 0, x une lettre
de X, u et i? deux mots de 77*. Il existe deux entiers r et 5 (s = r 3(r + r !)2 \u\ • \v\ )
tels que :

Si aMpf}u*Y e T{xn) et si/? et q sont supérieurs à r + s (n,p, q entiers), alors
l'une au moins des deux éventualités suivantes est vérifiée :

1 ) II existe deux entiers non-nuls I et J tels que

aMp" Jp^+ Jy e T(xn) et OLup+I$vq~Jy e T(xn)

(alors I et J sont inférieurs à rs \u\ \v\

2) r(xn) est un langage rationnel infini contenant au moins l'un des deux
ensembles

ou

Preuve

Soit aiup$vqy e T{xn\ alors il existe un mot h du langage rationnel R défini
par le théorème 0 tel que :

où <p est la projection de (X u Y)* sur X*? \|/ celle de (Jf u Y)* sur F*. Soit r
l'index de la congruence droite définie par R.

Remarquons tout d'abord qu'on peut supposer qu'il existe au plus un
facteur composé d'au moins (r + ri) occurrences consécutives de x dans A.

En effet, s'il existe au moins deux tels facteurs, on peut poser :

h — w1x
r+rlw2x

r+r'w3

Or, d'après le lemme 2, on a :
M^xr(xr!)*M;2x

r(xr!)*W3 ç R

Donc le mot h! = w1x
r + 2rlw2x

rw3 appartient à i?, et cp(/i') = q>(h) = xn,
v|/(/*') = y\,(h) = aw'P^y.

Il est clair qu'on peut répéter ce procédé autant de fois qu'il est nécessaire
pour regrouper tous les x excédentaires de x r+p! en un seul facteur.

L'égalité \|/(A) = aup$vqy entraîne l'existence d'une factorisation de h en :

avec

f,-)= u (pour/ = 1,.../?)
hj) = ü (poury = 1, ... ̂ r)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 33

Posons :
G* = = Ü1 Q '

1 & i •*• î?r *
G2 = 9r+l -dlr

Gi = 9(i-l)r+l -9ir

**p' == ^(p'-l)r+l •" Qp'r

et de la même manière :

p";p" < r

q" ; q" < r

On obtient ainsi une nouvelle expression de h :

h = f1G1 ... Gpfgp,r+1 ... gpHx ... Hq,hq,r+i ... hqf3

D'après le lemme 1, chaque facteur Gt se factorise lui-même en
Gi = G\G"G';\ et chaque facteur H} et H^H'jH'f d'une manière telle que :

L'expression régulière obtenue en substituant GÎ(G'/)*(J-" à Gt(i — 1,.../?.')
et Hj(H])*Hj" à flj(/ = 1,... qf) dans A est celle d'un langage inclus dans R.

La remarque que nous avons faite au sujet des facteurs de (r + r !) occur-
rences consécutives de x au moins nous permet de supposer qu'au plus un
facteur G" contient au moins (r -f r!) • \u\ * r occurrences de x et au plus
un facteur H'j contient au moins (r +• r !)••* \v\ • r occurrences de x. L'application
du principe des tiroirs permet d'affirmer :

(p' — 1) facteurs G" au moins sont tels que :

T .

(qf - 1 ) facteurs HJ au moins sont tels que :

0 < \HJl ^ (r + rl)>\v\-r.

Soit X le quotient de la division de {p' — 1) par (r 4- r !) * \u\ • r.

Soit n le quotient de la division de (qf — 1) par (r + r\) • \v\ • r.

À, facteurs G" au moins ont le même nombre 0 d'occurrences de x,
etO ^ 0 ^ {r + r ! ) - \u\ -r

\x facteurs de H'j au moins ont le même nombre r| d'occurrences de x,
etO < Ti < (r + r ! ) - |i?| T .

Si A, ^ (r + r !) • |i;| • r, alors À, > n> et si ju, ^ (r + r !) • |w| • r, alors |i ^ 0.

On peut donc extraire de la suite des X facteurs G" tels que \G"\X = 6 une
sous-suite S de r| facteurs, et de la suite des |i facteurs H'j tels que \H'j\x = r|
une sous-suite S" de 9 tels facteurs.

n° août 1975, R-2.



34

On a alors :

I l<
ieS

J.

A.

L. DURIEUX

Gt = G; s i £ i S, G'IG'IYG'" s i f e S

Hj = Hj si ^7 S', ff}H;' si j e S'

Soient h et h les deux mots définis par :

h - A G ^ a ... Ôp,... 0 , / A ... ^ ... A, f3

h = f1G1...Gp,...gpf2H1...Hq,...hqf,

j f = G, si $ i S, Gfi" si i e S
avec <J ^ l o

r̂  = Hj s i ^ j 5', H'j(Hf;)2H]f si j e S'

On a :

avec r| ^ I < rr| et 0 < / < r6.

1 ) Si -qG # 0, alors I J ^ 0. On se trouve devant la première éventualité.

On a de plus : I < r2 - (r + r !) |u|, / ^ r2(r + r !) |u|9 d'où le majorant

commun \Jrs \u\ \v\9a\ccs — r*(r + r !)2 |w| |Ü|.

2) Sir|9 = 0, alors r| = 0ou6 = 0 (ou les deux). Ces deux cas étant symé-
triques, nous n'envisagerons en détail que le cas 0 = 0.

Dans ce cas, l'hypothèse X ^ r(r + r !) |t?| que nous avons formulée montre
l'existence de (r + r !) \v\ facteurs G" dans h, tous égaux à une certaine puis-
sance um(m # 0 ; m < r).

Le mot h' obtenu en enlevant à h (r \jm) * \v\ de ces facteurs est donc tel que
q>(h') = JC", ty(h') = aup~r ^$vqy.

De plus, chacun de ces facteurs G" peut être répété un nombre arbitraire
defois(|G;'|x - 6 = 0).

up-r-W(url)*$vqy s T{xn).

Le cas r| = 0 entraîne de la même manière l'inclusion : ocwppt;*~r!|"1 (t>p!)*y.

Enfin, dans chacun de ces cas, T(xn) est un rationnel infini, puisque { xn }
est un langage fini et Tune transduction rationnelle, le caractère infini résultant
des inclusions précédentes.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 35

Pour conclure cette preuve, il reste à déterminer à partir de quelles valeurs
de p et q nos déductions s'appliquent. Il suffit pour cela de reprendre les
définitions de X et jx :

Si X ^ (r + r !) \v\ r alors (pf - 1) > r2(r + r !)2 \u\ * \v\
donc p ^ r + r3(r + r !)2 |M| |Î;|

Si n ^ (r -f r !) |w| r alors (q' - 1) ^ r2(r -h r !)2 |w| • \v\

donc # > r -h r3(r -I- r !)2 \u\ \v\

Reprenant la définition de s :

nous avons : p ^ r + s, q ^ r + s, valeur à partir de laquelle les divisions
successives de la preuve donnent des quotients X et |i assez grands.

Q.E.D.

Preuve du Théorème 1

D'après la proposition 1, il existe deux entiers r et s (s = r3(r -f- r !)2) tels
que :

Si (xup$vqy 6 r(x") et sip et # sont supérieurs à r + 5, alors l'une au moins
des deux éventualités suivantes est vérifiée :

- Il existe deux entiers non-nuls ƒ et J tels que

awp-'Pi>*+Jy G T(xtt) et OLUP+I$V*-Jy e T(xn)

et I,J^ y/rs \u\ \v\

— T(xn) est un langage rationnel infini contenant

Comme / et J < \/rs \u\ \v\, la somme / H- J est toujours inférieure ( ̂  )
à 2\/rs \u\ \v\

I • J étant non-nul, / + J ^ 2

Posons N = X(r + s) ; X = (2 %/rs |M| |i?| + l)(r !)((2 Vrs |u| |v|) !)

S = (2Vrs|ii| |i;|)!r!

Si w = awpPi;qy e r(x"), avec p9 q ^ N, alors u> admet X factorisations
du type :

n° août 1975, R-2.



36 J. L. DURIEUX

Chacune de ces factorisations permet l'application de la proposition 1 :

\ / i* L 1ère éventualité : cas l

éventualité : cas 2 et cas 3

Remarquons que la substitution d'exposants :

(r + r ± 4 ) , (r + s ±Jk) , (r + j + (y - |i>|)r !)ou (r + ^ + (y - \u\)r\)

aux exposants (r + 5) correspondants selon les cas ne modifie pas les substitu-
tions possibles pour les factorisations a /«

r+sp /i/
+syz si / # k : les facteurs

du mot de R de projections xn et at/ppu*y considéré étant disjoints, la modifi-
cation des facteurs opérée dans la transformation de akt/

+5^kv
r+syk n'altère

pas les facteurs concernés par la transformation de ailr
r+s$lv

r+syl.

Comme 2 ^ (Ik + Jk) ^ 2v rs |u| |fj dans le cas 1, et comme
X = (2\/rs |w| \v\ + 1)! r !, le principe des tiroirs permet d'affirmer que l'une
des trois éventualités suivantes se présente :

I ) Une même somme (Ik + Jk) peut être associée à (2\/Vs |u| \v\) ! r ! facto-
risations distinctes au moins.

2) Le cas 2 se présente pour (2vrs \u\ \v\)\ r! factorisations distinctes
au moins.

3) Le cas 3 se présente pour (2y/rs \u\ \v\)\ • r ! factorisations distinctes au
moins.

Dans la première éventualité, l'inégalité Ik + Jk < 2 v rs \u\ \v\ implique

que (Ik + Jfc) divise (2\Jrs \u\ \v\)\ r!. Il existe donc un entier m tel que

m(Ik + Jk) = 2Vrs|M| |i?|!r!
II suffit alors de prendre m couples (ƒ„ Jt) de somme It + Jt = Ik + Jk

et de calculer les sommes i = S//5 7 = 27, correspondantes :
on a : a w ^ p t ^ y e T(xn) et awp+ip^~Jy G r(xn)

avec f +7 = (2%/rs|u||tî|)!r! = S; ij ^ 0

Dans la deuxième éventualité, il suffit d'opérer (2 v rs |u| |i?|) ! substitutions
de « r + V ! à i /+ s parmi les (2y/rs \u\ \v\) ! r ! possibles à gauche de p.

On a alors :

<xup+i$vq~jye T(xn), avec i = S , 7 = 0
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On peut également opérer (2\/rs \u\ \v\)\ substitutions de wr + s ~ r ' à wr+s

parmi les (2\/rs \u\ \v\)! r ! possibles à gauche de p.

On a alors :

a w p " ' P ^ + J y e T(xn\ avec i = S , 7 = 0

De plus, d'après la proposition l , o n a l'inclusion

Comme z = 5 et que r ! divise S,

««'"'VFP^Y s T(xn)

Cette deuxième éventualité couvre donc le cas j = 0.
La troisième éventualité se traite de manière symétrique et couvre le cas

i = 0.
Q.E.D.
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