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UNE CARACTERISATION
DES GENERATEURS STANDARD

par J. M. AUTEBERT et J. BEAUQUIER (%)

communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Un langage algébrique L est générateur du céne rationnel des langages
algébriques, si, pour tout élément L’ de ce céne, il existe une transduction rationnelle T
telle que ©(L) = L’. On caractérise dans cet article les générateurs standard (de la forme
(D’y* n K), ot D’y* est le langage de Dyck sur un alphabet @ 2n lettres et K un langage
rationnel). Cette caractéristion porte sur le rationnel K, plus précisément sur une propriété
des automates finis reconnaissant K. Elle permet de retrouver la plupart des générateurs
connus.

1. INTRODUCTION

On appelle générateur algébrique tout langage algébrique L tel que, pour
tout langage algébrique L', il existe une transduction rationnelle de L sur L’.
En d’autres termes le cdne rationnel engendré par L, c’est-a-dire I’ensemble
des images de L dans une transduction rationnelle, est la famille des langages
algébriques.

Du théoréme ancien de Chomsky et Schiitzenberger découle immédiate-
ment que le langage de Dyck sur deux lettres, D5* est un tel générateur algé-
brique.

L’étude de ces générateurs a é&té développée par S. Ginsburg et
S. Greibach [4] dans le cadre de leurs travaux sur les familles agréables de
langages (AFL) et quelques-unes de leurs propriétés ont été démontrées par
plusieurs auteurs (Boasson [2], Nivat [7], Schiitzenberger [8]). Mais leur carac-
térisation est un probléme toujours ouvert, si bien que la démonstration
qu’un langage déterminé est ou n’est pas générateur reste toujours chose
pénible (cf. [8]).

(1) Institut de Programmation, Paris.
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64 J. M. AUTEBERT ET J BEAUQUIER

Ci-dessous, nous proposons une caractérisation des générateurs algé-
briques de la forme (D.* N K) (K est un langage rationnel) ou générateurs
algébriques standard. Cette caractérisation permet de retrouver la plupart
des générateurs connus. De plus, tout langage algébrique est image par trans-
duction rationnelle d’un langage standard [3], et tout langage algébrique trés
simple est rationnellement équivalent & un langage standard [7].

De nombreux exemples d’application pourront étre trouvés dans [1].

2. PRELIMINAIRES

Nous supposons connues du lecteur les notions classiques de Théorie
des Langages : langage rationnel, algébrique, automate fini, transduction
rationnelle... ([S], [6]), [7]).

Signalons cependant que nous notons 1. (ou plus simplement 1) 1’élément
neutre du monoide libre X* et énongons quelques définitions plus particu-
liéres.

2.1. Langages de Dyck

Soient X, = { ¢4, 63, ..., 6, } et X, = { G}, 3, ..., 5, } deux alphabets dis-
jointset £, = X, U X,. Les lettres de X, seront dites non barrées, celles de X,
barrées. Si x est une lettre de X, x désigne, soit ; si x = o;, soit o; si x = 5,.

On désigne par O la congruence engendrée par les relations :

co;=1pouri=1,..,n

et I’on appelle langage de Dyck D.* sur %, la classe du mot vide modulo la
congruence 0. L’ensemble des mots premiers de D,* est :

D= {w|weD*{1}etw=ww,w, €D;*{1}entrainew, =1}
— D}* est le sous-monoide libre engendré par D,

— D}* est un langage algébrique.

— Si w est un mot de D.* considérons la suite de mots :

W= Wg, Wy, oo, W = 1
ou :

Vie[0,k—1],3j €[1, n}, 3 u;, v, € T} tels que w; = u;0,0,0; et w;py = up;
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UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 65

Une telle suite existe et permet d’établir une bijection unique entre les
occurrences des lettres non barrées de w et les occurrences des lettres barrées.
Nous appelons une telle bijection réduction de Dyck du mot w en le mot vide.

— Si w= w;o;w,6,w; est un mot de D,* et si o, et 5, se correspondent
dans la réduction de Dyck de w, alors w, € D.* et w,w; € D.*.

2.2. Lemmes combinatoires relatifs au langage de Dyck

Définitions
— Un mot 4 sera dit facteur strict d’un mot g si g = ahf avec aff 7~ 1.

— Un mot w de D.* est de puissance inférieure & ko, (ol ko € N,) si et
seulement si :

w=add,..dBetd €Dypouri=1,2,..,k)entraine k < ko

— Un mot & de D,* est de hauteur inférieure & k, (ou ko, € N,) si et
seulement si, pour toute suite do = w,d,, ..., d; de mots de D;*/{1} tels
que d; est un facteur strict de d;_;, on a k < k,.

Lemme 1

Pour tout entier N > 0, I’ensemble :

D;* N {w e XZ¥|west de hauteur inférieure & Net de puissance inférieure & N }
est fini. '

Preuve

Nous allons prouver par récurrence sur 2 que les ensembles :

A(h,p) = Dy* N {w € Z¥|w est de hauteur inférieure & h et de puissance infé-
rieure a p } vérifient :

(ph+1 —_ 1)
. (|w| désignant la longueur du mot w)

wedtp) = v <L

Si A =0, alors we A(h, p) s’écrit :

w = xlilxziz vos x,.i,. (r < p)

et
|w]| < 2p.

n° mars 1974, R-1.



66 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER
Si A =1, alors :

W= WwWw,..w, (r <p ot  w; = o;wis; et w; € A(0,p)

et
1
|w| < pl2p + ;
Supposons démontré que :
h —
weAh—1,p) = |w| < 2p(§—_——li)

et soit w un mot de A(h, p). Alors :

W= wWw,..w(r<p) ou w;=ocwoc;etw€Ah—1,p)

Donc :
Wl < iz =k +21= 2@ D
Q.E.D.
Lemme 2

Soit w un mot de D,* qui s’écrit :
w = acBeycd,  «,B,v,3€X} 8,y¢D.*
ceZ,
et |aBy3|, =0 |Bylz=0

Soit u (resp. v) le plus petit facteur de w contenant 83 (resp. y) et appar-
tenant a D.* :
w = fug = f'vg’

1° On n’a pas :
=1 e el =lg]
20 Si |f'] = |f] et |g’| > g alors :
f'=/n g =ke
et le mot sk contient une occurrence de la lettre c.
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UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 67

30 Si |f'] < |f] et |g’] < |g| alors :
f‘=flhl g=klg'

et le mot A’k’ contient une occurrence de la lettre c.
La preuve se fait par cas.

2.3. Langage standard

Nous disons que le langage algébrique L est standard s’il existe un entier »
et un rationnel X de Z¥ tels que :

L=D*NK
11 est d’ordre » si :

D*,NKg D*NK

3. CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD

Nous allons maintenant démontrer une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un langage standard L = D.* N K soit un générateur du coéne des
langages algébriques. L’idée générale qui guide cette démonstration est la
suivante : si le langage L est générateur, il est rationnellement équivalent au
langage D5¥ que nous savons étre générateur, et il contient alors D5¥ sous
une forme « codée ».

La démonstration se fait en plusieurs étapes : chaque étape considére un
mot de L d’une certaine complexité. L’étape suivante considére un mot d’une
complexité plus grande et utilise les résultats démontrés a 1’étape précédente.
A chaque niveau, les résultats obtenus peuvent se représenter dans la mise
en évidence d’un certain sous-automate d’un automate A(K), reconnaissant
le rationnel K.

Lemme I

Si le langage algébrique L de X¥ s’envoie par transduction rationnelle sur
le langage L’ de X%, il existe un homomorphisme de semi-groupe A :

A2 > TFE¥
tel que :

VfeZ;, fel = ANINL# S

n° mars 1974, R-1.



68 J, M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

Preuve
Supposons :
L'={lp"(L)NR]

ou R C Z* est un rationnel et ¢ : Z* — X * et { : Z* —» X} sont deux homo-
morphismes alphabétiques :

Posons :
H, = {z €Z|{(z) = u }, \u) = o(H,) et W; = o(}™'(1))
Si le mot f de X% s’écrit :
f=2X1X5 ... % (x;€X,)
soit :
A(f) = WNx )W NX) Wy ... WiNx) Wy
A est un homomorphisme et, de sa construction, il résulte que :

g¢AN)=> e '@ NRIAS
QE.D.

Lemme II

Soit B la partie de 2% : B = { 0J055307 | « € N4 }.
Si le langage standard L = D,* N K est tel qu’il existe une transduction

rationnelle © vérifiant : B < ©(L) < D3* alors, il existe un rationnel K’ < K,
reconnu par un automate du type suivant :

avec : 4’1&19 Ustfjst’ V;, 7]:;)9 Ult- € ‘Dl,l*

Preuve :

Considérons les mots M, = 65056507 ol a € N,.
Pour tout entier naturel «, M, est un mot de D3*.
D’aprés le lemme I, il existe un mot w de L tel que :

weA(M,) (A étant 'homomorphisme associé a )

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 69

et I’on peut écrire w sous la forme :

_ 1 2 o 1 a 1 o 1 o
W = UgX{U X1V cee X VX5V 1 o0 X2V24X3 oo X3U34X4 ooo XqVUyy

avec v; € W, pour i €[0,4a]
xi € Moy)
x5 € M(o3)
X3 €NG3)
xi €Mc,) pour i€[l, o]
Mo,) est une partie finie de X,U {1 }. Donc, k étant un entier arbitraire, il

existe un entier « et un élément x de A(s,), tels que I’élément x ait au moins &
occurrences dans le mot :

xix? .. x5

Le mot w correspondant a I’entier & choisi s’écrit, dans ces conditions :
w= E_.Oxglx oee xEk_lxw' Ei € Z:, i= 0, veey (k -_ 1)

en mettant en évidence les occurrences de 1’élément x.

Un automate reconnaissant le rationnel K, A(K) = {Z,, E, s¢, 5,3 },
est un automate fini (avec p états). Considérons la suite de ses états lorsqu’il
lit successivement les mots :

Eo> E0XEq, E0xB1xEs, oy EoxEixEpx .. X8y

I étant un entier arbitraire, on peut choisir ’entier k tel qu’il existe un état
S, de E, qui apparait au moins / fois dans cette suite. Nous pouvons alors
écrire le mot w correspondant au choix fait, sous la forme :

w = E{xEix ... xE]_xw”
avec :

3(s0, &) = (50, £5xE]) = ... = (o, EoxEix ... XE[_¢)
Montrons que 1’on peut toujours faire un choix tel que les mots :
&0, BoxE1, ..., EoxEix .. xEj-y
soient tous distincts. Cette justification concerne uniquement le cas ol :
x=1

n° mars 1974, R-1.



70 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER
Supposons donc que, pour tout entier m :
1 €eA(cY)
381,828 €2% g = 218283 €R, p(g) € L et 9(gz) = 1
U(g2) = o

En choisissant m suffisamment grand, on peut décomposer le facteur g,
en :

8 = 218382 (&2 # 1)
de telle maniére que

VpeN g, =28:85(82)"83'8; €R

Or : (g =9@ €L
et Y(g(») ¢ D3} pour p > 1, d’oli une contradiction.

Nous pouvons donc choisir tous les x£] non vides. On définit des mots de
Dyck y; de la fagon suivante : a chaque mot x£; on fait correspondre le plus
petit mot de Dyck qui le contient et qui soit un facteur de w. Pour tout entier
arbitraire /, on peut trouver « tel que ’on ait / mots y; de ce type.

Nous désignerons par Q; (resp. F;) I’état de A(K) lorsque, lors de la lecture
du mot w, I’automate est sur le point d’absorber y; (resp. vient d’absorber ;).

D’aprés le lemme 1 plusieurs cas sont & envisager :

Quel que soit I’entier m, on peut choisir / (et par conséquent «) de telle
maniére qu’il y ait m facteurs yx;, pour i €1, m] qui sont :

— soit strictement emboités,
— s0it non strictement emboités,
— soit consécutifs.

Dans chacun de ces cas, K et R étant deux rationnels, on peut choisir
I’entier m (et par conséquent «) de telle maniére qu’il y ait 2 facteurs, yx, et x,
satisfaisant :

— Qp = Qq

— F,=F,

— 1l existe un mot g € R tel que ¢(g) = w qui s’écrit g = gic 81 = 85¢,85
avec @(cy) = %p et @(C2) = X
tel que les états de 1’automate reconnaissant R soient les mémes aprés la lecture
de chaque g! (resp. chaque g/c;) (i =1, 2).
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UNE CARACTERISATION DES GENERATEURS STANDARD 71

I¢" cas : y, et y, sont strictement emboités.

Cette hypothése correspond a la configuration suivante :

XP
“P| Xq ?_.1 q)1
w= u i 1 g
x&; x&
p /q

D’aprés le lemme 2 1’un au moins des mots v ou v contient un élément
de A(o,). Il est clair que ’on peut choisir les y; de telle sorte que ce mot ne
contienne que des éléments de A(c,) et A(1).

De plus, I’hypothése ou v contient un élément de A(c,) contredit le fait
que la transduction rationnelle = envoie L dans D3¥.

On a donc mis ainsi en évidence un rationnel K’ contenu dans K et reconnu
par un automate du type suivant :

2¢ cas : y, et ¥, sont non strictement emboités. On a donc la configuration
suivante :

Xp

(Ou la configuration symétrique.)

11 existe un mot g de R tel que
g =ghg, et g.h*g, est inclus dans R

avec :
¢o(h) =d, deA(c) (r>0)

n° mars 1974, R-1.



72 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

comme d appartient a D,¥ et que 1’on est dans le méme état de 4(K) avant
et aprés avoir lu ce facteur de w, si w,dw, = w le mot w’ = w,;d?w, appartient
A D* N Ketil existe g’ €R, g’ = g,h%g, tel que ¢(g') = w'.

Or on a alors {(g’) ¢ D;* car ¢(h) =o7 (r > 0).
D’ou une contradiction qui exclut cette hypothése.
3¢ cas :

Xp €t X, sont consécutifs.
Cette derniére hypothése correspond a la configuration suivante :

‘X,p f Xq
we i R .
| IO | S|
x§}- xé;
p q
d

Xp contient au moins un élément de A(c,;) donc x, appartient 3 A(c}) avec
i > 0 (comme dans le premier cas). En posant y,f = d, on se retrouve dans
les conditions du second cas. Seule la premiére hypothése est donc valable.

De la méme fagon, on peut faire cette construction en considérant la
lettre o, au lieu de la lettre o;.

1l en résulte qu’il existe des mots ¢, ¢4, M, M, Ug de = et des états 7 et 7
de A(K) vérifiant :

"]i € Drlu*: Ut't € D,',*

8(‘("Oa ‘H) = 8(80, ‘Pi‘ﬂ) =1
3(s0, $3) = (s, ‘Pﬁ')) =1
3t Uz =1

C’est-a-dire que nous mettons ainsi en évidence ’existence d’un rationnel
inclus dans K, reconnu par un automate analogue a celui représenté ci-dessus.

La conjonction de ces deux résultats prouve le lemme II.
Posons :

VY a €N M, = ofo3osst
et

(VieN,) M,;,, = oio3M, 550}

enfin, soit C la partie de ¥ : C = {M,; |, i€ N, }.
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Nous allons démontrer le :

Lemme III

Si le langage algébrique standard L = (D,* N K) est tel qu’il existe une
transduction rationnelle © vérifiant C < (L) < D;* alors il existe un langage
rationnel K’, inclus dans K, reconnu par un automate fini du type suivant :

avec |

~

411 'I)l’ UstUst: UtsUts’ VG’ 7)";1’, U!-t ED’*'

Preuve :

Si Pon refait la construction du Lemme II, le passage du mot M, , au
mot M, ;,,, introduit deux paires d’états. Il suffit de remarquer que, en choi-
sissant / suffisamment grand, on peut toujours trouver deux telles paires
identiques. La mise en évidence d’un automate du type ci-dessus est alors
aisée.

Posons :

(YVmeN)T, .. =M, "t E={T,,.|o,p,meN, }

Démontrons le :

Lemme IV

Si le langage algébrique standard L = (D.* N K) est tel qu’il existe une
transduction rationnelle = vérifiant £ < (L) < Dj*, alorsil existe un langage
rationnel K’, inclus dans K, reconnu par un automate fini du type suivant :

n° mars 1974, R-1.



74 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER

avec :
Us & ss',v (A TR UYL
Preuve :
Ecrivons : T,,.,. = MIMMP ..  M™., Pour chaque facteur M)
o,p,m a,p «,p a&,p q «,p

(i =1, ..., m), la construction du lemme III permet d’obtenir m quadruplets
d’états. Le mot w choisi pour cette construction s’écrit : w = wy;Ww; ... Wp,.
Soit : ® = @63 ... ®,, le sous-mot de w obtenu en ne conservant que les
occurrences x telles que : $[p~*(x)] # 1. Pour tout entier k, nous pouvons
choisir m de telle fagon que la suite : w,, ©,, ..., », contienne au moins k
mots identiques. Pour tout entier /, nous pouvons choisir k£ de telle fagon que,
parmi les k mots identiques déterminés ci-dessus, il y en ait / : Q,, Q,, ..., Q,
qui, en posant :

w=E V,EV,... V&  (V;étant le facteur correspondant 2 Q,)

satisfont la relation :

NVi=1,..10),

[(V: = a;x;B)) et (x; est 1a j® occurrence de Q)] = [8(sq, &1V ... ;%)) = g;

11 suffit en effet de choisir : k > [p#7** 1) ] étant un entier arbitraire nous
pouvons prendre les entiers a, p et m et le mot w de A[T(«, n, m)] de telle
fagon que, en particulier, chaque facteur V(i = 1,...,1), puisse se mettre
sous la forme :

V= PiﬂiPi{’ltPiﬁiPiﬁiPig
avec :
viVis MM; € Dy*
Pigs Pi,Pi, € Di*
3(s0, &1 V1E2V7 .. Vi—1§i9il) = 3(So, E1 V1 - Vi—lgipilvi)
3(s0s €1 V1 - Vi—1EiPi1ViPi,"hPsﬁhPi4) = 3(s9, €177 - Piﬁi)
3(s50, &1V ... Vi—1EiPi1ViPi2) = (S0, &1 V71 - Pigni)

3(s0, £V - Vt-1£iPi1ViPi27)iPi3) = (S0, E1 V1 - Piaﬁi)
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Ce que nous pouvons représenter schématiquement sous la forme :

méme état

méme _ état J l
] i
519101 P1, M PrgMipr, ViPrg BB Piy Vi P, P Py Pig S Be

1 T méme _état T ?

méme état

Pour simplifier les notations, posons :-

hy = &1p1,

.

hy = p(i—l)gaiph i=2..,1

hyvy = o181
Deux cas sont a envisager :
1 cas :

11 existe un entier j(2 < j < ) tel que le mot A; soit un mot de D,':
On pose alors :

80> £V +o Vij-28G-1)PG-11) = 5
(S0, &1 V7 - P(;—1)1Vj9(j—1)2"1;9(;—1)37),'P(j-1)4) =35
h; = Uy
et ’on a :
3, Uy) =s avec U, ,€D,*

C’est-a-dire que 1I’on a mis en évidence ’existence d’un rationnel K’ inclus
dans K reconnu par un automate du type annoncé dans le lemme III.

2¢ cas :

Quel que soit ’entier j(2 < j < 1), le mot &; n’est pas un mot de D;*.

Or, d’aprés le lemme 1, pour tout entier k,, il existe un entier /tel que le mot :
hih, ... by soit ou bien de puissance supérieure a ko, ou bien de hauteur supé-
rieure 4 k.

n° mars 1974, R-1.



76 J. M. AUTEBERT ET J. BEAUQUIER
Séparons en deux sous-cas :

1¢7 sous-cas

S’il existe un choix de ’entier k,, supérieur a (u + 1), tel que le mot cor-
respondant : Ak, ... by = h, soit de puissance supérieure a k,, alors, ce mot
peut S’écril'e . h = h1h2 .oe h(i—l)(hidldlh},)hJ'*'l . hl avec ©

h; = hihi, h; = hih}, h{ = dy, Ay 1y oo Bg- 1)) = dy, d\d, e D}*
et de plus :
8505 E1 Vi ove EupiyVi ooe Vi) = 3oy E4 V3 e EjpsV; one ViB)).
En effet, d’aprés I’hypothése faite, le mot /4 peut s’écrire :

h=ﬁf2 "‘fil‘-""l) ou _f;'ED,,,*,i= l, ey (p.+ 1)

Désignons par f;® la derniére lettre du mot f; et considérons la suite des
états de I’automate fini A(K), lisant le mot w :

8(Sos - ), 8(Sg5 -+ f59), ..., 8(So, ...f(f:‘ll))

Deux éléments de cette suite sont identiques : 3(Sy, ... f{*) = 3(S, ... /{*))
d’ou la forme annoncée du mot 4.

Posons maintenant :
NI Eipi = Usos'dh Pjsg(j+l)V(j+l) o &y V1E(z+1) = Urs,
850> Upsrdy) = 5, 8(5, ¥; ... ;) = 518G, dy) = r.
Nous avons ainsi mis en évidence 1’existence de mots vérifiant :

3(s0, Uyyedy) =5, 3(s, aldl) = s (avec (d121) € D;*),

(3 sf € F):S(E; ‘71 Ursy) = §y (aVCC ((]sosUrsy) € -Dr;*)

c’est-a-dire, en fait d’un rationnel K’, inclus dans K, reconnu par ’automate
fini représenté schématiquement de la maniére suivante :
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2¢ sous-cas

Si I’hypothése ci-dessus n’est pas vérifiée, alors, en choisissant
ko = (u + 1) + 1, on peut trouver un entier / tel que le mot A soit de puis-
sance inférieure 2 k,, mais de hauteur supérieure a k.

Dans ces conditions, # peut s’écrire :
h= hlhz e h(i—l)(h$U3U1 Usz4h}l)h(j+ 1) oo hl

o : h; = hiUs, (UsU,U,U,) € D)% d e D)* U et U, sont équivalents (au sens

de la réduction de Dyck) a des mots umquement constitués d’occurrences de

lettres non barrées, 8(5'0, E_,l VI .o I/(i—l)h;) = S(So, El V1 .o I’(i—l)thBUlUZ)'
En effet, d’aprés I’hypothése faite, & s’écrit : h = £, 1,241

Y

ou:
Jaw+1y2+1 €DSF
et,
Jurn+1 = % s 2By’ Swr1y? €Dp¥, (%gus1)?Bsa) 7 1
Jist = 0 fi B: €D, 0B F# 1
5 =0y S Bi f1 €DF, 4By # 1

Considérons la suite des états de I’automate fini A(K), lisant w :
3(sg, - f((;)+ 12+1)s 9(So, - p.+ 1y2)s - o 8(Sq, .- f(i“))s vees O(So, - fl("))

Il y a dans cette suite au moins (i + 1) états identiques, correspondant
aux indices : ki, ks, ..., Kyt g

Désignons par f;' la premiére occurrence du mot f; et considérons la
suite des états de A(K) lisant w :

8(S0, o S0, 8(Sgs ooe F12D)s wves &S0y e Flimsny)

Deux au moins de ces états sont identiques (correspondant aux indices p
et g), d’olt lIa forme annoncée de A.

w==h1v1...v1h2\)2...\72 '\) 1V “ 'vi:..vk_1vk_1 hy vkvk"’hg"' hj"'hlll
L. } H ]
U, u, uu, fq u, | U,
fp
1]
b ¥ 4 ¥
méme état méme état
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Nous avons ainsi mis en évidence P’existence de mots, vérifiant :

8(SO, UO) = S', 8(5', U3) =y, 8(3:; Ul U2U3) =39, 8(33 Ul sz;) =T, 8(", U4) =r

et :
J (Sf EF)S(’, [70) =S
avece :

(UsU,U,U,) € D;*, f, € Di¥, (U, U,) € D;*.

Finaléement, et de maniére générale, nous avons ainsi mis en évidence un
rationnel K’, inclus dans K, et reconnu par un automate fini du type annoncé
dans le lemme IV.

Définissons maintenant 1’application ® de C x X% dans X% par :
(V w e zg)(v ox E N+) q)(Ma,l: W) = O‘TO';WC—F;&;‘
VweZ)(V « € N )V i€ N)P(M, 541y W) = 0165D(M,,;, w)5355
et posons :

P, o,p,m0 = T, o,p,m

(V i€ N+)Pa,p,m,i = [(D(Ma,p Pa,p,m,(i—l))]m
enfin, soit F la partie de Z3: F = { Py, n:|lo, p,m i€ N, }.

Lemme V

Si le lé.ngage algébrique standard L = (D.* N K) est tel qu’il existe une
transduction rationnelle ~ vérifiant F < (L) < D5* alors il existe un langage
rationnel K’, inclus dans X, reconnu par un automate fini du type suivant :

avee ©

LT, kk, V'V', V"V", hh, U, U, U,U,, Us € D*.
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Preuve :
Considérons un mot w de A(P, , m,1) :

Wf €A (Ta,p,m)

W = WiWI{WIW,WaW5 ... WWiW] ... W,,W Wy, OU
U4
w;w; €A (Ma’p)

La construction du lemme IV appliquée aux mots :

4 ”

Wis Wiy eoey W €L WyWIWo W) o W Wy

permet la mise en évidence d’un rationnel K”, inclus dans K, reconnu par un
automate fini du type suivant :

VAR

Il s’agit d’un automate obtenu en « emboitant » deux automates du type
de ceux définis au lemme IV. En considérant le mot P, ,, ;, on met, de la
méme fagon, en évidence, un rationnel K¥*¥), inclus dans K, reconnu par un
automate obtenu en « emboitant « (i + 1) automates du type de ceux définis
au lemme IV. Il suffit de remarquer que, en choisissant i suffisamment grand,
on peut trouver deux tels automates correspondants aux mémes quadruplets
d’états (s, 5, ¢, 7), pour établir le lemme V.

La construction faite en considérant la partie F s’applique a D5* et nous
pouvons affirmer que tout langage algébrique standard qui s’envoie par

transduction rationnelle sur D}*, vérifie une propriété analogue a celle énoncée
au lemme V. Dés lors, énongons le :

Lemme VI

Si Ky, K;, ..., Kg désignent les langages rationnels reconnus par les auto-
mates finis suivants, sous-automates de P’automate fini du lemme V (voir
page suivante),
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alors, on a :
(K, U*UgKsW 1N D* = &
(KUK "1 0 Dy* = &
[71+[K7 UsK;IND* = &
[ (K Ui* U5l N D;* = &
Preuve

Ce lemme résulte de la construction méme effectuée aux lemmes II, III,
IV, V, associée au fait qu’un mot de Dyck admet une réduction unique.

Les lemmes V et VI donnent donc une condition nécessaire pour qu’un
langage algébrique standard soit générateur. Le fait qu’elle soit suffisante
découle de propriétés bien connues des transductions rationnelles. Enongons
donc le :

Théoréme I

Une condition nécessaire et suffisante pour que le langage algébrique
standard L = (D* N K) (n > 1) soit générateur est que le langage K con-
tienne un langage rationnel K’, reconnu par un automate fini du type suivant :

satisfaisant le lemme VI avec :

17, kE, Ustﬁsts Utsﬁm W, ﬂﬁ’ hii, Us; € D*
Si on remplace D4* par D{* une construction analogue fournit le :

Théoréme II

Une condition nécessaire et suffisante pour que le langage algébrique
standard L = (D,”* N K)(n > 1) s’envoie par transduction rationnelle sur le
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langage D,’* est que le langage rationnel K contienne un langage rationnel K’,
reconnu par un automate fini du type suivant :

satisfaisant le lemme VI avec :

Ii, kkc, hh, V'V', V'V, qn,U; € D}*

4. EXEMPLE D’APPLICATION

Proposition
Le langage algébrique L, engendré par la grammaire :
S —aSSh
G
S—d

est un générateur du cone rationnel des langages algébriques.

Preuve :

Soit 2, = {0,5,0,5 }» D3* le langage de Dyck construit sur X3 et K le
langage rationnel : K = {05666, §, b }*.

D’aprés une propriété connue [7], le langage L est rationnellement équi-

valent au langage L’ = (8D4* N K) (c’est-a-dire qu’il existe deux transductions
rationnelles 7 et 7’ telles que : ©(L) = L’ et /(L) = L).

Considérons le rationnel X', reconnu par ’automate fini suivant :

b66606,66660086608
(=bbvob8) [\ B35BEE

668666
(= b658)

666656665668
(=bb6b8)

8b06bb

Clairement, K’ est inclus dans K et d’aprés le théoréme I, L’ est générateur.
L Yest donc aussi.
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