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MODULES TERTIAIRES

par Dimitri LATSIS

Tous les anneaux considérés sont unitaires, noethériens & gauche. Tous les modules

sont unitaires de type fini.
On note, pour un module M et un sous-module N ,
N".MN=1f{aech; alsN}.
Clest un idégl bilatére de A , et si I est un idéal bilatére, on note
N, I={meM; Im<SN}.

Ct'est un sous-module de M .

1. Ass M .

Définitions.

Un A-module P non nul est dit premier si, pour tout sous-module non nul N , on
a 0. N=0"'%P, Il est immédiat que 1'idéal bilatére O ', P est alors premier.

Pour un A-module M , on note
Ass M 1'ensemble des annulateurs des sous-modules premiers de M

g(M) l'ensemble des annulateurs premiers des sous-modules de M
M= {P premier de Aj; ANESN, P=0"N}.
On a évidemment

Ass M < P(M) .

PROPOSITION 1, - Soit A un T-anneau a gauche. Alors Ass I = f_(M) pour tout

A-module de type fini M .(Pour la définition de T-anneau, voir le § 5 ci-apres.)
Preuve, - Soit P e E_(M) , alors il existe un sous-module X de M O # X, tel qué

P=0" X, X=My + eee + Mn y Mg monogenes .

D!ou

P=0"" (M, + vas +M)=NT0" M, .
n 1

1

Comme P est premier, il existe i <k <n tel que

P:O‘.Mk=o'.A/L,

ol Mk =~ A/L , L idéal & gauche de A ; d'ou

P=LLVACSL,

Puisque L ‘. A est le plus grand idéal bilatére contenu dans L , 1'idéal L/P de
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1'anneau A/P n'est pas essentiel dans A/P d'aprds la condition de Krause, donc il
existe L! ? P tel que L NL'=P.On adene
0 #L'/P € AL = L
d'ou

Ass(L'/P) S Ass M, S Ass M (c¢f. proposition 2).

k

Mais on peut voir que {P} = Ass(L'/P) et par conséquent P € Ass M ,

Remarque. - On ne connaft pas d'anneau noethérien & gauche tel qu'on puisse trouver

a
un A-module 3 gauche de type fini avec Ass M # P(M) .
)

Evidemment dans un anneau noethérien commutatif P(M = Ass M .,

PROPOSITION 2 (propriétés de Ass M ).
(@) ass N #¢ .
(8)

(y) Si N <M , alors Ass N = Ass M .,

w2

8i 0~ 1L — M —3 N -——3 0 est exacte alors Ass L S Ass M S Ass L u Ass N

(8) Ass(EEI Mi) = UI Ass M, .

(e) Si M wuniforme, alors Ass M = {P} .

(¢) Ass M = Ass E(M) .

(ﬂ) Ass M est fini.

Freuve.

(@) 30it £={0"N; O0#NSHM} .Soit P un élément maximal de £

P=0".N§,, OF# Ny €M .

0
Si 0#N, €N, , alors

0 Nl >0 NO =P et P=0, Nl .

(8) Il est immédiat que Ass L € Ass M . Soit P € Ass M , alors
P=0".K, O#£KESN.

Deux cas se présentent ou biem KN L =0 , et K est isomorphe & un sous-module de

N, donc Pe Ass N, oubien KnL#0 , alors P=0" (KAL) ,et Pe AssL .

(8) On se raméne au cas ou I est fini, et il suffit de le prouver pour I= {1,2},

cas qui résulte de (B).

(¢) P est l'annulateur maximum des sous-modules de M car M, n I, #0 ,

i
1
v, N, #0 ,et P=0"M.

(¢) En effet, M < E(M) .

(M) Soit E(1) = Ml @ e C>Mn somme directe d'injectifs indécomposables (cf. 5),
et
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Ass M = Ass B(i1) = U® . Ass M, .
i=1 i

2. Sous-modules primaires.

Définition 1. - On appelle radical primaire d'un anneau A , noté R(4) , 1'idéal

R(A) = le plus grand idéal nilpotent,
= NP, P premiers de A ,
= (1 P', P' premiers minimsux de A .

Preuve. - R(A) existe car, si I" =0 et 8% =0, alors (I +3)*™ -0 . Donc

R(A) = E:Ia nilpotents =:Z§;l Ii car A est noethérien, Posons I =(1 P . On va
montrer R(A) =1 .

Puisque R(A) =0<SP, ona R(A)SP, VP, dos R(A) €I . Dautre part, il
est connu que, étant donné un idéal bilatére I , il existe des idéaux premiers

Py ) +es » B, tels que O =P P,...P avec ISP . Donc 1" €SP, Pyee. P =0,
et I est nilpotent, d'od I < R(4) .

Pour la derniére égalité, s'il existe un premier P , alors O = P1 P2 oo Pn SP.
Alors il existe i tel que P, P . Donc, en choisissant les éléments minimaux de

la famille des {P,}. , on obtient le résultat.
1 l=l,oo,n

Définition 2, — On appelle radical primaire d'un idéal bilateére I

R(I) = R(A/I) = meximum {3 ; 3 n 3" <1}
= nP;I P premiers.

PROPOSITION l. - Soit un idéal bilatére I . Alors

(a) I<r(I),

(b) I<3, alors R(I) €R(3), & idéal bilatdre,

(¢) R(I n3) =RrR(18) = R(I) n R(3) .
Preuve, - La vérification est facile.

Définition 3, - Soit N wun sous-module de ¥ . On appelle radical primaire de N ,
R(W) ,

R(N) = maximum {I bilatéres ; 3n I M SN} .
Avec ces notations, le radical de M est
R(M) = maximum {I ; I M =0} .

Si Q est un idéal & gauche,

R(Q) = maximum {I 3 I~ <sq}="N P premiers.

P>Q.A
Définition 4. - Un sous-module N d'un module 1 est appelé primaire, s'il véri=-

fie les conditions suivantes équivalentes
10 aAX SN, X#N ==ac€R(N).

20 IXEN, X¢EN=I"<SN".N.
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30 NZN.I=3Icg(@).
40 IZ¢R(N) ==N.I=N.

Preuve. — La vérification est la méme que dans le cas tertiaire,

PROPOSITION 2. - Si N est primaire, alors R(N) est premier.
Preuve. - Soit I3 S R(N) , I ¢R(N), 3¢ R(N), d'ox
() s u et I(BI)* oy n.

On a (SI)n—la SN M, car, sinon la relation (aI)n'la S N'.M entrainerait
I = Rr(N) , A'aprés la définition de primaire.
En appliquant le m8me raisonnement 3 S(Ig)n_l SN'.M, on arrive & (I?ﬁ)n—1 SN°.HM

et, par récurrence, on obtient I3 SN . M , qui est impossible.

PROPOSITION 3. - Soient N un sous-module de M , P un idéal bilatere vérifiant

(i) IXEN, XEgN=ICSP,
(ii) in PPSN.M,

alors N est P-primaire.

Preuve, - IXSN .M, X&N, dods ISP,et ISP SN'.M, donc N est
primaire.
D'autre part, (ii) entraine P < R(N) . Soit R(N)m SsN.M (on peut choisir m
minimal). On a R(N).R(N)m'l SNM avec R(I\I)m“1 4N'.M, d'olu, d'aprés (i),
R(N) P, et R(N) =P .

PROPOSITION 4, - Tout idéal premier est primaire.

Preuve. - Elle se fait d'aprés la proposition précédente.

PROPOSITION 5. - Si N1 ’ N2 sont P-primaires, alors N1 n N2 est P-primaire.

Preuve. - On vérifie (i) et (ii) de la proposition 3.

(i) IX¢ (Nl nN,) WM, X % N, n N, entraine par exemple, que X e N, , d'ob
I<«<P, car Nl est P-primaire.

L, PPSN, .M, dlod

max(n,m) c .
P (NlnNZ) LMo

(ii) P €N

Remarque. - L'existence d'une décomposition d'un sous-module en éléments primaires
n'est pas assurée dans le cas non commutatif & partir de la décomposition irréducti-
ble, car un sous-module irréductible n'est pas, en général, primaire.

(cf. contre exemple dans LESIEUR-CROISOT [5]).

Définition 5. - Soit, si, elle existe, une décomposition d'un sous-module N en
intersection de sous-modules primaires N = N1 N eee N Nn avec les Ni Pi—primaires

Cette décomposition est dite réduite si
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(i) il n'y a pas d'éléments superflus,

(11) », # Piy 173

On peut toujours transformer une décomposition en une décomposition réduite,
d'aprés la proposition 5.

LEMME 6, - Soit S=NnX=N'n X' avec N P-primaire et N' P'-primaire,
P#P', Alors S=XnZX',

Preuve, - En effet, S <X nX'.

Soit ze€e X n X' , On peut supposer P 4P' .O0na PPe N M . Alors

n

PPzeXnN=35¢cN,

dlon PP Az SN' . Si Az ¢N',ona PYESP',et PSP', cequiest impossible.

Donc Az S N' et ze N', d'ob z€ N' nX' =5 .

il

THEOREME 7 (unicité). - Soit N =N, n .o N Nn Ni N ese N Nﬂ, deux décomposi-

1
tions primaires de N en éléments primaires avec N, Pi-primaires et Ni P{-pri—
i 2L

maires. Alors n =n' et Pi = Pé(i) pour tout i , o o est une permutation de
{1 ] 2 9 LN L] n} L]

Preuve. - On va montrer P

1l

P&(l) , ce qui finira la démonstration. Supposons au

1]
}.—\

gy eee o n' o

contraire que P, # P3 y 3

D'aprds le lemme 6, on a

- 1 !
N=Nyn..nN,nN, )

En appliquant la m&me méthode a (Né y Nl) , on obtient

ﬂ.-.ﬁN =N ﬂ...ﬂN L)
. n n

= N} ! =
N = N3 O eee NNy N Ny neee N Nn =N,

et ainsi de suite. D'ou N = N2 N ese N Nn . Ce qui est impossible, car Nl serait

Nees NN _,
n

superflu.

3, Sous-modules tertiaires.

Définition 1. - Un sous-module S d'un module i1 est dit essentiel dans M , et

on note S <M , s'il vérifie les conditions suivantes équivalentes
10 y N sous-module de M, SNN=0=N=0,

20 FO#xeM, BAeEA==0#Ax€ES.,

PROPOSITION 1.
(a) S, 9M, S,<9M =5 nS, <N .
(b) sl 9M, S8 =54,

Preuve., - La démonstration est évidente.

Définition 2. - On appelle radical tertiaire d'un module M 1'idéal bilatére noté
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T(M) suivant

T(M) = {ae 43 33 3IM, as5=0},
=faed; Vx#0, T \x#0, alkx=0}.
=f{aeA; O :M (a) <M} avec 0 :M (a) = {xem; (a)x

= maximum {I bilatére ; 0 . I <QMN} .

1l
o
—

Preuve, - L'idéal T(M) est bilatire. Soient a , be T(M) , alors aS. =0 ,

bS, =0, avec § QM , §,<MN, d'oh (a-b)(SlnSZ)=O.
Si aeTM) et Ae A, alors haS SaS =0 .

Il y a égalité des trois premiers ensembles, notés X , Y, Z .,

Si aeX alors ¥V x#0, 310#Xxe€S, d'ou allx SaS =0 et ac Y.

Si ae€Y, alors 0. (a) 9M et ac€z.
Si ae€Z, alors S=0, (a) 9M et aS=0==ac€ X .

Dernidre égalité : Soit I tel que O . I <M, Soit a€ I, alors O .,(a)=0.1I,
dtor 0. (a) <M , et aeT(), donc I<T(M).

D'autre part, O . T(M) 9 M . En effet,

0. (M)

0 fzp(ai) , car A noethérien

il

o (ai) , ce qui est facile & vérifier
donc O . T(M) @i dtaprds la proposition 1.

Définition 3. - On appelle idéal singulier (2 droite) de A 1'idéal bilatere

zZ(a) = {a€ Ay 0. a<4}.
THEOREME 2,
(a) on a R(a) sT(a) < z(a) .

(b) 8i A est commutatif, on a R(A) = T(4) = z(4) .

Preuve.

(a) R(a) €7(a) ¢ I1 suffit de montrer que O " R<A ., Soit (0 "R) nX=0,

alors

[0 R) nx] R=0.R,

d'ou
[OR)VR}]n(X R =0.,R
implique
(o R2)n(X.'R)r1X=(O.‘R)nX
implique

.02
(0OSR)NX=0,

et, ainsi de suite on obtient



(0. R

~
D
>
Il

O L]

Il

Mais 3n, R =0, d'oh AnX=0 et X
T(A) € z(4) : Evident.

O .Donec O R4,

(b) Si A est commutatif, on a évidemment T(A) = 7(A) . Soit ae T(4) .
condition noethérienne donne,pour un entier n , 0/ a’ =0 . an+1 . Alors
Soit au contraire a” #0 . Alors I\, aa" # 0 R afha™ =0 , d'ou Xan+l

Aa® = 0, ce qui est impossible. Done a” =0 et a < R(a) .
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La
an =0
=0 e'l:

Définition 4. - On appelle radical tertiaire d'un sous-module N de M le radical

tertiaire du module /N , c'est-a-dire

hil

o) =T(M/N) = {a€A; BSESM, aSEN,et SNX=N=3X=0N}
fach; Yx¢N, 3AxEN atlx SN}.
maximm {I ;3 (N.I)nX=N=3 u} .

maximm {I 3 (N, I)nXSN=—3XCSN}.

Il
1l

Preuve. — La dernidre égalité : Soit I wun élément de la premiére famille, et soit

(NI)nXSN. Alors

N

(NS I)nXsN¥NnXxs(N,I)nX,
d'ou

N, I)nX=NnX,et [N, I)nX)]+N=(NnX)+1¥,

I

done (W . I)n (X+N)

tient & la seconde famille. La réciproque est immédiate.

N .Dow X+N=N et X&N, c'est-a~dire I

PROPOSITION 3.

(a) N oM< () .
(v) T(Nl N eew NN 21(N,) n T(Nz) N eee N T(Nk) .
Preuve.

(a) I1 suffit de montrer que [N . (N M)]n X =N entraine X =N . En
si [V, (W.M)]InX=N, comme N.(N.N)=M,ona MnX=X=0N.

appar-

effet,

(b) I1 suffit de faire la démonstration pour k =2 . Soit T = T(Nl) n T(NZ) , et

soit

[(Nl n N2) ST)ln X

In
=
D
=

d'ou
[(N1 ST n (N2 STYNXEN, NN, SN
et, coome T < T(Nl) , on a

(N, “T) nXEN SN, T,

1 1

5 o T) n (Nl ST)nXESEN, AN, SN,

T(NZ) s ona X<N,. Dela méme fagon, on montre X &N, ,

2

(N, 2 T)nX= (W

N

et, comme T

et par



3-08

conséquent X & Nl n N2 .

Remarques. - On n'a pas, en général, N, < N2:==$T(Nl) < T(N2) .
Si Q est un idéal & gauche, d'aprés (a), ona Q' A S T(Q) , mais on n'a pas,
en général, Q = T(Q) . Si Q est bilatére, alors Q= Q . A et, dans ce cas,

Q =1(q) .

Définition 5. — Un sous-module N de 11 est dit tertiaire dans 1 s'il vérifie

les conditions svivantes équivalentes

10 ahx SN x ¢ N =macT(N), (a€a, xel)
20 IXEN X¢EN==>1IcT(N)

30 NQN.’l::)IsT(N).

Preuve.

10 = 2° : immédiat.
20 == 30, Soit NZN, I=X.Alors IXSN, X¢N,dton I<T(N).

30 = 20, Soit IXSN et X ¥ N . Alors NZN. I, doh I<T(N).

PROPOSITION 4, — N tertiaire implique T(N) idéal premier.

Preuve. — Posons P = T(N) , et soit I3 S P avec I ¢P . Alors N, I=N, si~-
non on aurait I &P .
Soit (M .3) n X =N . Alors

N, B =WN,/I).3=N,3.
Donc

(N,3)nX=(N,,I3) nX=N
et coome I3 S P, alors X =N . Donc 3 S P .,

Définition 6. — On note P = T(N) , et N est dit P-tertiaire.

PROPOSITION 5.

(a) N—Erimaire = N-tertiaire.

(b) P iddal premier ==>P est P-tertiaire

(e) Q idéal a gauche irréductible ==3Q est P-tertiaire.
(et) N sous-module irréductible == N est P-tertiaire.
Preuve.

(a) Car R(N) =7(N) .
(b) Car il est P-primaire.

(c') Soit N wun sous-module irréductible. Soit N ; NI et (N, I)NX=N.

Alors X =N . Donc N est tertiaire.
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PROPOSITION 6. - 30it N # M un sous-module de M , EE P un idéal bilatére,

tels que
(1) IXSH, XEN==ICSP.
(ii) p < 7(N) .

Alors N est P-tertiaire.

Preuve., - Elle est identique a celle du cas primaire.

5 sont P-tertiaires, alors Nl n N2 est DP-tertiaire.

Preuve., - Vérifions (i) et (ii) de la proposition précédente.

PROPOSITION 7. - Si Nl,N

entraine par exemple, X ¢ N

n

(1) 1x N,aN,, X e N, NN dton I < T(Nl)zB

2 17’

(i1) » ST, N, .

T(Nl) A T(w

o) <7y

THEORRIE 8 (existence). - Tout A-module (de type fini sur un anneau noethérien

bilatére) admet une décomposition réduite finie en sous-modules tertiaires.

Preuve. - Soit N = Nl N eee N Nk une décomposition de N en éléments irréducti-
bles qui sont tertiaires d'aprés la proposition 5. On peut regrouper les sous-modules
qui ont mfme radical tertiaire d'aprés la proposition 7, et on obtient une décompo-

sition réduite.

LEMME 9. - Soit S =Nn X=N'n X' avec N P-tertiaire, N' est P'-tertiaire,

et P#P' . Alors S=XnX'.,

Preuwve. - Soit P¥ P! . ona N' /P =N' et (NnX) . P=(N'nZX').P,eten
développant

1l

(Nn,P)n (X P)=@mtP)n (X P)=N'n (X' P),
d'ol
(NP)n (X, P)NnXn Xt =N'n (X' S P)n Xn X' .
Donc
(N, P)N XN X' =N'nXn X' SN,
d'ou d'aprés la définition,
XN X' SN et XN X' SNN X=8,

mais aussi XN X' 2S5, d'ou S =Xn X'.

THEORRME 10. — Soient

N=N§Nn...nN (les N, sont D,-tertiaires)
1 n — i i

1

et N=1N!'n ...n Nﬁ, (1es N{ sont Pi-tertiaires),

deux décompositions réduites de N .,

— 1 — 1
Alors n =n' et {Pi} = {Pi} .
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Preuve, - Elle se fait comme dans le cas primaire.

PROPOSITION 11, - Soit N = N1 N see N Nn une décomposition en Pi—tertiaires

réduites. Alors T(N) = P,NP,N e nP

Preuve. - Il suffit de wontrer T(N) =2 Pl N eee N Pn . Posons P = T(N) . Suppo-
sons P ¢ Pl . Alors Nl . P = Nl .
Soit X NyneeonnN , X o2 Nl (car la décomposition est réduite). Alors

N.'P:(NlnX).'Pz(Nl,'P)n(X.'P):Nln(X.'P),

et

(N.’P)nX:Nln(X.'P)nX:NlnX—_—N,
d'ou X =N €& N1 . Ce qui est impossible,
Donc P & P1 , et de méme P & E. Vigjsdlou P< Pl N eeen P o

4. Sous-modules isotypiques.

Définition 1. - On dit qu'un sous-module N de I est isotypique dans 1 si

E(M/N) = E,®... OF
avec Ei injectifs indécomposables tous isomorphes. La classe m d'isomorphie de

Ei s'appelle type de N , et N est dit m-isotypique.

PROPOSITION 1. - Si N est irréductible dans 1 , alors N est isotypique dans
M.

Preuve.

N irréductible = M/N uniforme == E(11/N) indécomposable

PROPOSITION 2, - Si N

1 N2 sont m-isotypiques dans M , alors N1 n N2 est

T-isotypique dans M .

- S = N
Preuve. S N = Nl N2

9
0 —> u/N -2 (u/n,) ® (u/n,) < B(/N,) ® BQI/AV,)
implique

B(u/N) = B/N,) @ B(M/N,) = & I, gt 35

ou (X + M) = (X + N, X+ N2) . D'ou E@/N) = F, ®...®F avec F, isomorphe
a certains Ii ’ Ij qui sont isomorphes entre eux. Donc Fi Q‘Fj , et N est m-

isotypique.

Définition 2. - Une décomposition de N = Nl Neos nNn avec Ni ﬂi-isotypiques

est dite réduite si

(i) i1 n'y a pas d'éléments superflus (N # nj#i Nj)

(ii) Mi#Mj, i#35.
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T HEOREME 3 (existence). -5i M est noethérien, alors tout sous-module admet une

décomposition réduite en éléments ﬂi«isotypiques.

Preuve., — Comme 1 est noethérien, si N est sous-module, alors N = N1 N eee N Nn
avec les N, irréductibles, donc isotypiques. Cette décomposition, on peut la rédui-

re en rassemblant les éléments du m&me type gréce & la proposition 2.

THEOREME 4 (unicité). - Soient N = Noneweenliy =N n...nWN , deux décompo—
n' et M. =M! .,

sitions de N , réduites en éléments isotypiques. Alors n

Preuve. - On a
N = GWQ Ila) N ees N (ﬂx I,) = UWQ ala) 0 eee N (ﬂh, gn'h')
chacune en éléments irréductibles. Alors

B(1/N) :W@...@w=w@m @W'
M, M ] e,

5. Anneaux classiques. T-anneaux.

Définition l. — Un A-module M est dit d'Artin-Rees si, pour tout idéal I Dbila-
tére de A , pour tout sous-module N de i1 , et pour tout m € N , il existe
h = h(n) tel que

n

IPunneI®uw.,

LEME 1. - Soit N wun sous-module tertiaire de M . Alors N est primaire si, et

seulement si, il existe n tel que Tn(N) SNLHM.

Preuve. — Soit N primaire, alors R(N) = T(W) , et il existe n tel que

p™(N) € N . M . Réciproquement, si T°(N) €N . M, alors T(N) < R(N) .

7 ~
THEOREME 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes

1©° M est un 4aA-module 4d'Artin-Rees.

2° Tout sous-module tertiaire est primaire.

30 Tout sous-module admet une décomposition primaire.

Preuve.
10 =29 : Il existe h tel que
K (v (W) T[N S o) ]s N,
d'ou, si N est tertiaire, Th(N)M S N et d'aprés le lemme 1, N est primaire.

20 =19 : Soit (I , N, n) comme dans la définition 1. Soit une décomposition

réduite en tertiaires
IngPi’ i=1,unl,k.

ooy ) 1 .
I N= Ni N eee Nk n Nl N eee N Nk avec

|
—
w
.

I 4Py, §=
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Comme I*NESN!, J ¢P!, alors NSN!, dlod
J i’ 3’

. t.
NSN!' naoeonN ot " cpicy *u.
1 k i i

Donc

h
ih=nhnt) , TMSN n..nl

et

h o
Ul < J ! ! —
I M nN Nl N -Lo n Nk n Nl N eee N Nk' = N

20 === 3° est évident.

3% == 1° : méme principe que pour 2° == 1°,

Soit (I , ¥, n) comme dans la définition 1 , et soit I"N =N, N eeen N, une

1
décomposition primaire., Si N & Ni sy pour i =1, «¢e ,n, O a

"MAaNENS N, Neee N = ™y,

S'il existe un i tel que N ¢ Noy =1, eeuy m', et N& N, pour

i=m'"+1, «¢s , m, alors, les Ni étant primaires, il existe s; € N, tel que

S.
(In) 1c N, “M et, en posant s = sup (Sl s see sm) , On a

™ Mave™w.

by

Définition 2. - Un anneau A noethérien & gauche, vérifiant, comme un A-module &

gauche, les propriétés du théoréme 2, est appelé anneau classique.
Exemples. — Sont des anneaux classiques :
1° Tout anneau commutatif noethérien ;
2° Tout anneau noethérien dont les idéaux & gauche et & droite sont bilatdres ;
3% L'anneau des matrices M[A] , od A est un anneau comuutatif, noethérien ;
4° L'anmeau des matrices Mn[A] , ot A est un anneau classique ;
50 Tout anneau principal, intégre ;

6° Toute A-algdbre centrale A, ou A est un anneau commutatif noethérien, tel

que les idéaux bilateres de A sont de la forme AL , avec I iddal de A

7° Toute A-algdbre, séparable, A , de type fini en tant que A-module, oU A est

un anneau commutatif noethérien 3

8° L'anneau des endomorphismes d'un A-module projectif de type fini, oi A est

comnutatif et noethérien

9° Un ordre maximal A , dans une algébre simple centrale sur le corps de fractions

d'un anneau de Dedekind

10° Un anneau artinien, somme directe fini d'anneaux artiniens primaires,

(Pour tous ces exemples, voir M.-C. GERMA [2] ;)

11° L'algébre enveloppante d'wie algtbre de Lie nilpotente finie sur un corps K .

Cette propriété caractérise la nilpotence.
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(Voir J. C. Mc CONNEL [6].)

LEMME 3. - 81 V = N{xesm; Is T(\)}, ou I est un idéal bilatére, alors on
aIV:Vo

Preuve., - Soit IV = Nl N ese N Nn en Pi—tertiaires (réduite) avec
{V¢Ni, i , ese 53 D
V < Nj ’ j = p + 1 g oee o n .

Alors, pour les Ni tels que V ez Ni ,ona I& Pi , d'ou

i
-

(= = n . N
I vP1 N L) n Pp - T(Nl L Np) b
car la décomposition est réduite.

Pour les Nj tels que V & Nj , alors

VeN Neee N et IWV=IVnV=(M, N...nNN)NV=V,
p+l n 1 P

LEME 4. - On a ﬂ:=1 I®M=N{xsu; Ic<grx]}.
Preuve., — Si W est la premidre intersection et W' la seconde, on a :
ISR(X)==>IkMQX¢,W§X et WeEwW'.

ona I<R(I®MN), car Eer¥u,m,

THEOREME 5. - Soit M un A-module d'Artin-Rees, et I un idéal bilatére de A .
(a) si Vv=N"1"M, alors V=1V,

(b) 5 T<3(a) radical de Jacobson, alors N~ I"M =0 .

Preuve., - BElle est évidente d'aprés les lemmes 3 et 4.

D'aprés les propositions 9 et 10 du § 6 ci-apres, on peut faire correspondre, &
tout module injectif indécomposable E , 1'idéal premier P = Ass E . On a donc 1l'ap-

plication

f: m—> spec(A)
Et—3P = Ass E

entre les classes T dlinjectifs indécomposables et les idéaux premiers de A .

Cette application est surjective, car

avec Ei ===Ej et Ei injectifs indécomposables, et P = Ass Ei , car P est P-

tertiaire.

Définition 3. - On appelle T-anneau & gauche un anneau noethérien & gauche tel que

f est bijective.

THEOREME 6. - Les conditions suivantes sont équivalentes
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1° A est T-anneau & gauche ;

2° Tout A-module & gauche tertiaire de type fini est isotypique.

Preuve.
10 == 2° : Soient A un T-anneau, et M un A-module de type fini, tertiaire.

1
tent le méme idéal associé P ; il en résulte que

Soit 0 =N, A «ue n Nﬁ , ou lés Ny sont irréductibles, donc tertiaires, et admet-

BE(M) = E(M/Nl) ® ... @ E(M/Nn)

somme directe d'injectifs indécomposables qui ont le méme idéal associé P . Donc,
comme A est un T-anneau, les E(M/Ni) sont isomorphes entre eux, et M est iso-

typique.

20 === 1° : Soit A un anneau noethérien & gauche dans lequel tout module tertiai-
re de type fini est isotypique.

Soient E E, deux injectifs indécomposables tels que

17 72

Ass El = Ass E2 =P .

= = €
On a El = E(Axl) avec 0 # x, €E , et E, = E(sz) avec 0 # x, € B
Alors le module N = Ax @>Ax2 est de type fini et tertiaire car

2 .

Ass M = Ass E(M) = Ass(Axl) U Ass(Ax2) =P .
Donc M est isotypique. Par conséquent, E1 °=E2 , car
E(M) = E(Axl) ® E(sz) =E ©F, .

Remarque. - Une définition équivalente des T-anneaux est la condition de Krause

(i) Pour tout idéal premier P , dans 1'anneau A/P , tout idéal essentiel (& gau-

che) contient un idéal bilatdre non nul.
Exemples. — Sont des T-anneaux :
1° Tout anneau commutatif, noethérien ;
20 Les anneaux noethériens & gauche dans lesquels tout idéal & gauche est bilateérej
3% Les anneaux qui sont de type fini sur leur centre, lequel est noethérien j
4° Les anneaux noethériens a gauche a identité polynomiale 3

50 Les anneaux artiniens & gauche.

THﬁORﬁME 7. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

1© A est un T-anneau, et tout idéal premier est irréductible & gauche ;

29 Pour tout injectif indécomposable E , il existe un idéal premier tel que
E ~E(A/P) ;

3° Pour tout idéal premier P et pour tout idéal & gauche L tel que L Q P, il

existe un idéal bilatdre I tel que L Z1I ; P.
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Preuve. — Voir [ 8], page 166.

€. Injectifs indécomposables.

Définitions. - Un module I est dit indécomposable si

M:Ml@l\;zzﬁ,Ml:O ou M2=O-

Un module M est dit wniforme (ou co-irréductible) si O est un sous-module irré-

ductible, i. e,

N AN, =0==N =0.ou N,=0 .

PROPOSITION 1. - M est injectif indécomposable &==M est injectif minimal.

Preuve. - Soit O # N' injectif, et N' €M , alors N =N'@DN" , d'ou N" =0
et M =N!' .,
Réciproquement, soit M = N' @ N" , alors N' et N" sont injectifs, donc N' = M

ou N"=M [

PROPOSITION 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

10 M est uniforme ;

20 E(M) est injectif indécomposable ;

3081 0#M'SM, alors E(M') = E(M) .

Preuve.
10 =>2° : Soit E(M) =E ®BE,, E #0, alors E,nM#0, E,nM#0,d'ou
\ 1)y & N —
(Elﬂll)ﬂ(Ezﬂh) E,NE,=0,

et M est non uniforme.
20 —=30 : E(M') € E() , mais, E(M) &tant minimal, on a E(u') = B(M) .

30 ==31° : Soit X#0 , Y #O0 , des sous-modules de 11 , alors E(M) = E(X) = E(Y)
dtoy X< E(Y) et XnY#O .

PROPOSITION 3. - 3i M est uniforme, et 4 9E, alors E est uniforme.
Preuve. — Soient X #0 , Y # 0 des sous-modules de E , alors XnM¥ #0,
YnM#0, d'ou

0FAEXnM)n(YnH)SXnY.

PROPOSITION 4. = Soient M 33_ M uwniformes. Alors on a

1 2
E(Ml) = E(Hz) si, et seulement si, 30 #XSM , 0#ZYEM,, X>Y.

Preuve. — Soit E(Ml) =E(MZ) , dlou M, =M} < E(Ml) , et 0 #M! nM , sous-mo-
dule de Ml , est isomorphe & un sous-module de N2 .
Réciproquement, si X =Y , alors E(X) = E(Ml) , E(Y) = E(M2) , dlou E(Ml) = E(MZ).
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PROPOSITION 5. - Soit N = Nyneeen N une décomposition sans é1ément superflu

en sous-modules Ni irréductibles de M ,alors

B(M/N) =~ E(M/Nl) ®...0 E(M/Nn)

avec les E(M/Ni) injectifs indécomposables.

Preuve. - Les Ni sont irréductibles, donc 1les IvI/Ni sont uniformes, et E(M/Ni)

indécomposables.,

On peut identifier M/N avec le sous-module diagonal de E(M/Ni) fermé dans
(m+Nl, ...,m+Nn) .

I1 suffit de montrer

1 0

M/N qEEizl E(M/Ni) .
On montre d'abord (M/N) n (M/Ni) #0, Vi . Montrons-le par exemple pour i =1 ,
Comme la décomposition n'a pas d'élément superflu, il existe m € M tel que

m € N2 N eee N Nn et m ¢ Nl « Donc ,
(m+1\r_l y eee m+Nn) = (m+Nl , 0, eee , 0) € (M/Ni) n (M/mw) .
Comme (M/N) n (M/Ni) #0,ona 0# (M/N) n (M/Ni) = E(M/Ni) et, comme E(M/Ni)
est indécomposable, on a
E((M/N) n (M/Ni)) = E(M/Ni) .
Montrons maintenant que si x e & E(M/Ni) , 3aeld tel que ax e M/N . Soit

X € leE(M/Ni) y alors X =x + eetx , X € E(M/Ni) .

On peut supposer x, #0 , alors
x, € E(M/Nl) = B((M/N) n (M/Nl)) =>la ek, 0#a x, € (M/N) n (M/Nl)
et ainsi de suite. On a
0 # a; X =8 X + eee 8 X
et

0 # 8, 8, 1 ese 8y 8 XE M/N .

THEOREME 6 (existence) [MATLIS . - Soit A noethérien & gauche, et L wun idéal a
gauche., Alors E(A/L) = El ® ... C)En avec Ei injectifs indécomposables.

Preuve. - L = Ll N eee N Ln avec Li irréductibles. Cette décomposition est sup-
posée sans élément superflu, sinon on la réduit (1'existence d'une telle décomposi=-
tion est toujours vraie dans un anneau noethérien a gauche). En appliquant la propo-

sition 5, on a

E(A/L) =B(A/L) @ ... ® E(A/Ln) .

THEORENE 7 (uhicité) [AZUMAYA]. - Si M = E,®...®E =FE

tifs indécomposables, alors n =n' , et B, Q‘Eé(i) y Vi

[} [} . . -
1 @D ... @En en injec
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Preuve. - Voir [5] ou [7].

PROPOSITION 8. = Soit M injectif, et I < El @ .ee C>En ’ Ei injectifs indé-

composables, alors

M=E'®.,.. @8 avec E} =E /. et m<n.
1 m i 0(1)

Preuve. — Comme M est injectif, il existe II' injectif tel qu'on a
M@P”I’:El@ooo®E [}
n

comme

M=F @...@F et M‘T—‘F‘@ooo@F',
1 r 1 s

le théoréme 7 donmne n =1 + s et Ei =‘Fi ou Fi .

Soit M un module uniforme (par exemple un module injectif indécomposable). Si on
prend la famille £ = {0 . X3 O # X S M}, elle admet un élément maximale Soit
P=0" Xy . Cet élément est maximum. En effet, si 0 Ye £, comme X, Nn7Y #0 ,

alors

P=0"%X S0" (X, n Y) ,

d'ou

P=0" (XOnY) et 0. YSO0" (XOnY)QP.
Cet idéal est premier comme on peut le voir facilement. En plus, P = T(M) « En
effet, si ae€ T(M) , alors 3S AM telque aS =0, d'ot a€0 .S <SP.

D'autre part, O /. P <M car tout sous-module non nul est essentiel dans M , puis-

que M est une forme, Donc P & T(M) . D'ou, les propositions suivantes.

PROPOSITION 9, — A tout module uniforme M correspond un idéal premier qui est le

radical tertiaire de M .

PROPOSITION 10. = Si Ml ’ M2 sont uniformes, et My =>‘M2 , alors P, =P, , ou

Pi est le radical tertiaire de Mi .

7. Relations entre tertiaires et Ass M .

Soit N un sous-module d'un A-module M . Alors N admet une décomposition ter-

tiaire (unique) N = N1 N see N Nn avec les Ni Pi—tertiaires. Notons

Ass'(N) = {Pl s eee 5 P 1.

n
Dt'autre part, posons

Ass(M/N) = {Pi » PY oy eee P!} .
E(1/N) se décompose en somme directe finie d'injectifs indécomposables. Soit

E(M/N) = E, ©... ®E .

A chaque injectif indécomposable correspond un idéal premier, et posons
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Ass" N = {Pg 2 Pﬁ} .
On va montrer que
Ass(M/N) = Ass' W = Ass" N .
Définition, - Un résiduel P=X".Y, XZY, de X est dit essentiel si

XZZSY=3P=X"12.

LEMME 1. - Pour un sous-module N de M , les conditions suivantes sont équiva-

lentes,

1 P est résiduel essentiel de N 3

20 Pe Ass(r/N) ;
3 P=N"Y, Y¢N,et ZEN, ZSY=P=N".132,
Preuve. - L'équivalence 1° &= 2° est évidente.

10 =33°:Soit P=N'.Y, NSY, Z&ZN, ZSY.Alors NZN+ZSY,

dtou

P=N.Y=N"(N+2)=N"72

il
=
<
|..<
R
=

30 —e=s 19 ¢ Soit P
P=N"(N+7Y).

NZZSN+7Y,

d'ou
Z=NN+¥)nz=NN+(Yn3z),
et
YNnZgN, YnZsY.
Dtou
P=N" (¥Yn 2),
et

N.Z=N."[N+(Yn2)]=v.(Yn2z)=P.

7/ ~
THEOREME 2, - On a Ass(M/N) = Ass' N = Ass" N .
Preuve, — Soit P € Ass(M/N) , alors P=N' X, NZX. Supposons I # P, =HN)
= = c =
N=NnX=Nn..nN nXsN,n...nN nX=7Y,
Alors N ; YeX, d'ou
P=N.X=N"Y=N %Y

et, si Z¢N Z<S Y, alors ZN ZSY, dtod

l ?
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D'ou P = Pl ce qui est impossible. Donc

N-—'NzﬂcooﬂN ﬁX-o

n
En répétant la méme méthode, eu supposant cette fois-ci P # P2 = T(NZ) ; on obtient
N=N,nNn «aan Nn n X, et ainsi de suite 5 si P # Pn = T(Nn) ,ona N=X, ce

3

qui est impossible. Donc il existe i tel que P = T(Ni) € Ass' N .

Soit Pe€ Ass' W, et posons S =M/N, P=0' Y résiduel essentiel de 3 .
Alors P=0" Ay avec y€ Y .

E(sy) < B(S) =&, ,

d'ou
iy 1
E(4y) _ﬁ;l By
et
— 1 1
y — el + o e 0 + ek
d'ou

P=0.Y=0""Ay=0N0" Aei
et, coome P est premier, on a
P=0" Ae{ € Ass" N .
Si P=0"% Y€ Ass" N, Y<E , alors
0. (¥ns)=0".Y="P
et si 0#2<YnS , alors
P=0"2==Pe Ass(U/N) .
Soit P e Ass(M/N) . On a
N=N n..nN =N X', AN .
Soit £ ={N".X3; N ; X €X'}, Alors il existe un élément maximal qui est résiduel

essentiel, car si N ; YsX,alors N.Y=2N%X, dol 1'égalité. Par conséquent,

on a un résiduel P =N " X telque X X' et N=0Nn X! . Alors, d‘'apreés la

démonstration de 1la partie Ass(M/N) S Ass' N, ona N=N, n X', d'ou P=PF, .

COROLLAIRE 3.

(a) Un sous-module N est tertiairve si, et seulement si, Ass(M/N) = {P} .

(v) Tout sous-module isotypique est tertiaire.

Preuve.
(a) est évident.
(b) 81 ¥ est isotypique, alors

n
EQ/N) =€ B, avec E, = Ej ,
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d'ol T(Ei) = T(Ej) =P et

Ass(M/N) = ass B(M/N) = {P} .
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