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SUR LES MODULES LINéAIREMENT COMPACTS

par Jean GU F:RINDON

Introduction.

La notion d'objet injectif en une catégorie générale permet d'énoncer simplement
certains résultats. Par exemple, le théoréme de Hahn-Banach signific que R est un
objet injectif dans le catégorie des algdbres de Banach rdéelles. L'axiome (AB5) de
GROTHENDIECK en une catégorie abélienne permet de plonger tout objet en un objet in-
Jjectif. 3i on considére la catégorie des modules avec les morphismes purs, on intro-
duit la notion d'enveloppe pure injective d'un module [ 12]. Dans cet exposé, nous
supposons que l'anneau de base R est'classique" au sens de VAMOS (cf. [10], [11]).
Par exemple, il est localement noethérien commutatif, ce qui permet d'utiliser 1la .
théorie des modules linéairement compacts pour une topologie linéaire. On supposera
R commutatif unitaire et les modules unitaires. On obtiendra, alors, des théorémes
de structure pour les modules linéairement compacts sur un anneau localement noethé-
rien. Cela généralisera partiellement, un rcésultat de L. FUCHS [4] sur l'identité
des groupes abéliens linéairement compacts et des groupes limite projective de grou-

pes avec conditions minimales pour les sous-groupes (théoréme 4).

Le théoréme 1 permet de géndéraliser un théoréme connu de Los suivant lequel un
groupe est sous-groupe pur du produit de ses quotients cocycliques. On introduira
alors la classe des topologies linédaires "de type & " qui s'applique & la fois aux
séries restreintes sur un anneau noethérien et & la f. e. topologiee considérée dans
les énoncés des théoremes 3 et suivants. Enfin, on compare 1l'enveloppe pure injective

d'un module & sa complétion pour la topologie lindairement compacte (cf. Corollaire

des théordmes 2 et 3).

1. Modules artiniens et f. e. modules.

Rappelons la définition des f. e. modules (finitely imbedded) de Vamos (er. [10],
[11]). On désignera par S(M) 1le socle d'un module M .

Théoréme et définition. — Un R-module M est dit "un f. e. module" s'il satisfait

a 1l'une des conditions équivalentes suivantes :

(a) L'enveloppe injective E(M) est somme directe d'un nomgre fini

E(Sl)<3 . C>E(Sk) d'enveloppes injectives de modules simples S
(B) M est extension essentielle de son socle S(M) , et S(M) est de type fini.

(¥) Tout systémgé filtrant décroissant de sous-modules non nuls de M est borné

inférieurement par un sous-module non nul de M ,

VAMOS établit et montre les 3 propriétés suivantes :
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PROPRIETE 1. = Soit 0 =3 A' —> A —> A" —3» 0 une suite exacte de R-modules.

Si A est un f. e. module, A' est un f. e, module. Si A' et A" sont des f. e.

modules, A est un f. e, module.

s/
PROPRIETE 2. -~ Un module est artinien si, et seulement si, tous ses quotients sont

des f. e. modules.

PROP&IETE'B. -S51i R est un anneau commutatif, alors R est localement noethérien

si, et seulement si, tout f. e. module est urtinien.

Définition.l, - On appelle "topologie cofinie" ou "f, e. topclogie", la topologie

lindaire définie sur un R-module M par les Mi , tels que M/Ni soit w f. e,

module.

On voit alors que si, R est localement noethérien, la f. e. topologie & est la

topologie artinienne sur M . Si on considire tous les sous-modules M5 de M , tels

que M! soit superirréductible (ou abrité) en M , les M3 définissent une topologie

lindaire § sur M qui coincide avec & . En effet, si M' est abrits, M/M3 est
un f. e. module. Réciproquement, si F €M et M/F est un f. e. module, il est
artinien. Or F est intersection de tous les sous-modules de M , qui contiennent

F , et sont abrités en N . Comme M/F est artinien, F est une intersection finie
de tels modules abrités. On a donc § =% . Lorsque R est quelconque, & est plus

fine que § .

Comme pour R quelconque, tout sous-module H de M est fermé pour $ , il est
fermé pour & qui est plus fine que § . En particulier, les topologies § et &

sont séparées.

Dans le cas particulier ou R est localement noethérien, on a une démonstration

simple du lemme suivant, qui reste valable dans le cas général (cf. [11]).

LEMHE. - 31 E est un sous-module de F , la f, e, topologie sur E est la res-

triction de la f. e. topologie sur F .

On supposera R localement noethérien. On sait, d'aprés la propriété 1, qu'un
sous-module d'un f. e. module est un f. e, module. Il suffit donc de voir que si V
est un sous-module de E , qui est abrité en E , il est la restriction d'un sous-
module abrité en F . Si xe€ E, V est tel que (V + Rx)/V soit simple., Soit W
un sous-module de F qui contient V , et est maximal avec la propriété W # x .

Alors W est abrité, et ona WNn E=V,

Définition 2 (cf. [11]). - Un anneau R est "classique", si tout f. e. module est

linéairement compact discret.

Par exemple, les gnneaux localement noethériens, les anneaux de valuation maximaux

sont des anneaux classiques. La f. e. topologie a été &tudiée par FAKHRUDIN (cf. [3])
et COUCHOT (cf. [2]). Nous avons deux propriétés valables pour R commutatif quel-

congue.
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PROPRIETE 4. - Un produit fini de n f. e. modules est un f. e. module.

En raisomnant par récurrence sur n , on peut se borner au cas n =2 ., Or si

P = El X E2 , avec E. et E2 f. e. modules, P/Elsz E et donc P est un f. e.

1 2’

module d'aprés la propriété 1,

PROPRIETE 5. — Si P = E, x By x ... x E_, la f. e. topologie sur P est le pro-

duit des f. e. topologies sur les facteurs.,

On peut supooser, au moyen d'un raisonnement pur récurrence , que l'on a n = 2 .
Soit m' la f. e. topologie sur P , m, sa restriction a El , qui est la f. e,

10 de méme m, sur E2 .S LEP et si P/L est un f. e. modu-

le, si L n Pl = Ll s, LN P2 = L2 ; alors L1 est un voisinage de O pour LI

L= Ll C)L2 , et donc L est un voisinage de O pour ! e Inverse-

topologie sur E

L2 pour T, ,
Cow ' S mo p
ment, si hl C)M2 est un voisinage de O pour m X Ty, Onoa El/l‘x1 et E2/M2

f. e. modules et P/(Ml @ M est un f. e, module d'aprés la propriété 4. Donc

Ml C>M2 est un voisinage de O pour ' . Finalement, ' = X Ty o

Co Qe Fu Do

2. Enveloppes pures-injectives.

La théorie de 1l'enveloppe dans la catégorie des R-modules se transpose & la caté-
gorie ®(R) des R-modules munie des morphismes qui sont les homomorphismes purs

(donc injectifs). C'est ce qu'a fait WARFIELF [12].

Dans la théorie classique de l'enveloppe injective on plonge un module donné E en
un module injectif EO , et on considdre un module E(M) tel que E < E(M) = Eo , et

qui est sous-extension essentielle maximale en E. . Alors, toute extension injective

0
et essenticlle H de E est telle qu'il existe un R-isomorphisme : H -=3 E(M)

qui est 1'identité sur E . E(M) est "l'enveloppe injective" de E .

Définition 3. - Une injection pure de R-modules A —> B est pure essentielle,

s'il n'existe pas de sous-module non nul S de B tel que Sn A=0, et que

(A + 8)/s —> B/S soit pure.

Définition 4. - Une extension pure B de A est une enveloppe pure injective, si

B est un R-module pur injectif (algébriquement compact), et si B est une extension

pure essentielle de A .

WARFIELD ([11], prop. 6) montre que les enveloppes pures injectives existent (on
prend une extension pure essentielle maximale de E donné en un module pur injectif

EO que l'on construit) et que 1'on a la propridté suivante.

PROPRIETE 6. - Les enveloppes pures injectives existent, et sont uniques & un R-

isomorphisme (non unique {) prés.

Si A est un R-module et B une enveloppe pure injective de A , et si

f: A—>C est une injection pure de A en un R-module pur injectif C , alors

f s'étend par g : B —>» C qui est pure.
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Remarque 1. - L'enveloppe pure injective n'est donc pas solution d'un probldme uni-
versel, pas plus que dans la théorie classique "non pure" (cf. J.-P. LAFON, [7],
chap. 5, § 5).

Remarque 2, - Si 1l'anneau de base est 'tlassique", un module, tel que EO , est

plus facile & trouver que dans le cas général. On peut en effet, prendre pour By
le complété proj lim (E/Ui) de E par la f. e. topologie (cf. th. 3, et aussi [3]
et [2]). En effet, les E/Ui sont linéairement compacts dans ce cas, et EO aussi.
Donc il est pur injectif.

3. S-topologies linéaires sur un module.

Soient I un R-module, et & une topologie lindaire sur M ., On dira que G est
de "type & ", ou est une " S-topologie", si sour tout entier p , tout sous-module
P
M

du produit est fermé pour la topologie produit des topologies © des p fac-

teurs.

Exemple (a)e = © est la topologie m-adique sur un module de tvpe fini sur un
anneau de Zariski m-adique R . On a diverses applications aux séries restreintes,

considérées coume complétés d'anneaux de polyndmes.

Exemple (b). = S est la f. e. topologie sur M qui est définie au § 1. D'apres
la proposition ultérieure, & est définie en prenant pour voisinages fondamentaux
de O en M tous les sous-modules super-irréductible Mi (ou "abrités") en M

( M/Mi a un sous-module non nul minimum).

On obtient alors le théortme suivant qui s'applique aux deux exemples précédents

ainsi qu'a la situation du théoréme 3.

THEOREME 1. - Si des sous-modules {Ei} (i € I) de E engendrent en E , une &
. 742 & . . . . - 1
topologie ? , de complété E , alors les injections canoniques 8 : E +—3p TE(E/Ei) y
¢ ¢ E+~>E sont pures.

Notons que © est séparée, et que 1l'on peut augmenter {Ei} en prenant les inter-
sections finies de tels Ei s puisqu'un facteur direct d'un module extension pure de

E est extension pure de E . De méme, si E est pure pour la famiile augmentée, ¢
sera pure, G étant séparée. Pour tout L de présentation finie,Aq - AP 51 - 0.

Soit T 1'isomorphisme canonique
L® ﬂi (E/Ei) = Hi (L @ (E/Ei)) .

Alors © serapure si W: L®E —> ﬂi (L® (E/Ei)) est injective.
On pose 6i : L®E—=>18 (E/Ei) canonique. Tout revient a voir que € € (L ® E) ,
ei(g) =0 pour tout i , entraine & = O , ou encore, en considérant le suite exacte
%
L ® E, —-->L®E-—>L®(E/Ei) — 0,
que l'on a ﬂi ker ei =0 . On a alors, pour chaque i , un diagramme commutatif &

lignes exactes.
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%
AL ®E —-—-—-)AP®E]._ —t3 L ® B, ——3 0

|, ok [t

ler —L P9 -2 5, 18E — 0

| | ¥

ey (8/E,) - AP ® (E/Ei) —->L® (E/Ei) -0

! |
ou, en identifiant, pour tout module F et tout q' , A erF a r? o

g.
q s@p P i N
E, > B, ,L®'Ei——-—70
w .
B £ 38 % S5 1L8E —s0

6

(E/Ei)q - (E/Ei)p - 1® (8/8) =0 .

,e_

Alors, si E€ L®E , est tel que, pour tout i , on ait ei(g) =0 , on aura

§€Im¢i=1m\vioi=1m(cwi) ,

- : P k _
et € = Oua(zi) pour un zy en Ei de la forme (Zj aij eij) (k =1, 2 ,e00y py
a%. €eh, e, .eB )avec wl(z)e BP . ATors €e i, oB. P .,
ij ij i it’i i 7di

Si A est l'homomorphisme canonique B — Ep/p(Eq) , soit, pour tout i ,
B = h(E{% . 3i on voit que ﬂi E! =0, on aura § € 0(Ef% « Or o induit un iso-
morphisme & : E°/p(El) 5> L ®E .
De E € c(Eip) , on tire E € Ee(Eip) . Or 0 est inversible, on a
-1

3 P
o ge N A(Ei ),
et donc on aura € =0 . Or on a
Bt = A(E.P) = [E. P + p(EY)]/p(EY)
i i i
et donc on a
. P q a
N, By =[N, (8% + p(8%)1/p(E%) .
Reste & voir que 1'on a

n, (Eip + p(EY) = p(2?) .

On pose W = p(Eq) . Or la topologie G , qui est engendrée par les intersections
finies de modules Ei , est par hypothdse de type & et donc W est fermé en P .
Donc les injections
E —3 E = proj lim E/(E. n .. n B, ) > [, (B/E,)
i, i, A A

sont pures, les E, étant des intersections de modules Ei .

PROPOSITION. - La f. e. topologie d'un module E est de type & .

En effet si H est sous-module de P , i1 est fermé pour la topologie produit m

des f, e, topologies des p facteurs (propriété 5), car m est la f. e. topologie
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sur le produit, et 1l'on sait que tout sous-module d'un module quelconque est fermé

par la f. e. topologie (cf. [11]).

Contre exemple. - R est un anneau quasi local d'idéal maximum M non séparé
q ’ P

pour la topologie M-adique., Alors R —3 R est non injective, donc non pure. Il

existe de tels anneaux (non noethériens) de fonctions différentiables.

THEORENE 2. = Si R est un anneau classique, E un_R-module, et E la limite

projective des E/Ei , tels gue _E/Ei soient linéairement compacts.discrets. L'lap-

plication canonique E ——a & est pure.

E est l'enveloppe linéairement compacte de E au sens de KURKE. 3i {Fj} est
la famille des sous-modules de E tels que l'on ait E/F. f. e. module donc 1. c. d.
(puisque R est classique) ; on a E —> E —3 B avec £ = proj lim (E/Fj) . Or
tout Fj est fermé en E pour la f., e. topologie, et donc v est injective. Or
v o u est pure puisque c'est l'injection canonique pure de E en E d'apres. le

théoréme 1. Donc u est pure. C. Q. F. D.

Soit B -2 f —s P = ﬂj (E/FJ.) . Soit ™ 1la topolegie produit des topologies
discrétes sur les E/Fj , et ' 1la topologie induite sur ﬁ (topologie de la limi-
te projective). Soit w la f. e. topologie sur P . Ona w>m" ( w plus fine
que ! ) car un produit fini de f. e. modules est un f.e, module. Alors w induit

la f. e, topologie § sur £ et donec § > ¢' . On a alors le théordme suivant.

THEOREME 3. - Si R est classigue, il y a équivalence entre les propositions sui-
teg

(a) E est lindairement compact diucret,

(b) & est lindairament compact discret,

(c) ona ¢ =g .

En effet, E —=2 B est injectif, donc (a) &= (b)..Siona E 1.c. d., on a
E=E , et ¥ = ' est la topologie discrete.
Inversement, si on a (c), conme R est classique, la f. e. topologie ¢ est telle
que ¢' est linéairement compacte (cf. [11]). Donc la f. e. topologie ¢ sur 5
est linéairement compacte. On voit, en appliquant la définition de la compacité li-
néaire, et en observant que tout sous-module d'un module M est fermé pour la f. e.

topologie de M , que E est lui-méme linéairement compact discret,

COROLLAIRE, — Si R est classique, 1l'enveloppe pure injective E* de E est un

facteur direct, de E et un facteur direct de ﬁ .

En effet & et £ sont purs injectifs comme limites projections de modules 1. c.
~ o
d, donc purs injectifs. De plus, les injections canoniques E —> E et E —3 E
sont pures, d'aprés ce qui précede. On a donc : E*——la E et E¥ ——ge E scindées,

car E' est pure injective et Kl ’ KZ pures

Ce Qe Fo Do
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Remarquons que E =E¥@N , et E &tant la complétion de E , E et donc E¥
sont partout denses en E ., De méne, E* est partout dense en ﬁ .« On n'a pas en
général, 1'égalité, car, par exemple, si R est noethérien et E =R (cf. [6] et
[12]), ona R*=R ~ R , et R # R en général, Enfin, si on peut avoir E¥ # & ,
méme si R est artinien et E de type fini sur R . Il suffit de prendre pour E
un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps commutatif R . Alors E = E¥ ’
et E n'est pas linéairement compaét. WARFIELD a montré (cf. [12]) que si R est

noethérien et E de type fini, £ est une enveloppe pure injective de E .

4. Application aux modules linéairement compacts.

Les &-topologies utilisées dans les théorémes 2 et 3 sont lindairement compactes.
Un probleme trés ancien est de trouver la structure d'un module lindairement compact
M sur un anneau commutatif R , en particulier, s'il est discret (cf. (1.
D'ailleurs, on voit immédiatement qu'un R-module est linéairement compact pour la
f. e. topologie si, et seulement si, il est discret. Cela rdésulte du fait que tout

sous-module est fermé pour la f. e. topologie.

Lorsque R est localement noethérien (cf. [11], prop. 4.1) tout f. e. module est

artinien, et on peut généraliser un résultat de L, FUCHS (cf. [4]) sur les groupes

abéliens linéairement compacts.

THEOREME 4. - Un module M 1linéairement compact sur un anneau commutatif locale-

ment noethérien est une limite projective de modules artiniens (et réciproquement)

En effet, 1! est pur injectif et est limite projective de modules Li linéajire-
compacts discrets. Alors chaque quotient de Li qui est un f. e, module Li/Nij
est artinien et Li est complet pour la topologie (séparée) définie sur les Li par
les Nij « On a Li = proj lim (Li/Nij) et donc M est limite projective de modules

artiniens sur R . La réciproque est classique.
Si on suppose en plus que M est noethérien, on peut supposer R noethérien et
les modules précédents sont tous de type fini et de longueur finie.

rd ~

THEOREME 5. ~ Un module noethérien lindairement compact est une limite projective

de modules de longueur finie.

Dans le cas particulier ou R est local noethérien, d'idéal maximal P , on sait
qu'un R-module 1. c. d. est anssi R-module 1. c. d. (cf. [6]). La structure de M

peut alors se préciser au moyen de [1]. On voit alors que " M est artinien si, et

seulement si, il est l. c. d., et son assassin AssR M est le radical de R ". En

effet, si M est artinien, et xe M - (O) , Rx est de longueur finie, O:Rx est

maximal, et AssR M = {P} radical de R . Réciproquement, si AssR M =P, on peut

supposer R complet, et [ 1] mentre que M est artinien.
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