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SYSTEMES DE GENERATEURS NORMALISANTS

par Jak ALEV

1. Introduction

Tous les anneaux sont unitaires. Toutes lesalgebres de Lie sont de dimension finie

sur un corps de caractéristique O .

Définition 1.1,- Soient A un anneau, et Z(A) son centre. Une famille finie

d'éléments de A , Xy 9 Kp oy eee y X est un systéme centralisant si
(1) =z, e 2(a),

(ii) xi.e Z(A/(xl » Xp g eee xi—l)) avec 2<ign.

Soit N(A) = {a ; aA = Aa} . Une famille finie d'éléments Xy 5 Xy oy eesy X de
A , est un systéme normalisant si
(1) x, € N(a) ,

(i1) x; € N(A/(x1 , X

o1 e xi-l)) avec 2<i<n.

Un systéme centralisant est normalisant.

Remarque 1.2, - Si X, 9 Xy oy eee 5 X est un systéme normalisant, on a
(Xl,Xz,o.-,Xn)=X1A+X2A+...+XnA=AXl+AX2+...+.A.Xn,

comme on peut le voir par récurrence sur n .

Exemple 1.3 (Mc CONNELL). - Soit U 1'algdbre enveloppante d'une algtbre de lLie
$ résoluble de dimension finie sur un corps algébriquement clos et de caractéristi-

que zéro. Alors, tout idéal bilatére de U est engendré par un systéme normalisant.

2. Le théoreme d'interscction de Krull.,

LEMME 2.1 (GOLDIE). - Soient A un anneau commutatif noethérien, et I, J, K

trois idéaux de A tels que :

I1 existe une suite d!'éléments il ’ i2 g see 31 4 seee I 3 il existe x€ A

n
tels que

X—inXe (J+K)n’ n=1’2’3,.00;

alors, il existe une suite d'éléments Py s Ppy eee sy Py vee € I+ J tels que
X"'panKn, n=1,2,3,o.-o

Ce lemme est équivalent au théoréme d'intersection de Krull. Bn effet, prenons

I=K=0 et xe nn>l J* . Les conditions du lemme sont satisfaites. Il existe
4
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alors Py 5 Pyy eeo 3y Py eee € J , tels que x = p, X, ce qui est le théoréme
d'intersection de Krull. Inversement, la condition x - i xe (7 + K)n implique
par récurrence sur n , que x e (I + J +K)®, et alors x e ﬂn)1 (I+J+K)".
D'aprés le théoréme d'intersection de Krull, il existe un élément a € (I +J+ K)n

tel que x = a X « On peut écrire

an=pn+kn avec pneI+J et kneKn.

N : n
D'lou x - p, xek .
La démonstration de ce lemme n'utilise ni la décomposition primaire, ni le lemme

d'Artin-Rees. C'est cette démonstration que Mc CONNELL généralise grfice aux systémes

centralisants et obtient alors comme corollaire :

THEOREME 2.2 [2]. - Soient A un anneau noethérien 3 droite, et I un idéal en-

i
-

gendré par un systéme centralisant. Soit x € Z(4) n ¥ (Iw >l In) . Il existe

alors un élément t € I tel que x = xt .

COROLLAIRE 2.3. - Soient A un anneau premier, noethérien & droite, et I un

idéal, I # A , engendré par un systime centralisant. Alors, I” n Z(4) =0 .

Preuve. - En effet, si x € Z(A) nI®, il existe, d'aprés le théordme 2.2 , t € I
tel que x =xt , d'ou

x(1 - t) =0 et =xzaA(l -t) =0,

Donc x =0 .

3. - Anneaux pondérés.

Définition 3.1. - Soient A wun anneau, et S une partie génératrice de A . On
dit que A est pondéré s'il existe une application h : A ——3 N telle que

(i) n(a) =0 si, et seulement si, a =0 ,

(ii) n([s, a]) <n(a), (Vses) et (1ach), a#0.

Lorsqu'il en est ainsi on dit que h est une fonction de hauteur sur A

Exemple 3.2 (Mc CONNELL). - Soit U 1'algdbre enveloppante d'une algdébre de Lie

nilpotente & 3 U est un anneau pondéré,

LEMME 3.3, - Soit A un anneau pondéré par rapport & la partie génératrice S .

Alors
(i) Tout anneau quotient A/I est pondéré,
(ii) Si I est un idéal bilatdre non nul de A, I n Z(A4) #0 .

Preuve.

(1) Définissons h(y) = min{h(a) ; @ =€} . N est une fonction de hauteur sur

A= A/T, par rapport & la partie génératrice S, image de S dans & .

(ii) Soit 0 # y € I de hauteur minimum. Alors

¥ ses, h(sy-ys)<nly)
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Mais conme sy — ys € I , on obtdent sy - ys =0 . Donc y e 2Z(4) .

THEOREME 3.4. - Soit A un anneau pondéré, noethérien bilatdre. Tout idéal bila-

téere I de A, est engendré par un systéme centralisant.

Preuve. ~ Soit O # a, € I n z(4) . Par récurrence, on construit une suite d'é1é-
ments de I , B 9 8oy eee s B, tels que

(i) a € 2(4) ,

(ii) a; € Z(A/(al e s 8y
s Y e c
(iii) (al) (al , a2) (a1 2y 33) cee o

—l)) avec 2 <1<k,

lMais 1l'anneau étant noethérien bilatére, il existe un entier n tel que

Iz(al,az, LI ) ,an) .

COROLLAIRE 3.5, = Soit A un anneau pondéré, premier et noethérien & droite. Si
I est un idéal bilatdre de A, I #4, I'=0.

Preuve. - En effet, si I“#0, ona 1% z(a) £ 0 , d'aprds le lemme 3.3 ; 1%

est engendré par un systéme centralisant, d'aprés le th. 3.4 ; et alors

1¥n 7z(a) =0 , d'aprés le corollaire 2.3. Donc “=0.

En particulier, le théoréme d'intersection est vrai dans 1l'algdbre enveloppante U

d'une algebre de Lie © nilpotente.

4. Propriété 4'Artin-Rees et localisation.

Définition 4.1. - Soient A un anneau noethérien & droite, et I wun idéal bila-

tére de A . On dit que I vérifie la propriété d4'Artin-Rees si, pour tout idéal a

droite E , il existe un entier n tel que

En I SEI.

THEORELE 4.2.

(i) Soient A wun anneau noethérien & droite, et I wun idéal de A engendré par

un systime centralisent. Alors I a la propriété d'Artin-Rees (cf [6]).

(ii) Soient A wun anneau noethérien & droite, et I un idéal de A engendré par

un systéme fini d'éléments normalisants (i. e. d'éléments de h(A)). Alors I a

la propriété d'Artin-Rees [2].

La propriété d'Artin-Rees donne une caractérisation de 1'algébre enveloppamte U

‘d'une algebre de Lie § nilpotente.

THEOREME 4.3, - Soient © wune algibre de Lie de dimension finie et U son algé-

bre enveloppante. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) s est nilpotente,

(ii) tout idéal de U a la propriété d'Artin-Rees.

Définition 4.4. — Soient A un anneau, P un idéal premier de A , et

C(P) = {c 3 c + P est régulier dans A/P} .
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On dit que P est localisable si, quels que soient re R et ce C(P), il

existe r, € R et c € C(P) tels que

I‘Cl = CI‘l .

THEOREME 4.5 [8]. — Soient A un anneau noethérien 3 droite, et P un idéal

premier de A . Supposons qu'il existe un idéal bilatére I , tel que ISP , et

que I goit engendré par un systéme centralisant. Alors P est localisable si, et

seulement si, P/I est localisable.

COROLLAIRE 4.6, - 31 4L est un anneau noethérien 3 droite, et P un idéal pre-

mier de A engendré par un systéme centralisant, alors P est localisable.

Définition 4.7. - Un anneau A est dit classique, si tout idéal premier de A
est localisable.

Exemple 4.8, - L'algebre enveloppante U d'une algébre de Lie g nilpotente de

dimension finie est un anneau classigue.

5. Le Primidealsatz et le Hauptidealsatz de Krull.

Définition 5.1. - Soient A wun anneau, et J(4) = {a ; aA € Aa} . Une famille

finie d'élcéments de 4 , X, 5 X

(i> Xle J(A) ’

(1) x; € J(A/(xl ) ese » X, 1)) avec 2<i<n.

o1 eee s X forme un systéme idéalisant si

Si P est un idéal premier d'un annean A , on définit ht(P) par le sup des

longueurs des chafnes d'idéaux premiers

P=P2P12000-3‘P

0 '

Onea alors le théoréme suivant.

THEORELE 5.2 [8]s - Soit A wun anneau classique noethérien & droite. Si I est

un idéal de A engendré par un systéme idéalisant (xl 1 Xp y eee xn) y e¢ P un

idéal premier minimal sur I , alors ht(P) <n

Le cas n =1, est le Hauptidealsatz.

6. Anneaux locaux rdéguliers.

Définition 6.1. ~ Un anneau A est dit local, si les éléments non inversibles de

A forment un idéal noté par T .
On va noter par K(A) “le sup des longueurs des chafnes d'idéaux premiers

[ < c
PO Pl ese Pk .

On va noter par K-dim(A) 1a dimension de Krull de A , définie par GABRIEL et
RENTSCHLER.

X

Enfin, un systéme normelisant (resp. centralisant), Xyg Xy cee

x_, est dit
n



4-05

une A-suite normalisante (resp. centralisante), si

(1) X, est régulier dans 4 ,

(ii) X est régulier dans A/(xl 3 Xy oy see Xi-l) avec 2<i<n .

Définition 6.2. - Soit A un anneau local, noethérien & droite, et M. son idéal

maxinal. On dit que A est un anneau local régulier de dimension =n , si T! peut

8tre cngendré par une A-suite normalisante de n éléments.

On désigne par J(A) 1le radical de Jacobson de A .

LEME 6.3. - Soient A un anneau noethérien & droite, et x e N(4) n J(4) , x

régulier. Si I = xA = Ax , on a

(1) 1'anneau A est premier, si I est premier,

(ii) 1'amneau A est intégre, si I est complitement premier.

w
Preuve., - D'aprés 4.2, I a la propriété d'Artin-Rees. Soit x e I . Prenons

E = xA . I1 existe un enticr n tel que

E=En I SEI.

On a alors xA & xI .

I1 éxiste te I < J(A) , tel que x =xt ; d'ou x(1 -%) =0, et x=0, car

il

1 -t est inversible dansg A , puisque 1t € J(4) . Donc ¥
(1) Supposons I premier, et aAb =0 avec a #0 .

Alors si aAb I , ona be I, oubien ae I .

Supposons a € I , alors il existe n entier 20 , tel que ae€ I et a & In+l ;

on a alors a = x ¢ avec c & I, comne X est régulier, on a cAb =0 , d'ou

cAb I et beI.

Donc dans tous les cas, be I .

Montrons que b = 0 . Sinon, b e " et b & Im+l , b= ax" , de I, d'ou
cid =0 et cAd €I, avec c& I et d¥ I, ce qui contredit le fait que I est

premier.

Donc b =0, et A est premier.

(ii) La démonstration est paralléle a celle de (1).

THEOREIE 6.4 [¢]. - Soit 4 un anneau noethérien & droite, et T un idéal maxi-
mal tel que

(i) @=J(a) ,

(ii) AfY  artinien,

(iii) = est engendré par une A-suite normalisante contenant n éléments. Alors

gl dh A = dh, A= K(4) = K-@im(A) = n et A est un anneau premier. Si A est

local, alors A est inteégre.

as

La démongtration de ce théoréme utilise le lemme suivant

LEME 6.5. - Soit A un_anneau noethérien & droite, et I ©J(A) .31 I est en-

gendré par une A-suite normalisante avec n éléments, on a
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(i) gl dh & =gl dh A/T + n ,
(ii) K-dim & = K-dim A/T + n .

Preuve du théortme 6.4. - D'aprés le lemme, on a

gl dh A = gl dh 4/ + n

K~dim A = K-dim A/%.+ n
d'ol

gl dh A = K-dim A=n .

Nous allons démontrer que
K(a) = dh, A/M=n,
et A est un anneau premier par récurrence sur n .

3i n=1 ona Ji=Ax =xA , 1'idéal T est premier, et d'aprés le lemme 6.3 ,
1'anneau A est premier. (0) © M est une chatne d'idéaux premier, d'ou K(4) >1 .
Mais K(A) € K-dim A = A . Donc K(4) = 1 . HMontrons maintenant que dh, A/M= 1,
Si A/ était projectif, il existerait un idéal & droite B de A tel que
A=54U®B ., lMals alors Bl =0 et alors Bx =0 . Comme =x est un élément régulier
on aurait B = 0 , contradiction. Donc dhA A/ﬂﬁ>,1 o Mais comme gl dh A =1, on

S
a dh, A= 1 .

Supposons n > 1 . Soit, Xy ) Xy g vee s X une A-suite normalisante de T

n 7
et I=x &= 4x, . Considérons A = A/I . T est l'unique idéal maximal de A .

- = J(K) . Af3 = A/ artinien, et 9. est engendré par la A-suite normalisante

n

;2 , ;3 y soe ;n « Donc K(A) = dhKK/ﬂz n-1, et A estun anneau premier.
I est alors un idéal premier, et il s'ensuit que A est un anneau premier, d'aprés

le lemme 6.3,
On a
K(a) 2K(A) + 1 =n et K(A) $n=ZK-dim A . D'ou K(4) =n .
D'autre part,
dhy A = dbr AW+ 1 = n
et puisque BT et AAN sont des A-modules isomorphes, il s'ensuit que,
dn, Ak =n .

Supposons maintenant que A soit local, et montrons que A est intégre par récur-

rence sur n .

Si n=1 %= Ax = xA . Comme I est compldtement premier, A est intégre, par

le lemme 6.3,

Soit n >1 ., Posons & = A/Axl . Par hypothdse de récurrence A est intégre, et

I complétement premier ; A est alors intégre, toujours d'aprés le lemme 6.3.

Exemple 6.6 [9]. - Soit & wune algébre de Lie nilpotente de dimension finie sur
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un corps k , U son algétbre enveloppante, et P un.idéal complétement premier de
U engendré per une A-suite centralisante. Alors, UP est un anneau local régulier,
et son idéal maximal est engendré par une UP—suite centralisante. Quand on prend
pour P 1'idéal dans U engendré par un idéal % de & , on trouve la situation
ci-dessus avec la précision supplémentaire que UP est alors un anneau local régu-
lier de dimension dim % . On peut se demander si en prenant k algébriquement clos,
pour tout idéal premier P de U , UP est un anneau local régulier. WAIKER montre
que c'est le cas pour 1l'algébre enveloppante de 1l'algtbre de Lie nilpotcnte de di-

mension 3 .

Remarque 6.7,

(i) si V(A) désigne le cardinal d'un systéme de générateurs a droite minimal de
1'idéal maximal I& d'un anneau local rlgulier de dimension n , on n'a pas néces-

sairement V(4A) = n , comme dans le cas commutatif.

En effet, en prenant A=%k[x , y , z] avec Xy ~yx = z , et . 1'idéal compld~
tement premier engendré par la A-suite centralisante 2z , x , y , ATJJ.,1 donne lieu &
un anneau local régulier de dimension 3 , mais V(A ) =2, car u=xA + yA .

(11) K. L. FIELDS a donné un exemple [5] d'un anneau noethérien & droite local A

tel que
gl dh A = 2 et d_hAA/:m= 1.

Aussi, il ne semble pas &tre comnu si la finitude de la dimension globale implique,
ou non,que l'anneau soit intégre, bien que cela soit le cas si 1'idéal singulier &

droite de l1l'anneau est nul.

T. Le théoreme §'Eisenbud-Evans.
D. EISENBUD et G, EVANS ont obtenu le résultat suivant.

THEOREME Tel. - Soit A un anneau commutatif noethérien de dimension de Krull n,

et supposons que A = B[X] . Soit I wunidéal de A . Il existe alors n éléments,
g 1 8y 0 *0t 0 gh € I, tels que

'\//I-='\/(g1 ’ g2 9 eee gn)

oi la racine d'un idéal j , WT) , est 1'idéal des éléments nilpotents modulo J .

La version non commutative que nous donnons de ce théoréme fait apparaftre n + 1
paramétres, BL 2 8y 9 oo s &g o D!'autre part, on utilise la notion de K-dim au
lieu de la dimension de Krull classique. Enfin on utilise la notion de radical d'un

idéal rad I = nICP P au lieu de I . On obtient alors le théoréme suivant.

THEOREME 7.2. - Soit A un anneau semi-premier tel que K-dim A<n , et I un

idéal bilatére de A engendré par un systdme normalisant, X9 Xy oy eee g X Il

existe alors n + 1 éléments , 81 1 8y 9 eee s Bpiq o dans I tels que

) .

rad I = rad (gl ’ g2 9 ees gn+1
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La démonstration du théoréme utilise le lemme suivant

LEMME 7«3, — Soit I wun idéal bilatére de A , engendré par un systéme normalisant

X)or Ky oy eee 5 Koo Soient ¢; » lsism, des éléments réguliers de A , et J

un idéal bileteére de A tels que c; %, € J, 1<i<mn. Alors, 1'élément régulies
c = ﬂc a la propriété cI < J .
i
Preuve. = On raisonne par récurrence sur m ,5i m =1, alors I = x, A= Ax

1 1°
—_ c
cl xl A= xlI J e

Supposons m > 1 , alors I = I' + X A, ou I'= X, A+ oee + X1 A,
1 I' <J, d'ou

Comme ¢, X, € J, ona

Dtaprées 1l'hypothése de recurrence, on a CpCpoees Cp

(¢] c .o.c C I'CJ.
m m

1 72

Soit i€ I, alors i = i' + x, a . Donc,

-1

¢} TN ) i! = L) it coe .
c, ¢, ot cm(l + X a) c, °, c i'+ ¢ e, c x a€J

Preuve du théortme 7.2. - On procéde par récurrence sur n « Si n = 0 , 1l'anneau

A est artinien semi-premier, donc semi-simple., Tout idéal bilatére de A est engen-
dré par un idempotent central.

Supposons n > 1 , l'anneau A est semi-premier de K-dimension fini. Alors A est
un anneau de Goldie, et admet done un anneau total de fractions Q semi-simple. QI

est un idéal & gauche de Q , engendr¢ par un idempotente. On a

-1 N
QI = Qe g) =0 ,on gel.

I1 existe alors des éléments réguliers cs tels que X, =C0 a8 1<igm,

et alors

c. X, = &,
R i g1 ’

d'olu c; X, € (gl) , et d'apres le lemme 7.3, ¢ = ﬂé 'est, tel que cI < (gl) .
i
Si (C):A,ona (gl)zla
si (c) #4, rad(e) # 4 . Considérons A = 4/rad(c) 3 K-dim A< n - 1, car
rad(c) contient 1'élément régulier c . L'idéal T est engendré par le systime nor

malisant, E& y eee Eﬁ « Par hypothése de recurrence, on a
radI:rad(’éz,...,gml) avec g €I, 2<ksn+1.
Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que rad I = rad(gl,gz,...,gn+1l

Si P est un idéal premier qui contient g , &5 4 eev 5 € s ()T C (g,) <Py

ce qui implique I <P ou (¢) ©P . llais conme P 2I , on aencore P21,

Du théordéme précédent, il résulte le théoréme suivant.

THEORﬁﬁE Tdo -Si 8 est une algebre de Lie résoluble de dimension n sur un

corps algébriquement clos, et de caractéristique zéro, et si U désigne son algdbre

enveloppante, alors pour tout idéal bilatére de U il existe €1 9 8o 1 *ee s By

éléments de I tels que




4-09

N/f'—"\/(gl ’ g2 y eve gn+l) o

Prouve. - On a K-dim U < n , et tout idéal bilatdre de U est engendré par un
sgstime normelisant. D'autre part, dans U , tout idéal premier est complétement

premier, et le théoréme précédent donne alors

NI =g, s ooy 8

n+1

) .

Remarque 7.5. — Dans le cas od © est nilpotent, on a le meme résultat qu'en 7.4

sans 1'hypothése pour le corps d'8tre algébriquement clos.
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