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LA DIMENSION GLOBALE D'EXTENSIONS D!'ORE

par Alex ROSENBERG

Soit k wun corps. En 1962, G. RINEHART a démontré que gl. dim k[x , y| avec
Xy -yx =1 estl si la caractéristique de k est 0 , et 2 si la caractéristique

est p#0 . Puis, il a aussi démontré que, si on écrit

Ah(k) =kx , w0, x Fy v eee s ¥, avec XYy = V% = 84

on a
gl. dim An<k) = 2n
si la caractéristique de k est p #0 , et
n < gl. dim An(k) <on -1

si k est de caractéristique O . C'est seulement en 1972 que ROOS a rdéussi 2 mon-
trer que dans ce dernier cas, gl. dim An(k) =1n « On peut donc se demander quelle
est la dimension globale de Ah(R) pour R , un anneau quelconque. Notons

Dn(R) = 1. gl. dim An(R) - 1. gl. dim An_l(R) .
Alérs on a le theoréme suivant :
THEOREME (RINEHART et ROSENBERG).

1° On a Dn(R) =1ou?2,

20 Soit R un anneau noetherien, & gauche et & droite, avec gl. dim R =4 < =» ,

Alors, Dl(R) =2 si, et seulement si, il existe un module & gauche M sur Al(R)

de type fini sur R , avec hdR M=4a.

3° Maintenant, soit de plus R un anneau commutatif, et notons par m le maxi-

mum des dimensions homologiques des R-modules cycliques gui sont en m8me temps des

groupes de torsion (On prend m= -« si R contient Q ). Alors
(a) i R est une Q-algébre, gl. dim An(R) =d+n .
(b) Dn(R) =1 pour n<d-m et Dn(R) =2 pour n>d -m .

Le cas R commutatif a aussi été prouvé par K. GOODEARL par des méthodes diffé-
rentes. En général, si {an} est une suite avec a = 1 ou 2 mais finalement cons-
tante, il existe un anneau R tel que Dn(R) =& .« Quand on démontre le théoréme,

on étudie les extensions d'Cre, c'est & dire :
Soient R un anneau, D wune dérivation.de R
D(rl + r2) = D(rl) + D(re) , D(rl rz) = D(rl)r2 + 1 D(rz)

et S =Rt], l'anneau des polyndmes en t comme groupe additif, avec la multipli-

cation donnée par la rigle rt = tr + D(r) , et la multiplication usuelle entre les
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éléments de R et les puissances de t . HOCHSCHILD et FIELDS ont démontré, vers
1960, que

l. gl. dim S = 1. gl. dim R ou bien 1. gl. dim R + 1 ,

résultat pas tout-a-fait vrai, car GOODEARL a donné un exemple d'un anneau commutatif

Q

avec gl. dim R = ®» , mais gl, dim S = 1 }
Mais en tous cas, c'est vrai si 1. gl. dim R =4 < =,
On a le théoréme suivant :

THEOREHE (RINEHART, STAFFORD, ROSENBERG). - Soit R un anneau noethérien & gauche

et & droitec avec gl, dim R=d <o , Alors gl. dim S =d + 1 si, et seulement si,

il existe un S-module a gauche M , de type fini sur R , avec hdR M=4d.

C'est seulement dans le cas commutatif, que nous pouvons donner des critéres dans

1'anneau méme.

THEOREME (GOODEARL, STAFFORD et ROSENBERG). - Soit R noethérien commutatif et

gle dim R = d <« , Alors gl. dim S =d + 1 si, et seulement si, il existe un

idéal maximum I de R , avec hdp M =d -1 et, ou bien IM <M , ou hien la ca-

ractéristique de R n'est pas nulle.

J'ignore si 1'hypothése, que les anneaux soient noethériens, est nécessaire pour

la validité des théorémes,
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