NICOLE RAILLARD
Sur les anneaux de Mori

Groupe d’étude d’algebre, tome 1 (1975-1976), exp.n° 1, p. 1-4
<http://www.numdam.org/item?id=GEA_1975-1976__1__A1_0>

© Groupe d’étude d’algebre
(Secrétariat mathématique, Paris), 1975-1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Groupe d’étude d’algebre » implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=GEA_1975-1976__1__A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Groupe d'étude d'ALGEBRE 1-01
(Marie~Paule MALLIAVIN)
lre année, 1975/76, n° 1, 4 p. 5 janvier 1976

SUR LES ANNEAUX DE MORI

par Nicole RAILLARD

On dira qu'un anneau commutatif unitaire et intégre &st un anneau de lori [10] si
ses idéaux divisoriels entiers satisfont & la condition de chafne ascendante, ol,

par idéal de A , on entend un idéal fractionnaire a tel que A : (A : @) =20 .

Dans une premiére partie, nous établierons deux théorémes sur les anneaux satis-
faisant a la Q.Q.R.-propriété et & la G.Q.R.-propriété, ces résultats étant des con=

séquences du théordme 1 de la deuxidme partie de [12].

La deuxitme partie fera 1l'objet de 1'étude des idéaux premiers associés aux idéaux
principaux au sens de [4], de laquelle rdsultera que tout anneau de lMori admet une

représentation en anneaux locaux irréductibles.

Enfin, nous donnerons dans une troisidme partie une caractérisation des anneaux
de Krull.

1. Anneaux généralisés de fractions.

Définitions.

10 On dit qu'un anneau A a la Q.Q.R.-propriété, si tout surordre est intersec-
tion de localisés de 1l'anneau A [7].

2° On dit gu'un anneau A a la G.Q.R.-propriété, si tout surordre est un anneau

généralisé de fractions de A [7].

THEOREME l.le = Un anneau de Mori A , ayant la Q.Q.R.-propriété, est un anneau de
Dedekind.

TUEOREME 1.2. - La cl®ture intégrale d'un anneau de Mori, ayant la G.Q.R.-proprié-

té, est un anneau de Dedekind.

2. Idéaux premiers associés.
Définitions.

1° Soit o« un élément non nul de K . On notera par a, 1'idéal divisoriel en-

tier o = ol ana=4c:(a+ o).

2° On dira qu'un idéal premier p de A est associé & 1'idéal ¢ s'il existe un

élément non nul a € A - g tel que p = aa—l na,

On notera par &k l'ensemble des idéaux premiers associés aux idéaux principaux

d'un anneau A ,
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@A = {p € Spec A , tel qu'il existe o€K -4 ; p= “a}

3° On dira qu'un idéal premier p de A est faiblement associé & 1'idéal a ,
s'il existe un élément non nul 2 € A - a tel que p soit minimal parmi les idéaux
premiers de A , contenant aa—l Nn A . On notera par PA 1'ensemble des idéaux pre-

miers faiblement associés aux idéaux principaux de A .,
P, = {p € Spec A tel qu'il existe w €K - A ; p minimal sur aa} .

4° Un anneau intégre A est appelé faiblement cohérent, si toute intersection de

deux idéaux fractionnaires principaux de A est un idéal fractionnaire de type fini.

5¢ Un anneau inteégre est dit irréductible, si ses iddaux maximaux sont des idéaux

divisoriels [9].

THEOREME 2,1, - Soit p un idéal premier d'un anneau de Mori A . Les proposi-

tions suivantes sont équivalentes

1°© p est un idéal divisoriel de 4 ,

20 pe Py s

3° pER, .

COROLLAIRE 2.,1.1. - Si A est un anneau de Mori de dimension 1, alors

Spec A = @A = PA .

COROLLAIRE 2.1.2., - Tout anneau de Mori de dimension 1 faiblement eohérent est un

anneau noethérien.

COROLLAIRE 2,1.3, - Un anneau de Mori faiblement cohérent irréductible est un an-

neau noethérien.

THEOREHME 2.2, — Tout anneau de Mori admet une représentation en anneaux locaux

irréductibles.

THﬁORﬁME 2.3. - Tout anneau de Mori faiblement cohérent admet une représentation

en anneaux noethérien,

3. Sur les anneaux de Krull.

On rappelle que l'ensemble D(4) des idéaux divisoriels d'un anneau A est muni

d'une structure de monoide commutatif et unitaire grfce & la loi suivante :
a, be 1(a) , o, * b = (a.b)v = (av'bv)v ,

ou o est 1'idéal divisoriel

Définitions.

1° Un idéal divisoriel @ d'un anneau A est dit v-fini s'il existe un idéal
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fractionnaire a' de type fini tel que a = A : (A s at) ([3], p. 83, ex. 11).

L'ensemble des idéaux divisoriels v-finis sera noté Df(A) .

20 On dit qu'un anneau A est régulidrement intégralement clos, si tout élément
Df(A) est un élément régulier ([17], p. 89, ex. 30).

30 Un anneau A sera appelé pseudo—pruférien si 1l'ensemble Df(A) est un groupe
([3]: p. 96, ex. 19)°

THEORRNE 3.1. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 A est un anheau de Mori pseudo-pruférien,

20 A est un anneau de Mori réguliérement intégralement clos,

30 A est un anneau de Krull,

Ce théorime nous permet de donner une démonstration plus courte du résultat sui-
vant de [6] (th. 4, p. 105) :

"Soit A un pseudo-Krull. Alors A est un anneau de Krull type".
En effet, un anneau pseudo-Krull, étant un anneau de Mori régulidrement intégrale-
ment clos, est donc un anneau de Krull, et il en résulte que c'est un anneau de

Krull-type.
De plus, dans la proposition 5 (p. 106 du méme article),

"Soit A un pseudo-Krull tel que tout t-idéal maximal soit un idéal fractionnai-

re inversible. Alors A est un anneau de Krull'.

Nous pouvons remarquer que le résultat est vrai méme si on n'a pas 1'hypothese
faite sur les t-iddaux maximaux. En effet A , étant un pseudo-Krull, est bien un

anneau de Krull.
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