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APPLICATIONS BISEQUENTIELLES D'UN MONOIDE LIBRE DANS UN AUTRE

par Christian CHOFFRUT

1. Introduction.

Les applications séquentielles d'un monoide libre X* dans un autre Yw, sont des
transductions rationnelles fonctionnelles rdéalisées d'une certaine maniére par des
automates finis munis d'une "sortie". Elles jouent un réle important dans la théorie
des transductions rationnelles. En particulier, toute transduction rationnelle fonc-

tionnelle peut étre obtenue par composition de deux applications séquentielles (cf.
[2], [7] et [8]).

Dans la définition d'un automate fini, donc dans celle d'une application séquen-
tielle, intervient le choix d'un sens (Suivant que la lecture se fait de gauche a
droite ou de droite & gauche). Cependant, alors que les notions d'automate & gauche

et 3 droite définissent une méme classe d'objets (un langage reconnu par un automate
3 gauche est reconnu par un automate & droite et inversement), il n'en est pas de
méme des applications séguentielles gauches et droites. En particulier, placer un
marqueur & gauche de tout mot non vide définit une application séquentielle gauche

et non droite. Nous appelons biséquentielle toute application séquentielle qui est a
la fois gauche et droite.

La caractérisation dfie 2 S. GINSBURG [3] des applications séquentielles en tant
qu'applications de x* dans > , laisse prévoir que les contraintes; pour gu'une
application soit biséquentielle, sont trés fortes. I1 existe, outre les morphismes,
des applications qui sont biséquentielles. Soit par exemple © 1'application de
{x , y}* dens lui-méme définie récursivement par 6(1) =1 ( 1 est le mot vide),
et pour tout fe X*, 6(f)x = 6(fx) , o(fx)y = 6(fxy) et e(fyz) = 0(fy)xy . On

vérifie sans peine que © est biséquentielle.

Le but du présent travail est de montrer que pour une certaine classe d'applicatims
séquentielles il n'existe pas d'autres applications biséquentielles, en dehors des
morphismes. Plus précisément, toute application séquentielle gauche 6 conservant
les préfizes (cf. [3]), & tout mot f e X  nous pouvons associer une application
pp de X" dans Y* , définie pour tout h e X* par 6(fh) = e(f)p(n) . Si de
plus les mots 6(f) pour f € X* ne sont pas tous puissances d'un méme mot, on

montre le théoréme suivant.

THEOREME. — Soit 6 une application séquentielle gauche telle que tout mot f ait

une puissance £r (r >0) vérifiant PeT = 9 . Alors © est biséquentielle si, et

seulement si, c'est un morphisme.




15-02

2. Quelques Erogriétés combinatoires dw mondide. libre.

2.1l. Rappel de définitions et de résultats classiques.

Soit X le monofde libre engendré par 1l'ensemble X , et 1 son élément neutre.
Les éléments de X sont appelés des lettres, ceux de X* des mots et 1 est appe-

16 le mot vide de X* .

Unmot he X° est facteur de f e X* , s'il existe f, , £, ¢ X* tels que 1l'on

1 2
ait f = fl h f, . On dit que h est un facteur gauche (resp. droit) de f , si f1

2
(resp. f, ) est le mot vide.

Deux mots f , h e X* sont dits conjugués, s'il existe u , ve X*¥, tels que

l'on ait f=uv et h=vwvu.

PROPOSITION 2.1. - Deux mots f , h € X*¥ sont conjugués si, et seulement si, il

existe g e X* tel que l'on ait fg = gh .

Un mot f e X* est dit primitif, si pour tout h € X* et tout n 20, f= nt

implique n = 1 . Dans le cas contzaire on dit qu'il est imprimitif. En particulier,

1 est imprimitif.

I1 est clair que tout mot f € XX*  est puissance d'un mot primitif. Que celui-ci

soit unigque résulte de la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2 [6]s - Soit £, heX¥ et n, p >0 tels que £ =hP . Alors

f et h sont puissances d'un méme mot.

Pout tout f € XX* nous noterons T 1'unique mot primitif dont f est puissan-
ce et nous poserons /1 = 1 . Pour tout f , h e X* nous noterons F ~./h , si

JE =40 ousi f ou h est le mot vide. Dans le cas contraire nous écrirons
VE AR

PROPOSITION 2.3 [4]. - Soit £ , h € X*¥, Alors f ~,h si, et seulement si,
fh = hf .

La relation ~ ainsi définie n'est pas transitive. Cependant si h # 1 , alors
JE~JB et /i ~.& entraine Jf ~ g .

Un ensemble A € X* sera dit cyclique, si tous les mots de A sont puissances
d'un méme mot, c'est-a-dire s'il existe f € X* tel que l'on ait A © f%* , En raison
de la remarque précédente , A est cyclique si, et seulement si, il existe un mot
g € XX* tel que pour tout f € A on ait Jf ~Jg .

Les deux résultats classiques suivants illustrent le type de contraintes qu'entrai-

ne, pour un mot, le fait d'étre imprimitif.

PROPOSITION 2.4. — Soit f , g, h € X* et n, p 22 tels que 1l'on ait les deux

conditions

10 fgt = nP ,
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20 (n - 1)|g|(l)>'|h| ou (np -n-~op)lel >|f] .

Alpors f , g , h sont puissances d'un méme mot.

)
PROPOSITION 2.5 [6]. - Soit f , g, heX et n, p,m>2 tels que l'on ait
P

n m ‘
" =g n" + Alors f , g , h sont puissances d'un méme mot.

2.2« Deux lemmes techniques.

Les résultats qui suivent sont utilisés comme lemmes techniques dans la ddmonstra-

tion du théoréme.

LEMIME 2.6, - Soit f , g € X* et P, p , a9, q' des entiers positifs ou nuls
E 1 !
tels que 1l'on ait v@p gq ~ J£P gd . Alors si

(p+ Q)@+ a")|p-p'l +]a-q'l)#0,
ona Jf~Jg.
Preuve., - Par hypothése, il existe h € X* et r , T' =20 , tels que l'on &it
(1) P g = n' et
(2) £ & -uT .
I1 est clair que si 1l'un des quatre entiers p, p' , ¢ , @' est nul, alors les
trois mots f , g , h sont puissances d'un méme mot. En éliminant les cas ou une

application directe des prapositions 2.4. ou 2.5. donre le résultat, trois cas sont

3 envisager.,

t 1
ler cas : f£¥ gq = P gq .« On peut toujours supposer p < p' , c'est-a-dire
-_ 1 i ! — —
q! < q . Il vient PP _ g7 e qui entraine ./f ~.g en vertu de la proposi-
tion 2.2.

2e cas ¢ 1 <r < 7r' ., Quatre sous-cas sont 3 considérer.

(1) q=q' =1 et par conséquent p < p' . Remplagons P g par n"  dans (2).
1. ' T - _
On obtient X P -n" ¥ , c'est-a-dire ~f ~+h ou encore .f ~.g .

(i) p=7p'=1.Ce cas se traite essentiellement comme le précédent.
(iii) q=p''=1 .3 h=1, alors f=g=1 et 1'on a F ~+~g . Supposons

ltg] < |£P g < 1fgq'] , clest-a-dire q' > 1 .

1 1
a'-1 = hr T donc

donc h#1 . Comme p >0 on

)

Si p=1, alors en reportant fg = h  dans (2), on obtient g
JE ~B et finalement «f ~.g .

Si p>1, alors (p - 1)|f] < |n| entraine |fg| > (r - 1)|n| , et
(q' - l)lgl < !hl entraine |fg| > (¢' - 1)|h| . On obtient finalement les inégali~
tés (r - 1)|n| < |fgl <2 |n| , et (r' - 1)|n| < |fe| <€ 2|n] , ce qui implique

r=r1r'=2, en contradiction avec 1l'hypothése r < r!' .

(iv) q'=p=1 . Ce cas se traite essentiellemert comme le précédent.

(1) |g] désigne la longueur de g .
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3¢ cas ¢ r =1 <r1r', On peut supposer p' =1 . lLa deuxiéme équation donne
Ifgl < |n| , ce qui contredit la premidre.

LEME 2.7 [1]. - Soit fl » 81 s hl ’ f2 » 85 s ha_g x* , et supposons que pour
quatre valeurs distinctes de l'entier n on ait ng fT hl ~ N8, f2 h2 . Alors 1'une

des trois situations suivantes a lieu

¢} — ' —
10 g fl hl =1 ou g, f2 h2 =1,

20 I1 existe u , Vv € X* et p =20 tels que 1'on ait

— P _ P
{»gl = 8, f2 v et h2 = vf1 h1
fl = uv , f2 =vu etd{ ou
: g,

30 1 existe u € X* tel que l'on ait

il

B,
el

=3

n
=g fyu et hy o

g VTl =ug, , &, JTZ = ug, , Jfl hl = hl u et 4?; h2 = h2 u .

3. Applications séquentielles.

3.1l. Tranducteurs unilatdres.

Un transducteur unilatére gauche (resp. droit) T est constitué de

- trois ensembles finis non vides Q , X , Y respectivement appelés ensemble des
états, alphabet d'entrée et alphabet de sortie,

- un état initial 4y € Q

- deux actions ¢ O x X =3 Q (resp. X x Q —> Q ) et B : Qx X —> Y*
(resp. X x Q —> Y* ) appelées fonction de transition et fonction de production, et
que l'on étend de maniére classique a Q x X" (resp. X x Q ) par récurrence sur
la longueur des mots : V¥ qe Q, wlq, 1) =q (resp. (1, q)u = q) et

5(q, 1) =1 (resp. (1L, q)8=1), ¥qgeQ, Vfe¢ X, ¥xeX,

(g, tx) = wlula , £) , x) (resp. (xf, QJu=(x, (£, qu)u) et

5(q , x) = 8(q , £)8(ulq , £) , x) (resp. (xf, )8 =(x, (£, Q)uw)d(f , 4)8) .

Comme il est coutume de le faire nous écrirons q.f (resp. f.q ) au lieu de

w(q , £) (resp. (£, qQu ).

Un tranducteur unilatdére gauche (resp. droit) est minimal s'il vérifie les deux

conditions suivantes.

).

q
u,: Ta,a' €Q, q 4q' =8 tex*, 8(q,f)#08(q, £) (resp.

(f 9 q)@ # (f ) Q')é )'

3,2. Applications séquentielles.

*
U, : 71q9€Q, ife X", qu.f=q (vesp. f.qq =

Un trensducteur unilatdre gauche (resp. droit) T Adéfinit une application 6, de

x* dans Y° de la fagon suivante. Pour tout f € x*, GT(f) = §(qO , £) (resp.
.(f)eT = (f, qo)é ). Nous dirons que T réalise 6 .

Inversement, nous dirons qu'une application 6 de X dans Y* est une applica=
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tion séquentielle geauche (resp. droite) s'il existe un transducteur unilatdre gauche

(resp. droit) qui la réalise. En particulier, tout morphisme peut &tre réalisé par

un transducteur unilat®re gauche ou droit. Nous appellerons biséquentielle toute ap-

plication qui peut 8tre rdalisée par un transducteur unilatere gauche, et par un

transducteur unilatére droit.

Lorsque © est une application séquentielle gauche (resp. droite), nous pouvons
associer & tout f € X* une application Pe (resp. Kf ) de X* dans Y¥ , définie
pour tout h € X* par 6(fh) = e(f)pf(h) (resp. (nf)e = (h)Kf(f)e ). I1 est clair
que  po (reSp. Xf ) est elle-m@me une application séquentielle gauche (resp. droite)
que 1l'on a Py = 0 (resp. Xl =6 ), et que pour tout f , g, he X* on a
pelen) = pf(g)pfg(h) (resp. (hg)h, = (hg)kgf(g)hf ).

On sait (cf. [2]) qu'a toute application séquentielle gauche (resp. droite) 6 ,
correspond un transducteur unilatére gauche (resp. droit) Te , unique & un isomor-
phisme prés, minimal, qui la réalise. L'ensemble de ses états est 1'ensemble
{pf ;s fe X'} (resp. {Af ; f e X%} ), son état initial est p, (resp. M ), et
1'action d'un mot h € X* sur 1'état Pe (resp. A ) est définie par Pen
(resp. th ) pour la fonction de transition, et pf(h) (resp. (h))\f ) pour la
fonction de production.

Si O est une application séquentielle gauche (resp. droite), et f e X* un mot,
nous dirons par abus de langage que f est un idempotent si pour tout h e X*, on

a (resp. Xf2h = th )e Si 6 est biséquentielle, nous dirons que f

Pre? = Ppr
est idempotent s'il est idempotent pour 6 considérée comme application séquentielle
droite. Rappelons que 6 étant une application séquentielle gauche ou droite, ou une

application biséquentielle, tout mot f € X* a une puissance qui soit un idempotent.

Une application séquentielle gauche (resp. droite) © sera dite cyclique s'il
existe un mot u e Y* tel que pour tout mot f e X* , on ait 0(f) < u*, clest-a-

dire si l'ensemble 6(X*) est cyclique.

On dira que 1l'application séquentielle gauche (resp. droite) © possdéde un puits,
s'il existe un mot f € X* +tel que pour tout h e X* on ait pf(h) =1 (resp.

(h)xf =1).

3.3, Une caractérisation des morphismes.

Un morphisme est une application séquentielle gauche (resp. droite) particuligre.
La proposition qui suit, constitue une caractérisation des morphismes dans la classe

des applications séquentielles gauches (resp. droites).

PROPOSITION 3.l1. - Soit 6 wune application séquentielle gauche (resp. droite) de

X* dans Y* , sans puits, non cycligue. Alors © est un morphisme si, et seulement

si, pour tout idempotent f € x* , 1l'cnsemble {ph(f) ; hE€ X*} (re p.
{(£)r, ; ne X*} , est cyclique.

Preuve. - La condition est evidemment nécessaire. llontrons qu'elle est suffisante.
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(1) Si la condition est vérifide pour tout idempotent, elle est vérifiée pour tout

mot.

Considérons en effet un mot f e X* , et soit " (r >0) une puissance de f qui
soit un idewpotent. Par hypothése, il existe u e v , tel que pour tout h e X* on
ait v%h(fr) Aavﬁfl (Nous ne traitons que le cas des applications gauches).

Si h vérifie p =p, , alors on a p (fr) = p (f)p (fr-l) et

net h h h hf

r -1 o -1 -1
phf(f ) = phf(fr )ph(f) , c'est-3-dire ph(f)th(fr ) = (£F )ph(f) ou encore

,J5;(57'~4Jph(fr) en vertu de la proposition 2.3, Comme ph(f) est le mot vide si,
ph(fr) est lui-méme le mot vide, on a bien ,JphZfi ~aVGf.

r+1
)

Si h est quelconque, alors on calcule ph(f de deux fagons différentes.

r+l1 r
ph(f ) = ph(f)ph(f ) = ph(fr)p r(f) » Puisque ¢ rr =P on =P
hf nf f hf hf
ce qui précede, tous les mots qui figurent dans la dernidre équation sont puissances

d'un méme mot, en particulier : Jph(f5 ~Ju .

, en vertu de
Ir

(2) I1 n'existe pas de mot f e X* , tel que soit cyclique.,

Pe
En effet, supposons qu'il existe f e X* et ue YY* tels que pour tout h e x*
on ait ,Jagxﬁj ~,u . Puisque 6 n'est pas cyclique, il existe g€ X* tel que 1l'on
ait .B(g) &#+u . En vertu de (1), il vient pf(g) =1 ., Mais © étant sans puits,

il existe g' e X*, tel que pfg(g') # 1 . Alors, en raison du lemme 2.6., On a
/0 (gg') +ay$f(gg') ce qui contredit 1'hypothdse.

(3) Pour tout £, h€ X*, ona 6(f) = ph(f) .

Supposons, en effet par l'absurde, qu'il existe f , h€ X* , tels que 1'on ait
9(f) # ph(f) . Nous pouvons faire 1'hypothdse O(f) # 1 , le tas ph(f) £ 1 se trai-

tant de la méme manidre. BEn vertu du (2), il existe ge X* , tel que 1'on ait

Jphf(g) 4+ ./8(f) . Mais alors en vertu du lemme 2.6., on ne peut pas avoir
Jo(fe) ~u¢ph(fg) ce qui établit la propridté.

Remarque. ~ La condition que © ne posséde pas de puits est indispensable. Consi-
dérons, en effet, l'application séquentielle gauche 6 de f{x , y}* dans lui-méme,
définie pour tout f € {x , y}* par O(xf) =x et 6(yf) =y . Alors 6 vérifie

bien les conditions de la proposition mais n'est pas un morphisme.

4. Applications biséquentielles.

Cette derniere partie est consacrée & la démonstration du théoréme énoncé dans 1'in-
troduction, concernant les applications biséquentielles. Nous établissons d'abord

deux lemmes.

LEMME 4.1, - Soit 6 wuhe application biséquentielle de X* dans Y* , et fe x*

un idempotent. Alors

(1) pour tout h e X¥ , les mots phf(f) et (f)hfh sont conjuguées & pf(f) et




1507

3y (f))\f .

- X %
(2) si pp=8 ou A= 6 , alors pour tout h e X on a 8(f) = phf(f) = (f)lfh.
Preuve.

(1) De 1'égalité 6(£%) = G(f)pf(f) = (f)xf(f)e = (£%)3 , on déduit que e
(f)Af sont conjugués. Il suffit alors de vérifier que, pour tout h € X ’ phf(f)
et (f)Xf sont conjugués. Or pour tout entier n >0 , on a

8(n"™) = 6(n)p, (£)p, (1) = (WA (EZ7H(E)8 = (o
ce qui implique en particulier ‘phf(f)l = l(f)Xfl , donc en vertu de la proposition
2.7+, que phf(f) et (f)kf sont conjugués.

(2) 5i maintenant Ap = 0, alors 1'égalité précédente devient
n-1 n
8(n)p (£, (£)77 = (WA (£)Ng
ce qui par identification des facteurs droits de longueur I(f)xf[ entraine
phf(f) = (f))\f = (£)e

COROLLAIRE 4.2, - Soit © wune application biséquentielle de X* dans Y* ,

f €X* unmot et n >0 un entier tels que p n = 6 . Alors pour tout r =20 on a
- f
(")~ (5) .
f

Preuve, - Soit k >0 wun entier, tel que B g0t idempotent. Si e(fk'n) =1,

alors on a evidemment p r(f) = 1 . Supposons donc B(fk'n) =1 . En vertu du lemme
précédent nous avons

(fk.n)

’

o(£™) = p (M) = p
£ £

clest-a-dire

(fk.n—l) -

fr+l
ce qui signifie bien V@(f .n) ~ AP r(fi d'apres la proposition 2.3., et acheve la
f

démonstration.

k.n-1
p (£)p (£ e (£),
fr fr+l fr

LEMME 4.3. - Soit © une application biséquentielle de X* dans Y* , telle que

pour tout idempotent f € X* , on ait Pp = 6 , et soit h e X* . 3i l'ensemble

{6(g) ; phg = ph} est cyclique, alors 6 est elle-méme cycligue.

* 3
Preuve. - Supposons qu'il existe u € Y , tel que pour tout g € x* , phg = Py
entraine 6(g) € u* . Soient f e x* ’ 5 une puissance qui soit un idempotent. Il
. On a donc

existe k € X* tel que pou:r tout p >0 , on ait p r =

. 1
T he? . r
S(fp) 6(k) € u* , ou encore en vertu de la proposition 2.4., 6(f7) e u* .
Mais 6(f7) = 1 entraine 6(f) = 1, et 6(f°) # 1 entraine, c'aprés le corallaire

précédent, 6(f) ~6(fF) , ou encore A6(f) ~au .

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le théoréme suivant.
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THEOREME 4.4. - Soit © une application biséquentielle de X* dans Y* , non cy-

clique telle que pour tout idempotent f € X* on ait Pp = 8 . Alors © est un

morphisme.

Preuve.-En vertu de la proposition 3.l., il suffit de montrer que pour tout idem-

potent f € X* , 1'ensemble {ph(f) ; h € X*} est cyclique.

Supposons d'abord 6(f) # 1 . En vertu du corwllaire 4.2., pour tout entier =n >0,

et tout h e X*, les mots 6(f'h) = 8(£)%(n) et p (£'n) = ph(f)phf(f)n'lphf(h)
fh

sont puissances d'un méme mot. Or o(f) et (f) sont égaux en raison du lemme

Y
hf
4.1., ce qui, par application du lemme 2.7., entraine que ph(f) et 6(f) sont

puissences d'un méme mot.

Reste le cas 6(f) = 1 . Soit g e X* un idempotent, et k € X* tels que l'on ait

et . Pour tout n >0 , soit (fgnk)p une pulssance qui

Parg = Pnf Phegk ~ Pn
Soit un idempotent. En vertu de la proposition 4.l. et de son corollaire, les mots

6(£g"k) = 0(g)"o(k) , Ph(fgnk) = ph(f)phf(g)nphfg(k) et 6(fg k)P

sont puissances d'un méme mot. Comme on a 6(g) = phf(g) , puisque g est idempotent

et que le lemme 2.7. entraine ,/ph(f) ~6(g) « Or le lemme précédent

Pnrg = Pur
montre qu'il existe g' € X* vérifiant les m8mes conditions que g , et tel que
Jo(g?) +46(g) . Alors ,Jph(f) ~08(g') entraine ph(f) =1, ce qui achdve la dé-

monstration.
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