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PRÉSENTATION ET SIMPLIFIABILITÉ DE CERTAINS MONOÏDES

Michèle BENOIS

Groupe d’étude d’ALGÈBRE

Ire année, 1975/76, n° 13, 3 p. 28 mai 1976

Résumé. - L’étude des congruences de Church-Rosser nous a amené à examiner les rap-
ports existants entre le  propriétés algébriques des monoïdes présentables à l’aide
de telles congruences, et la forme des systèmes générateurs de ces congruences. On
donne ici des critères de simplifiabilité, de plongement dans un groupe ou d’isomor-
phie à un groupe, y en s’attachant particulièrement aux cas où ces critères sont déci-
dables.

l. Cas général.

Tout monoïde h est quotient d’ un. monoïde X* libre sur un ensemble fini ou in-

fini X par une congruence. Tout élément de M est de plusieurs façons produit fi-

ni d’éléments de X : m = xl x2 x ... x . 0n appellera conjugué de m tout élé-

ment de M qui se décompose sur X en xi xi+~ ... xm x.... xi-1

PROPRIETE. - Si 1B1 est simplifiable à droite l’ensemble classes des éléments

x de X facteurs d’un élément congru à 1 ( 1 est le neutre de X" ) engendre un
groupe de 

On démontre successivement que, si M est simplifiable à droite, y tout conjugué

d’élément congru à 1 est congru à 1 . Ce qui entraine que la classe de tout fac-

teur d’élément congru à 1 admet un inverse.

2. Monoïdes finiment résentés en endrés ar un s stème unitaire.

1B1 est quotient de X’("? y monoide libre sur l’ensemble fini X , par une congruence

engendrée par une relation (ou système) finie de X x {l} 0 On notera F les élé-

ments de X définissant la relation.

M est simplifiable à droite si, et seulement si,il est produit li-

bre d’un groupe et d’un monoide’ libre.

Le groupe est le quotient de X*0 saturé par la congruence, où X0 est l’ensemble

des x de X facteurs d’un élément congru à 1 . Le monoide libre est engendré par

le complémentaire de Xo dans X .

Application. - Le groupe quotient de X~ défini comme monoide finiment engendré
et présenté, est isomorphe au groupe présenté par X0 et F ( F n’est pas en géné-
ral la présentation la. plus simple de ce groupe).

En vue d’obtenir des critères décidables.de simplifiabilité, on démontre les pro-

priétés suivantes

1° i~i est simplifiable à droite si, et seulement si, y tout conjugué d’élément
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congru à 1 est congru à 1 .

2° Tout conjugué d’élément congru à 1 est congru à 1 si, et seulement si, tout

conjugué d’un élément de F est congru à 1 .

Pour décider de l’équivalence à 1 de tout conjugué d’un élément de F, y on est

amené à étudier le cas suivant.

3. Monoïdes présentés par un s stème quasi parfait unitaire.

PROPRIÉTÉ. - Un monoïde présenté par un système quasi parfait unitaire est simpli-

fiable à droite si, et seulement si, il existe une partition de X en 

k éléments c. de X~ contenant ulie, et une seule fois, y chaque élément de X. , et

k entiers n. tels que F soit la réunion des permutés des pour

i = 1 , 2 , ... , y k .

Exemple.- Avec X = (a , b , c) , on a

1) , , ( ab ab , 1)}
F = ((ab , 1) , (ba , 1)}
F= ((aa , 1)}
F = ((abc , 1) , (bca , 1) , , (cab , 1 )} .

Remarque. - Le groupe, qui intervient ici, est présenté lui par le système des

n.(c.) 1. seulement.

4. Monoïdes finiment en endrés et résentés p ar une relation unitaire.

Dans ce cas, ou bien la relation est quasi parfaite et le monoïde n’est simpli-

fiable d’un côté que si l’unique élément f de F est une puissance d’un élément x

de X , ou bien f est une sesquipuissance et il se décompose de la façon suivante.

f = (ul u1’ ..., ’ up = (up+1 vp+1) n p+1 
u 
p+ 1 

n’étant pas une ’ sesquipuissance, les u. 1 v. 1 étant primitifs, et chaque u. 1 v. 1
pouvant être une sesquipuissance. Soient a, b , ... , k les plus petits éléments

intervenant dans la décomposition des u. v.. On démontre que tout permuté de f

sur les éléments a , b , ... , k est congru à 1 . Par conséquent, le monoïde quo-

tient est simplifiable d’un côté si, et seulement si, a , b , ... , 3 k sont des élé-

ments de X .

Exemple.. - Avec X = (x , y~ ou X = (x , y , z} ,

f = xyx , le quotient du monoïde libre sur (x, y~ est isomorphe au groupe engen-

dré par un élément,

f = xyxyx , le quotient est aussi un groupe,

f = xzzyxz , le quotient est un groupe,

’ 

f = xyzx , le quotient n’est plus simplifiable, ce qui se vérifie aisément, yzxxy
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est congru à y sans que zxxy soit congru à 1 .
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