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Exposé n° 17

Introduction aux Travaux de Ihara

Jacques TILOUINE

Dans son article [5], Y. Ihara a amorc® 1’6tude d’une représentation

de G = Gal(§/Q) sur la pro—¢-partie du groupe fondamental de Pl\{O,l,a}.

Q
En particulier, il a concentr® son &tude sur le quotient 2-résoluble
maximal de ce groupe en montrant que la représentation de G sur ce

Q
groupe est décrite par un l-cocycle :

Gy — 2, [[ZXD)11% 2, [[u,v]]"

non ramifi® hors de ¢ et fournissant une "somme de Jacobi universelle"
sur les Frobenius en p#é (voir thSordme 14 ci-dessous). De plus, la série
Fp(u,v)= *(p) vérifie la formule de 2-cocycle satisfaite par la fonction

béta classique :

Fp(u,v)x Fp(u[+]v,w)= Fp(u,v[+]w)x Fp(v,w)

(1’addition &tant d&finie par u[+]v= utv+uv)
et 1’explication est la m8me que pour la fonction b8ta classique : Anderson
([1] - [3]) et Ihara-Kaneko-Yukinari [6] ont montré (seulement si p fixe
Q(u cm) pour [6]) qu’il existe une série Gp(t) e Z;}'r'[[t]] ("une fonc-
e
G (u)G (v
(u) p( )

tion gamma") telle que : Fp(u,v) = ug—————-

Gp(u{+IV)

En outre, Ihara a calculé les coefficients de G (u) & 1l’aide des
dérivées de Coates-Wiles lorsque P est dans 1’inertie en 4 de
Gal (§/Q(u m)), et Coleman [4] a relié ces coefficients & des caract@res de

4 - .
Kummer sur des €—unités cyclotomiques. Il semble de plus que sous la

conjecture de Vandiver, 1’image modulo ¢ du cocycle P soit dbterminée
par Ichimura et Kaneko.



I. Definition de la représentation totale.

Soit K= qQ(t) le corps des fonctions rationnelles de

Pl/a— = l-"l/.J x Q. Considérons la pro—¢-extension maximale M non ramifiée

hors de 0,1,0, de K. Notons que les places 0,1, de K sont
rationnelles sur Q. En fait, trois points distincts quelconques de P]‘ (Q)
conviennent pour la construction qui suit. On choisit 0,1, pour
simplifier.

On détermine d’abord la structure du groupe -Gal(M/K).

Dé&finition 1. On appelle pro—€é-groupe libre de rang 2, de base x,y, Ile
groupe ¥ obtenu comme suit :

Soit F= 2Zx X 2y 1le groupe libre engendré par x et vy, alors :
¥= lim F/N
-
N

ot N parcourt 1’ensemble des sous—groupes distingués de F d’indice fini
¢-primaire.

On montre que le morphisme canonique d’image dense F ——, ¥ est
injectif ([7], &8 4). On introduit zeFc¥ d&fini par xyz=1.

Theoréme 2. Il existe des places '5, T, » de M au-dessus des places
0,1, de K, et un isomorphisme :

L ¥ —— , Gal(M/K)

tels que t(x) (resp. t(y),t(z)) engendre topologiquement 1le groupe

d’inertie en ¢ (resp. 1, =).

Commentaire : Le choix de ¢ dBtermine uniquement les places 3, 1, =.

Ceci résulte directement de ce que le normalisateur dans ¥ du Ze—module

engendré par x (resp; y,z) est égal & ce ze—module.
Démonstration du théordme :
1’extension des scalaires de § & € &tablit une bijection

Jmorphismes finis Y -E, Pl/a- “l (i) Jmorphismes finis z-2, Pl/l: 1
1 = 2 Y= courbe propre et lisse _ 2 =12= courbe propre et lisse/C

L:: revét. étale hors de 0,1,» p= revét. étale hors de 0,1,»

qui respecte les groupes de Galois. On peut donc remplacer § par € pour
ddfinir M.



De plus, si 1’on note, pour tout rewdtement p : Z —, Pl/c conme

ci—-dessus Z'= Z(c)\p—l({o,l;n}) et X'= Pl(c)\{o,l,a}, on &tablit des
bijections canoniques :

Irevétements holomorphesl Irevﬁte-ent 1
2 £i£l4 finis é&tales £1iila topologiques finis
IS——.X' I T — X I
(ii) - (iii) _ . .
Z2""5 8 = Zénal HE T= espace topologique sous—jacent & S.

La surjectivité de (ii) résulte aisément du fait que le revdtement univer-
sel de X' est donné par la fonction A de Legendre qui se prolonge en un
isomorphisme de surfaces de Riemann :

X ~ 1
b/ py —— PO

o r(2)= {g e SLZ(Z); g€ = I, mod. 2}.

2

et %r*=‘€yu Pl(o) muni de la topologie hyperbolique.

On trouve alors zZ, antécBdent de S, en posant

_px* - .
Zgﬁgl-g,/bal( 1] s)? od 7w est un revétement tel que p°n=A, puis

en utilisant le thdordme d’algébrisation de Riemann pour passer de Zanal
a 2.

la bijection (iii) est bien connue.

A 1’aide de la compos&e des trois bijections (i) - (iii) on obtient un
isomorphisme canonique entre le groupe de Galois de M/K et le pro—e¢--
complété de Aut(a)=r(2).

Fixons alors ¢ € X'. A chaque ? € A—l(f), on peut associer 1’iso-
morphisme :

¥ 7 (X ,¢) —~ & Aut(a)

[1] — &
ol g er(2) est ddfini par la formule :
g.¢ = €[v]
(si P est un lacet représentant [v]; soit ¥ son reldvement sur

issu de ¢, on note ¢t.[v] 1’extrémité (), indépendante du choix de
1).



Enfin, le th&oréme de Van Kampen montre que 1’inclusion du bouquet des

cercles C0 et C1 dans X' (voir figure) induit un isomorphisme des

groupes fondamentaux :

7 (Cort) * 1 (Cpu8) mu my (X0,8)

On voit enfin qu’il y a un unique choix d’'un générateur 7, du groupe

monogéne nl(Ci,g), i= 0,1,o, de sorte que v_.v =1.

01"

Si 1’on passe alors & la pro—€-complétion de PE, on obtient
1’ isomorphisme cherché pour x= Yor YT L z= (en remplacant vy par
le lacet homotope 'v'i figuré sur le dessin pour i=0, on voit facilement
que P-E induit un isomorphisme de L3 (Ci,g) avec le stabilisateur dans

r(2) d’une pointe 7 au-dessus de i € {0,1,}, donc ¢ a bien les
propriétés requises dans 1’énoncé).

On fixe désormais un tel isomorphisme ¢ et on note ¥ 1le groupe
Gal(M/K).

Remarquons que M est galoisien sur Q(t) gr8ce au fait que nos
pointes 0,1, sont rationnelles sur Q. Or on a

Gal(§/Q) ——— Gal(@(t)/e(t)), donc si on abrédge Gal(@/L) en GL pour
tout sous—corps L de &, on peut d&8finir :

. _ Aut(¥)
Out : (;n ——— Out(f) - m,

comme suit

On prend p € GQ’ on le prolonge en un automorphisme S de M et on
considére la conjugaison par B comme automorphisme de &. On voit que
cette définition fournit un &lément de Out(¥) indépendant du prolongement

p de pP.

Cette représentation constitue 1’objet d’é&tude de Ihara dans [5]. Nous
1’appelons totale car, bien que certaines propriétés générales non trivia-
les la concernant puissent &tre &tablies, le probléme de la détermination
de son image n’est pas abordé directement par TIhara. I1 n'est



attaqué que pour des morceaux (sous—quotients de ¥ issus de sa suite

centrale descendante ou dérivée). Quelques propriétés de la représentation
totale d’abord :

Théorédme 3 (Deligne). Out est non-ramifi&e hors de ¢.

Démonstration : Soit Mab/l( la sous—extension ab&lienne maximale de M/K.
On peut écrire

0
M- |y x

n=1 "

ol Kn est 1’extension ab&lienne d’exposant e" non ramifiée hors de

0,1, de K. La théorie de Kummer montre facilement que

l/en l/en
(1.1) Kn = K(t , (1-t) ).

Ainsi Kn est le corps des fonctions de la courbe de Fermat Xn

R n R
d’équation X + Ye = Z . En outre, le théorédme 2 (ou le théoréme de
Puiseux donnant la cl8ture algébrique de Q((t)) comme réunion des

'Q'((tl/n)); n= 1,2,...) montre que le groupe d’inertie de 1 dans M/K
est isomorphe & Ze (pour i= 0,1,0). L’égalité (1.1) montre que le

groupe d’inertie en i dans Mab/K est aussi isomorphe & 2 (i= 0,1,0).

14

n.r

On en tire que M/Mab est non ramifiée partout. Soit Kn la pro—é——

(- ]

. . o n.r
extension maximale non ramifiée de Kn. On a M= U Kn , donc :
n=1

Gal(M/K) = lim Gal(K“"Y/K ).
- n n

n

Ces remarques gén@rales, trés importantes pour toute la suite, &tant
pos@es, considérons un nombre premier p#¢, et &tudions la restriction de

Out A& GQ . La définition du groupe fondamental algébrique (cf. [10])
P

permet d’&crire :

n.r alg
Gal(Kn /Kn) = LY (Xn/a.p,tn)
le point base tn étant Qp—rationnel, de sorte que 1’isomorphisme



soit Gn—équivariant. Soit Inéz le schéma propre et lisse, d’&quation
P

Xe + Y! = Zc dans Pz/é . Les applications naturelles :

P
/\
qQ F

fournissent par fonctorialité du LI

l(x /W(F )af )

@/ @

/g ™ X FLED.

ol En prolonge tn par propreté, et ?h est le point ferm® associé a

En' Le théorame (6.3.2.1) de [10] montre que 2 et un isomorphisme, et le

. -1
théorédme de Grothendieck ([10] chap. IX et appendice) montre que (:) °(i)
induit un isomorphisme sur les pro-€-parties, compatible avec les actions

de Gq et qr pour le morphisme de réduction : Gn — G dont le
p P p F
P

noyau est le groupe d’inertie en p. Ceci prouve la non-ramification de
Out en p.

Un autre résultat général exprime que 1’image de la représentation est
contenue dans le groupe des tresses d8fini comme suit.

Le groupe Tr = Tr(¥,x,y¥,z) est le quotient par le groupe des auto-
morphismes intérieurs de :

a a
{c € Aut(¥); 3a € ze; ox ~ xa, oy ~y , 0z~ 2}

ok a~Db signifie que les &léments a et b sont conjugués dans ¥.

Le groupe Tr possdde un caractdre naturel appelé la norme :

N : Tr-—.z’;.

On note Trl le noyau de N. On a alors le :



Lemme 4. La représentation Out est & valeurs dans le groupe des tresses
Tr, et la composée N © Out coincide avec le caractdre cyclotomique

X Gq ——»Z’e(. En particulier, 1’image par Out de GQ(IJ ) est conte—
]

4
nue dans Trl.

Démonstration : Soit p e Gq’ comme i
~=—1

on a p.i=i et B I'ip

est rationnel sur @ (i= 0,1,»),

est encore un groupe d’inertie en une place

au—dessus de i. On peut donc 1l’écrire s; I'I si1 pour un s, dans ¥.
On a donc :

~x~— Sa.X .8 n our un aezx
pxPpP 0 0 P ¢
~ ~=1 -1 X
PYP =sl.y".s1 pour un peze
~  ~=1_ v _-1 X
pPzp =8 .2 .8 pour un v € Ze
or, comme xyz=1l, on trouve en passant au plus grand quotient ab&lien
¥/¥' de ¥ :
- —
P .

Or, ona : ¥/¥'= z, X® z, Y, donc on obtient a=g=v.

Notons donc a= N © Out(p). Pour chaque n»l, considérons 1’accou-
plement de Kummer :

(,)n HEE 4 KX/KXCn —_— [.len.
L’6galité (1.1) entraine que <:»(,t>n est une racine primitive
(en)léme de 1.
On a donc : <x,t>g = <x,t>:(p)

mais aussi

OGP P> = 8.3 > = &, > = <x, >,
n 0 0 n n n

I1 suffit alors de faire tendre n vers 1’infini pour conclure
a=x(p).



L’étude du groupe Tr1 est effectuBe dans [5]. En particulier,
1’6tude des quotients successifs d’une filtration naturelle de Txr'1
déduite de la suite centrale descendante de ¥ permet & Ihara de montrer
la

Proposition 5. Tr1 est un pro—¢—-groupe. D’ol le thSordme suivant résulte

immédiatement.

Théordme 6. La représentation Out : Gn ————+ Tr se factorise & travers

Gal(ne/o) oQ ﬁe est la pro—¢-extension non ramifiée hors de ¢ maximale
de Q(u ).
4

Nous abandonnons désormais 1’étude directe de la représentation totale
pour nous concentrer sur les sous—quotients suivants de ¥.

Soit Clsf =¥, Cm+19f= (¥, " ] (sous—groupe ferm® engendré par les

commutateurs [a,b], a € ¥, b € Cmsr) la suite centrale descendante de

¥. Le groupe !Jf/Cm+1 est le pro—€-groupe mnilpotent & deux généra-
¥

teurs, universel, et on peut d&finir le groupe des tresses

Tr(m)c Oout(¥/ o+l ) de fagcon analogue & celle donnant Tr. Comme tous les
C ¥

groupes c™ sont caractéristiques, on a un diagramme é&vident :

Out (¥) » Out(s/ ;)
e
U U
Tr , Trm
. (m) X .
et la norme se factorise en N : Tr —_— zl' On obtient alors la
représentation OUtm—nil.
. . (m)
OUtm—nil. : G‘J +» Tr
u ]
(m)
G s Tr .
oy ) 1
4
On peut la définir directement par action de G sur le groupe de

qQ
Galois de la pro—€-—-ext. Mm m—nilpotente maximale non ramifiée hors de

0,1,2. Ce programme est actuellement &tudié par Anderson, Coleman, Deligne
et Thara. Considérons quelques exemples :

(1) m=]l : On a ¥/¥'=2, %@ z, v= HI(PI\{O’I’“}’ZQ)'



Le corps Ml est &videmment &gal & Mab, et Tr(1)= matrices d’homo—

théties dans GLZ(ZC)‘ La norme N fournit un isomorphisme Tr(l) —_—

x .. o
zl qui identifie la repré&sentation Outl_nil au caractére cyclotomique

X. Nous noterons ¥/¥'= zf(l) pour rappeler que GQ op@re sur ce groupe

par le caractdre cyclotomique.

(ii) m quelconque, &tude de la sous-représentation

c®/ de Out

&y

(ceci a du sens car Int(¥)

m-nil.

opédre trivialement par conjugaison sur

m
C¥/ ).

clg

On remarque que c® ?/Cm +1 est engendré comme Ze—module par les

L3

commutateurs [xl,...,[xm_l,xm]...], o xie{x,y} pour i= 1,...,m. De
plus, 1’action de p«EG‘2 transforme ce commutateur ¢ en le commutateur
ct analogue ol 1’on remplace X par
B X B‘1= s, x’i(p)sglz [si,x);(p)].x);(p). Les formules de calcul de commu-

m
tateurs montrent que c¢' est congru mod. Cm+lsr a & (P). Ainsi, 1’ac-
tion de G sur Cmsf/ est donnée par xm.

Q oty

(iii) On peut se proposer d’étudier apréds la sous-représentation Czsf/ 3
Cs¥

(action de GQ par xz) la représentation ¥'/¢¥" (o0 "= [!',y']ccgv)

qui contient la précédente comme quotient. Il s’awdre (voir prop. 12 ci--
dessous) que cette étude révdle une structure trds riche de la représenta—
tion ¥'/¥" et c’est elle que Thara mdne & bien dans la seconde moitié de
son article [5]. Nous allons maintenant exposer ses résultats.



II. Etude de la représentation #'/¥" de GQ'

Considérons la suite exacte de pro—¢-groupes :
]l — ¥ /¢ ¥ ¥/ — 1.

Le quotient opdre sur le noyau ab&lien et donc 1l’algdbre complétée de
groupe Ze[[!r/sf']] opadre sur ¥'/¢". Comme ¥/¥'= Zc-ic Ze?, on a un
isomorphisme :

4=2,[[u,v]] —— 2z, [[s/#'])

envoyant l+u sur X et 1l+v sur y. L’action de Gq sur A4 linBari-

sant l1’action sur ¥/¥'= Z?(l) est donnée par :

p.u= (l+u)X(p)—l, p.v= (1+V)X(p)—1.

De plus, 1l’action de GQ sur ¥'/¢¥" est A-semi-lindaire :

p.(a.P)= p(a).p(P)

pour tout peGq, aeA, ves' /",

Thara démontre que ¥'/¥" est libre de rang 1 sur 4, ce qui entrai-
ne 1l’existence d’un 1l-cocycle G, — A*  donnant l’action de G

sur
Q Q
¥'/¥". L’idée est la suivante :

Etape 1 : La théorie des revétements ab&liens ramdne 1’&tude de ¢'/¢" &
celle des jacobiennes des courbes de Fermat Xn (i.e. de 1’homologie é&tale

¢—-adique des Xn) : Soit en effet Jn la jacobienne de la courbe de Fermat

oD n ,n
Xn d’équation X + Yc =2Z . Soit TeJn son module de Tate. Les revéte-

ments Xn+1 —_— Xn, définis sur §, donnds par (X,Y,Z) ——w (Xe,Yt,Ze)
fournissent par fonctorialité covariante un systéme projectif

Te Jn+ 1 Te Jn

dont nous notons ¢ 1la limite projective. C’est un Gq et un A-module

(par fonctorialité covariante) et 1l’action de Gll est encore A-semi—

lin&aire :

10



p.(a.t)= p(a).p(t)

pour tout peGq, aca, tes.
Proposition 7. Il y a un isomorphisme canonique :
s = ¥ /¥"

de A4 et Gq—modules.

Démonstration : Soit M2—rés la pro—¢-extension maximale 2-résoluble non

ramifiée hors de 0,l,00 de K. On a le diagramme de corps :

M2—nés -
/ ¥ /5"
uED
| T /%
K
/:Q

Q(t)

En utilisant encore le théoréme de Puiseux (cf. théord@me 3 ci-dessus),
. ab . o . n.r.ab
on voit que M2—rés/M est non ramifie. Soit Kn

extension ab&lienne maximale non-ramifiée de Kn. On obtient :

la pro-¢-

ab

o1 n.r.ab.
2-—nés/M ) = 1Q1_m Gal(K

n

¥ /" = Gal(M /Kn) .

I1 suffit d’obtenir des isomorphismes
~ .r.ab.
T, J ———s Gal(K_ /K )

compatibles avec les différentes actions et aux applications de transition.

Or, pour tout entier N > 1, en notant KI(,N) 1’extension ab&lienne

d’exposant N maximale non ramifiée maximale, et 4!()") le sous—groupe de

Kxn/ N lui correspondant par la théorie de Kummer :
n

AI(,N)= {feK:; v PeX (@); ord,(£)=0 mod. N}/

K,

11



on a un isomorphisme canonique :

A;N) Pic®(X ) [N]

£ mod x: - %T.div(f).

On passe alors aux duaux de Cartier en utilisant 1’accouplement de
Kummer et celui de Weil pour obtenir :

(N) ~ :
Gal(Kn /Kn) _— Jn[N].
Toutes les compatibilités requises sont &videntes, on passe donc & la
limite pour N|e°° et n — oo,

Etape 2 : On utilise des calculs de Rohrlich [11] pour montrer que ¢ est
libre de rang 1 sur 4.

Nous poserons =e". Soit P : Xn —_— Pl le rev@tement standard

(X,Y,2) —m 2. Soient = PLE)\{0,1,»},
X;1= Xn(c)\pul({O,l,w}). On fixe un point base ¢ de X et tnexr']
au—-dessus de ¢. Ceci permet d’écrire la suite exacte canonique :

4

£

1w (R2,6 ) — 2 4@ (X,8) — 2y Aut(p) —— 1

ol Pt ([v]) est 1’unique automorphisme g de p tel que g.gn= gn[-v].
n

Comme Aut(p) = Hy X Hy est ab&lien, on voit que le commutateur
[10,71]6111(X',§) est dans 1’image de Py (avec les notations de la dé-
monstration du théorédme 2).

Soit #; son unique ant@&ocBdent par 1’injection Py- On d&finit le

contour de Pochhammer :Pn comme 1°’image de ?;‘ par la composée :
ul(xr'l,en) —_— HI(X!",Z) —_— Hl(xn,z).

Le lacet de X' qu’il reldve peut &tre représenté par la figure :

To ‘
: &

12




Proposition 8. Le groupe Hl(xn,z) est un 2Z[Aut(p)]-module monogdne

engendré par ’n' Son annulateur est 1’idéal engendré par :

P | -1 P2 i
2 %, 2 v, } % (2 )
i=0 1=0 i=0 j=0

ol X, y sont les images de x et y dans la restriction :
 — Gal(Kn/K)= Aut(p).
Démonstration : cf. [8] chap. V ou [11].
On considé@re alors la suite exacte canonique :

" e
0 —— ((1+u) -1,(14+v) -1) — A —— Ze [Gal(Kn/K)] — 0

donnée par U — x-1, v — y-1.
Soit Cnh 1’idéal de 4 image réciproque de 1’annulateur de ?n.

O
Lemme 9. n OUL = {0}.
_— n
n=1
Démonstration : On montre en fait que :

oL = {Fea; F(¢-1,¢'-1)=0 pour ¢,$'€ u n\{1} et ¢¢r'#l}.
¢

On déduit facilement le lemme de cela gr8ce au théordme préparatoire
de Weierstrass.

On constate alors que par le revétement Xn+1 —_— Xn, le contour

> s’envoie sur ?n.

n+l

En outre, la description de Jn comme tore complexe
a*/ .3
Hl(xn,z) n
montre qu’on a un isomorphisme de ze[Gal(Kn/K)]—-odules :

Hl(xn’zl) —_— TeJh

13



Si 1’on passe & la limite projective, on obtient

Théoréme 10. #+ est un 4-module libre de rang 1. Une base en est fournie

par le systéme projectif o= (?n)n>1 des contours de Pochhammer. Dans

1’ isomorphisme de la prop. 7, ® correspond & [x,y] mod. s".
On en déduit le :

Théoréme 11. 11 existe un 1l-cocycle

p—— F

P
tel que pour tout peG‘J : puP= Fp.?
ou, ce qui est &quivalent : p.[x,y]= Fp.[x,y].
Nous noterons Fp: Fp(u,v) ou bien, en identifiant A avec
Ze[[u,v,x]]/(1+u)(1+v)(l+w)_1) de sorte que l+tu — ¥, 1+4v —3 Yy,
1+w — Z); nous écrirons :

Fp= Fp(u,v,w).

La base {[x,y]} donne un isomorphisme I : ¥'/¢" _—_, 4 et on a :

Proposition 12. Dans 1’isomorphisme I, le sous—-A-module Cav/s" de
¥ /¥" s’identifie & 1’idéal uwA+vd de 4 et ¥'/ 3 = Zl(2) comme
Cy¥

G_-module. Il en résulte donc que la restriction ¥ de » & G
Q 1 n(”e“)'
est & valeurs dans le pro—¢-groupe

x

{Fed™; F(0,0)=1}.

Commentaires : 1) Pour la sous-représentation &'/¢", on obtient donc
1’analogue du théoréme 6 sans utiliser 1’&tude de la filtration du groupe
des tresses.

2) Un calcul un peu plus fin permet de montrer que 1'image de ?1 est, en

fait contenue dans {FEAX; F=1 mod. uvw}= l+uvwd.

Démonstration : On a 03!'= [¥,¥']. Ce groupe est donc engendré mod s"

par [x,¥'] et [y,¥*] or si sesr', ([x,s8]= u,s, [¥,8]= v.s. En prenant
I

s= [x,y], on obtient donc 039'/9'" ——+ u4+vA. On a déja vu (exemple 2,

14



chap. I) que 1l’action de GQ sur ¥'/ 3 est donnbe par x2 et nous
Cr

savons maintenant que ce Ze—-lodule est isomorphe & 4/ v ze.

si nous réduisons modulo 039' la congruence :

Enfin,

p-lx,y] = FP(U.V)-IX.YJ mod. ¥"

nous obtenons :

x2(p) . [x,y] = F,(0,0). [x,y] mod. c3s.

Si peGQ(” “) nous avons donc Fp(0,0)=1.

4

¢—-adique de 1la

fonction b&ta d’Euler & cause de la sé&rie de propriétés dont elle jouit

tant quant aux valeurs spéciales qu’elle prend que pour ce qui est des
coefficients de F_(u,v).

Cette série Fp est considérée comme un analogue
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III. Etude des propriétés de ﬁp(u,v).

Commencons par les propriétés d’interpolation. On rappelle la décompo-
sition de Jn (jacobienne de Xn) en variétés abéliennes de type C.M.

Nous abrégeons ¢ en N.
Nous connaissons une base des différentielles régulidres sur Xn,

d’équation affine xN+yN¥1 :
_ a1 1 dx
Qa ’ps"- X Yp_ yN_I

pour a,B8,7 > 1 et a+g+y=N (il y a g(xn)= £H:llé§:gl

tels triplets).

L’application des périodes relative & cette base est &galement con-

nue :
H(X ,2) —— L < c(N-1) (N-2)
rwd. e = e (L3P L O, pir* D, p 131
n a+g+1=N
et J, Payp,a™ RO, ¥ B

n

1
od B(u,v)= J fol(l—x)v-ldx est la fonction B d’Euler, et od ¢ est
0

la racine primitive (en)léme,de 1’unité définie par 1’accouplement de
Kummer :

x
G20 Fox K/ _,n — H_<C
n K;e o0

par : gn= <x,t>n= <y,1—t>n.

On voit donc que l’action de 4 sur Ln est donnée par :

16



(=8

(1+u)'(na,p.v) - (gn’na.P.1)
(3.1)
1 1+ = p
(1+v). (na‘p,,,) (cn.na,p’,,).

Ceci permet de décomposer Jn/n(g ) 4 isogénie prés, en produit de
n

variétés abéliennes de type C.M.

J ~ n Aa,b,c
I TIT
m=1 (a,b,c)exm

o £ = {(a,b,c)e@/ mz\{on‘*; eh(a,b,c) et atbrc=0).
€

et ol la variété A:"b’c, définie sur Q(cm) et & C.M. par Q(Cm) est

définie comme suit. On dé&finit X:}:z: ) comme le quotient de la courbe
m

Xm par le sous—groupe de Gal(Km/K), noyau du caractére

xa,b,c : % l glan’ v . gz, Z — Q;. Le groupe de Galois du revéte-

a,b,c 1

ment Xm’ — P est isomorphe & u n (par le caractére xa,b,c).
4

L’algdbre 2[X]/ o0 opdre donc sur Jac(X;’b’c)

par fonctorialité
(x* -1)

Jac(XZ’b’c)

cm—l
Ker(em -I1d)

covariante. Donc z[gm] opdre sur A:’b’c= On a un mor-

phisme naturel J —— Aa’b’c, compos@ de J — J etde a:J —a
n m n m m
AZ’b’c L’ espace cotangent de A:’b’c s’identifie par a* au sous—espace

de Ho(xm,ﬂ) engendr® par les w

o, B, pour («,8,v) dans :

, x .
{(<ka>m, <kb>m, <kc>m), ke(Z/c ) et <ka>-+ <kb>-+ <kc)- e}

ol <s>lll consiste & prendre le reste G[O,e.[ de 1’entier s dans la

division par ™. Le cardinal de 1’ensemble ci-dessus &tant bien &égal a
.lz[o(gm):ol, on voit que A:’b’c est COM. Les formules (3.1) montrent
alors que 4 opdre sur Te Ai’b’c par la spécialisation :

17



(3.2) (u,v,w) —— (63-1,¢P-1,¢%-1).

b b,c

Si 1’on définit donc ?:’ *Ce Te A:' comme 1’image de ,n par 1’appli-

cation naturelle déduite de Jn —_— A:’b’c, on obtient le :

Théordme 13. Pour tout F de 4,

a,b,c_

F.? F(gf’n—l,gz—l,g;—l)a:’b’c

le point . du second membre représente 1l’action de

a,b,c
ze[cm] sur Te Am .

a,b,c

Les variétés Am apparaissent comme des auxiliaires utiles, gr8ce

au théordme ci-dessus pour le calcul des spécialisations (3.2) de F

Soit pre et p, une place de Q(cn) au-dessus de p. Soit
p= F'l:'ob,J . Le symbole +¥(p) est bien d&8fini soit grlce au théorame 2,
n

soit par le critdre de Néron—Ogg-Shafarevitch appliqué & 1la variété
abélienne Jn qui a bonne réduction en pn.

Thara calcule la spécialisation (3.2) de <(p)= Fp(u,v,w) comme la

somme de Jacobi Ja;lb’c(pn) définie comme suit :
14

Soit x le caracté@re :

Pn

X _ x
Fo (Z[cn]/pn) _— Hen < O(Hen)
q-1
e
dédfini par : xp (x) = x mod. b,- On pose :
n
3%PaCp = - ) X« Xp (X) x) ().
14 x,yerq 'n n

La formule d’interpolation s’écrit alors :

18



Théorédme 14. Avec les notations préocBdentes : pour tout m>1 et tout
(a,b,c)ezm

F (s a_) «; 1,65-1)= J"’b )

Commentaires : 1) Ces égalités caractérisent la représentation ?1 gréce

au théoradme de Cebotarev et au théoréme préparatoire de Weierstrass.

2) La démonstration de ce théor@me repose sur une idée de A. Weil dévelop-
pée dans [12].

Corollaire du théoréme 14 (voir (6]).

Pour tout peG Qo ) on a les symbtries :

(1) Fp(u,v,w) est invariante par S3.
2 F x F est invariante par §S,.
(2) oF T P a

oa, pour chaque F(u,v)ea, on note FXF 1’é1&ment de
AXA= ze[[u,v,u',v']]/((1+u)(1+v)(1+u')(1+v')-1) ddfini par

FxF(u,v,u',v' )= Flu,v)F(u',v').

Remarque : 2) é&quivaut & la formule de 2-cocycle donnée dans 1’intro-
duction.

La démonstration de ce corollaire utilise le théordme 14 et le théora-
me préparatoire de Weierstrass pour se ramener aux propriétés de symdtrie
analogues des sommes de Jacobi, qui sont faciles & vérifier.

Démonstration du théorédme 14 :

Gr8ce au thé8oréme 13, on est ramend & montrer que Froyp op&re sur
m
T= T Aa »byc par la somme de Jacobi de 1’&noncé, disons #n*. Or, Frobp
m

op@re par le reldvement @ dans 2Z[¢_] de 1’endomorphisme de Frobenius de
m

a,b,c

la variétée A réduite modulo pm, que nous notons A. Pour montrer
n=n' dans Q(gm). il suffit bien sr de montrer que pour tout entier
k>0,

3.3 =

(3.3) Trace )/o“ Ko Tracs )/o“ ).
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Soit am 1’automorphisme de la courbe x:’b’c correspondant a gn

dans 1’isomorphisme :

a,b,c

X : Gal(x®'P1¢

1 -~
m P) ——— pcm.
a,b,c
m

(3.3) est &gal & la trace de 1’endomorphisme fx de HI(X)= H?t(‘xqu,ne)

I1 résulte de la dé&finition de A que le membre de gauche de

déduit de fm= o;kc’(Frobenius/l-'q). Or il y a une isogénie naturelle

' a,b,c a,b,c a,b,c
(3.4) Jac()(m ) ————t Am x Jac()(m_1 ).
Toutes les variétés concernées ont bonne réduction en Py Posons
X(m)= i:’b’c. On tire de (3.4) une décomposition naturelle :

H, (X(m))= nl(Tx) ® H (X(m-1)).
(3.5)

On applique alors le théordme du point fixe de Lefschetz ([9] théordéme
v.2.5) a fj; J= m1l,m:

(3-6j) #{xeX(J) (Fq) ; fjx=X}= 1—Tr(fj;H1(X(j)))+Tr(fj;H2(x(j)))

mais Tr(fJ,Hz(X(J)))= degrﬁ(fj)= degré(Frob./Fq) et
Tr(fm;Hl(X(m)))= Tr f'ﬁ + Tr(fm_l;Hl(X(m—l))). On obtient donc en sous-—
trayant (3.6m_1) a (3'61::) :

-Tr fx = #{xeX(m) (i"q);fx=x} - #{xeX(n—l)(Fq);fm_lx=x}.

Mais fmx=x équivaut & (3.7) Oz x = x% Cette relation implique en
X

particulier que 1’image t de par le revétement F _-rationnel

rJ. : X(J) ——.Pl satisfait t9=t i.e. td’l(l’q). Réciproquement, pour
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td’l(Fq) non ramifié dans r‘j (i.e. #0,1,0), 1’existence d’un xer_.l(t)

. 1
satisfaisant (3.7) &quivaut & (x(—‘]t)L)= O“j( (symbole d’Artin relatif a

1’extension ab&lienne Fq(X(m) )/Fq(Pl) ).

Nous supposons pour simplifier que ¢fabc; de sorte que r. est
J

totalement ramifié en 0,1, (si ¢|a par exemple, ¢4bc et la modifica-
tion est tra@s facile). On trouve alors :

1
-Tr fx = em.a{tel(rq)\{o.l.“};(l(—mii-) = e:}

1
R T | o} (XD /P K
" Taiter (F O\(0,1,0); (KPP - ok )

1 1 1
(3.8) = — (™™ H)x n{ter (|rq)\{0,1,«o};(L(Bi_/"_)= 9:}

. R | o X@el ok
™ lutepl(F I\(0,1,0), XBE ) o=

est d’ordre exactement ¢}.

Nous remarquons alors que le corps des fonctions de
X2 b,c

- (resp. X(m)) est engendré sur K (resp. Fq(t)) par une racine

(e“') léme, s, de t:<a>(t—1)<b> (ot < > désigne le reste dans la divi-
sion par e'”) et que le caractére xa,b,c : Gal(XZ’b’c/Pl) RN M o
4

em

n’est autre que le caractdre Kummerien o — <o0,s8>= /3 a—l'

Par cons@quent, (3.8) peut s’écrire :

1
_ a,b,c, X(m)/® -k
> Trg e 5 /q® > S(AEED) o k)
terqu\{o,l,oo} m

ou encore

= _ -k a . 1yPyy- -k_,
- Tl”l:(<;m)/n( tZF ‘m > "pm(t x(t=1)7)) T’n(cn)/n(‘u n).
q
t20,1

Nous avons détaillé cette chnonstraf.ion (pour l*abc) car elle nous
semble le point central de 1l’article [5]. Cependant un autre aspect de
1’étude de Fp(u,v) concerne les coefficients de cette série. L’idée
sous—jacente est qu’une fonction b@ta se doit ! i r(ur(v)

q oit de s’écrire TTorv) e un
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certain sens. Le premier thSor@me dans cette direction a &t& obtenu par G.
Anderson en 1985 puis par Thara-Kaneko-Yukinari [6] de manidre plus &lémen-
taire mais avec moins de généralité. Les théordmes de I-K-Y. s’&noncent :

Théoréme 15. Soit U= log(l+u), V= log(l+v) W= log(l+w) dans Qe e A.

Pour tout pe€ on a :

Sau )
€

B_(p)
log F_(wvi= Q) LBEL mgmn
P m>3 '
m impair

ol pm(p)eze et définit un &lément de

HomG“(oh, Ze (m)).

G = Gal(Q(p .)/@)
é

14
%" Gal(z, /A ).

f2,= pro—€-extension non ramifiée hors de ¢ maximale de Q(u c»).

Theordme 16. Pour tout pe il existe une série Gp(t)ezfel.r. [[t]]

G
Q(pe”) ’
telle que :

?3 (u)ap(v)

F (u,v)= L—-+"—— o0 1’0n pose u[+]v= utv+uv,
P G, (ul+]v)

Enfin, le théorédme 10 de [5] relie les pm et les homomorphismes de

Coates-Wiles de maniére trés intéressante :

Soit nr;.r la pro—¢—extension non ramifiée maximale de Q(u o)+ Soit

4
_ n.
‘3}2— Gal(ae/xze

V-). Soit Un le groupe des unités locales principales de
Q(u n)’ et % = l.i_m Un‘ la limite &tant prise relativement aux applica-
4

tions de normes locales. La théorie du corps de classes global fournit un
isomorphisme canonique :

(3.9) Artin : % ;_.(?gb
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De plus, si 1'on fixe une base (cn) de ze(l), Coleman a démontré

que pour tout &lément €= (en) de x, il existe une unique série
x .

fe(t)eze[[t]] telle que fe(cn_l): € - Soit T= log (1+t) et

D= (1+t) T - (Hi'f Comme nous avons pris des unités principales, on a

fe(o)El mod. ¢, donc log fe(t)eze{[t]] existe et nous pouvons &crire :

2 m(¢=) ,
log f_(t)/ (0)" —r ™.
€ m=1 .
o v ()= D" log £ (£)],_o-

On voit facilement que PmeHomG (‘u,ze (m)). Si 1’on compose m avec 1l’iso-

morphisme d’Artin (3.9), on obtient deux homomorphismes 'Bm’ Pm dans

HomG ('u,ze (m)). Un théordme d’Iwasawa montre que ce Ze—module est de
00

rang 1 si m est impair et m#l. La question du facteur de proportiona-

1lité est résolue par Thara dans le

Théoréme 17. Soit Le(s,c.al_m

associée au caracteéere ul_m. Alors pour tout m>3 impair, on a :

) 1la fonction 1L ¢-—adique de Kubota-Leopoldt

pm= —-Le (m,ul_m) .Pm .

Un mot des démonstrations :
le théoréme 15 ne fait intervenir que des calculs trés élémentaires basés
sur le corollaire du théordme 14 concernant les symbtries de Fp ainsi que

la congruence Fp 1 mod.uvw pour p€G Q (F )

Le théorédme 16 utilise un résultat de Coleman [4] identifiant les P
& des caractdres Kummeriens de 0}1 pour lesquels 1’é@noncé analogue est
démontré en utilisant un critére de Dwork pour 1’intégralité des coeffl—

cients de séries dans Qn T [[t]] (voir [6]).

Le théordme 17 utilise & nouveau la multiplication complexe des
a,b,c

Am et un lemme de Jannssen sur les 1tﬁaux Otn du lemme 9.
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