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Exposé n° 8

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES BORNEES

GILLES CHRISTOL

I Une conjecture.

Soient P et Q deux polynomes de ﬂ[xl,...,x;] , tels que
Q(0,...,0) # 0 . A partir du développement de Taylor :
P(x) - Z a xn1 xns
Q(x) n,...,n 177" 7s

de la fraction rationnelle P/Q , nous construisons la série entiére

_ n
ACP/Q) = ¥ a, aA
qui est appelée diagonale de la fraction rationnelle P/Q .

PROPOSITION : Toute diagonale de fraction rationnelle f satisfait les
propriétés suivantes :
a) Elle est solution d’une équation différentielle lindaire L a
coefficients dans Q[A]
a’) Cette équation différentielle est une équation de Picard Fuchs.
b) Pour toute place p (finie ou non) de Q@ , le rayon de convergence
rp(f) de la série f dans le corps Cp est non nul.
¢) Pour presque toute place p de Q@ , on a rp(f) =1
c’) Pour presque toute place p de Q@ , la fonction f est bornée
dans le disque Dp(O,l) = (xeCp;|x|<1}.
c") Pour presque toute place p de Q ,on a :

e = supxenp(o’l)lf(x)l = 1.

Seules les propriétés a) et a’) ne sont pas immédiates. On en trouvera une

démonstration dans [1]

Dans cet article nous nous proposons de tester la conjecture suivante sur

les fonctions hypergéométriques EF;_l

CONJECTURE : Une série entiere f qui vérifie les propriétés a), b)), c),
c’) et ¢") est la diagonale d’une fraction rationnelle.

REMARQUE : Supposons que la fonction f vérifie les conditions 3), b), c),
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c)’ et c"). On constate immédiatement que f est une G-fonction. Il résulte
alors d’un théoréme de CHUDNOWSKY ( [3] , qui contient une erreur corrigée
par Y. ANDRE ) que 1’équation différentielle L vérifie la condition de
GALOCKIN . En particulier elle est "globalement nilpotente" et n'a, comme

singularités, que des points singuliers réguliers avec exposants rationnels.

Dans ces conditions, des conjectures classiques de BOMBIERI et DWORK [4]
affirment que cette équation différentielle. "vient de 1la géométrie”.
Autrement dit elle vérifie la condition a’). Nous espérons d’ailleurs que la
preuve de notre conjecture facilitera celle des conjectures de BOMBIERI et
DWORK.

I1 Fonctions Hypergéométriques.

Si a est un nombre rationnel, nous posons :

(a) =1 , (a) = (a+n) (a)
o n+1 n
et si a-= (31""'35) appartient a o® , hous posons :
s
(a) = 11 (&)
n i=1 in
A tout couple a,b d’éléments de Os\(—N) , nous associons la fonction
hypergéométrique
]
(a)
F(a,b;A) = —" A7
— (b)
n=0 n
que nous noterons simplement F quand il n’y aura pas de risque de
confusion.
REMARQUES :

Si dans la définition des fonctions hypergéométriques nous prenons a dans

QS et b dans Gr avec r # s , alors, pour s > r, nous avons rm(F) = 0,

1/(p-1)

et, pour s < r , nous avons IE(F) = |pl pour presque tout p . Par

conséquent les conditions b) et c¢) ne sont pas simultanément satisfaites.

L’équation différentielle linéaire minimum L = L(a,b) dont la fonction F
est la solution n’a que des points singuliers réguliers et les exposants en
ces points sont reliés de maniére simple aux nombres a et bx' Si nous
voulons que L vérifie la condition de GALOCKIN, nous devons donc prendre

les nombres ai et b’ dans Q@ .

Si 1’un des a (resp. bx) appartient a -N , la fonction F est un
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polyname (resp. n’est pas définie). Ce cas ne présente pas d’intéret pour
notre probléme.

Nous verrons au paragraphe VI que la fonction F ne peut vérifier la
condition ¢’) que si 1'un des b‘ (disons bs) est entler et vérifie la
condition : tout a ou bx entier est supérieur a bs . Si bs>1 , un usage
répété de la formule :

(a')1 .
F(a’,b’;A) =1 + TETT; A F(a,b;A)

’

ou 1'on a posé : a, = ai—l et b; = bi—l , permet de ramener 1’étude de la
conjecture au cas ou bs =1 . On a alors, avec les notations classiques :

F(a,b;A) = F (a,...,a ;b ,...,b T A)

s s-1 1 s 1 s-1

Avec les restrictions que nous avons imposées a a et b (et qui sont
donc naturelles si nous voulons tester notre conjecture), il est facile de
vérifier que F est une G-fonction et qu'elle satisfait les conditions a),
b), c¢). Notre but est donc d’examiner ce qu’il en est des conditions c¢’) et

c”). Pour cela nous introduisons les définitions sulvantes :

Une fonction f de Q[A] sera dite localement bornée si elle vérifie les
conditions b), c) et c¢’) et globalement bornée si, de plus, elle vérifie la

condition ¢”).

Le signe 0O marquera la fin d’une démonstration.

II1 Valuation p-adique des coefficients de F .

Dans ce paragraphe o) est un nombre premier fixé. Nos calculs sont

fortement inspirés de ceux de KATZ [5] §6.

Si o est un nombre rationnel, nous notons [a] sa partie entiére et <o>
sa partie fractionnaire. D’autre part nous définissons des fonctions R
(reste), Q (quotient) et f , en posant pour tout nombre a de Z , tout

P

nombre g = pk et tout entier n :

a=- R(a,q) + q Q(a,q) , f(a,q,n) = [n+q—1;R(a,q)]

ou R(a,q) est un entier , O = R(a,q) < q et Q(a,q) appartient a Z .
P



LEMME 1 : Avec ces notations, la valuation p-adique de (a)n est donnée par

la formule suivante :
h

_ K h
v(a)) = | a0 + vp[(Q(a,p ))f(a’ph,n)]
k=1

La démonstration se fait par récurrence sur h . Nous avons :

n-1
v((a) )= Y v (-R(a,p)+pQ(a,p)+m) = ¥ 1+v (m’ +Q(a, p))
14 n m=0 P o P

ou m parcourt 1’ensemble des entiers tels que :
O=<mp + R(a,p) = n-1

c’est a dire :

-1 < -R(a,p)/p = m = (n-1-R(a, p))/p
0 = m’ = f(a;p:n) - 1
ce qui démontre le lemme pour h =1 .

Pour déduire la formule & 1’ordre h+1 & partir des formules a 1’ordre 1

e£ a 1’ordre h , il suffit d’établir les relations suivantes :

+

Q(a,ph 1) = CKQ(a.ph).p) (1)

h+1

f(a,p “,n) = f(Q(a,ph),p.f(a,ph.n)) (2)

Nous partons de 1’égalité :

h +
a=- R(a,ph) + ph Q(a,p’) = - R(a,ph 1)+ ph+1 Q(a,ph+1)
h+1 h s h

Elle montre que R(a,p ") - R(a,p ) est un entier divisible par p .En
remarquant que cet entier est compris entre —pb+1 et ph+1—1 , nous
trouvons :

0 = (R(a,p™ 1)-R(a,p"p" s p - 1 (3)
et comme :

Q(a.ph) = - (R(a,ph+1)—R(a.ph))/ph +p O(a,pb+1)

nous obtenons d’une part la formule (1) et d’autre part :
h h+ h
RQ(a,p™), p) = (R(a, p™ )-R(a, pM)/p"

Posons maintenant :



e = (n+ph+1—1—R(a.ph+1))/ph

(n"'ph-l—R(a, ph))/ph +p-1- R(Q(a.ph),p)

de telle sorte que :

f(a, phﬂ,»n) = [6e/p]

£(QCa, p™), p. £(a,p", ) = [(61/p]

La relation 6 = p [8/p] + ¢ avec 0 = € < p nous montre :
[telsp] = [lesp] + lel/p] = [e/p]
établissant ainsi la relation (2).0

LEMME 2 : Pour tout élément a de Zp\(—N) , la suite R(a,ph) tend vers
1’infini avec h et, pour tout n , on a f(a,ph,n) = 0 pour h assez

grand.

D’apreés 1'inégalité (3), la suite R(a,ph) est croissante. Si elle ne tend
pas vers 1’infini elle est donc constante a partir d’un certain rang. La
limite p-adique a de la suite —R(a,ph) appartient alors a -N . Si a
n’appartient pas a -N , pour h suffisament grand, on a donc R(a,ph) > n

et alors f(a,ph,n) =0 .0

D’ aprés ces deux lemmes , si a appartient a Zp\(—N) , on a :
- h
v((a) )= Y} f(a,p,n) (4)
P n
k=1
h h . . h h
En particulier, on a R(1,p’) = p-1 d’ ou f(1,p ,n) = [n/p'] et on

retrouve la formule classique qul donne la valuation de (1)n = n!

Nous posons :

O0si x=s0O
Y(x) = {
1si x>0

LEMME 3 : Pour tout élément a de Zp , on a :

h

f(a,ph,n) - f(l,ph,n) = Y(<n/p > - R(a,ph)/ph) (5)

On constate que la fonction f(a,ph,n) - tTl,ph,n) est périodique de
période ph en n . De plus, si 0 =n¢< ph , on trouve :

f(l,ph,n) =0

f(a,pn) = Y(n-R(a, p))=Y(<n/pl>- R(a, pr/7p™.0



Si y est un nombre réel, nous définissons {y} par les relations :

0<{y} =1 et y-A{y}t e1

LEMME 4 : Soit a un nombre de %1\(—N) soit p un nombre premier qui ne
divise pas N et tel que p > Nlal et soit A un entier tel que Ap =1
(mod N). Alors on a : '
R(a,ph)/ph = {aAh} - a/ph .
Comme p et N sont premiers entre eux, un nombre A existe bien. et il

existe un entier B tel que Ahph =1+ BN . L'égalité :

_ A

. h
N

= aB/(APpP-1) = -aB + pPaPaB/caBpl-1)

montre alors que R(a,ph) = AB (ph) c’est a dire :

R(a,ph)/ph = <AB/ph> = <AAb/N - A/Nph> = <aAh - a/ph>

Maintenant, comme {aAh} appartient a 1’ensemble {%,...,%} , et comme

Ia/phl < 1/N par hypothése, la formule du lemme est démontrée si on remarque

que, pour aAh entier, a est entier positif et <aAh - a/ph> =1 - a/ph .0

IV Caractérisation des fonctions hypergéométriques globalement bornées.

Dans ce paragraphe, nous considérons une fonction hypergéométrique F(A) =
F(a,b;A) du type défini dans 1le paragraphe II. Nous notons N un
dénominateur commun aux nombres ai et b1 , et, pour tout nombre q
premier a N , nous choisissons un entier A (positif) tel que Aqg = 1
(mod N) et nous posons :

s s
Y Y(X—{Aai}+al/q) - ¥ Y(x—{Abx}+bl/q)
i=1 i=1

Vix,q)

#{ i (Aai}-ai/q < x } - #{ i; (Abi}—bi/q < x }

de telle sorte que les résultats du paragraphe précédents donnent :
w0
v ((a) /(b)) = T V(<n/pl
D n n h=1
D’autre part pour pouvoir énoncer plus commodément les résultats nous

introduisons un ordre total sur R en posant :

>, o) (6)

y«z & {y} < {z} ou {{y}={z} etyzz]

et, pour tout entier A tel que O=A<N et (A,N)=1, nous posons :



M(y,A) = #{ i Aa‘ «y } - #{ i; Abi « y }

PROPOSITION 1 : Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) La fonction F est globalement bornée,
2) Pour tout A tel que O=A<N et (A,N)=1 , et tout réel y , on a
M(y,A) = 0.
3) Pour tout A tel que O=A<N et (A,N)=1 ,et-tout entier j (1sjss) , on
a M(AbJ,A) = 0.
Que 2) entraine 3) est évident, et comme les sauts négatifs de la fonction

M se trouvent aux points Abj , ‘3) entraine 2).
Remarquons que, si g > 2N sup(lail,lbll) , on a :
{Aal}—ai/q = (Abl}—bl/q = {Aa‘)-{Abl} = (a:—bx)/q < 1/N
- {Aa1}<{Ab1} ou [{Aai}={Abi} et a1>b1]

< Aa Ab
i i

I1 résulte de cette remarque que 1’on a :
lim . Vix,q) = M(Abj,A) (7)
x—»((Abj}—bj/q)

(la fonction V est continue a droite alors que la fonction M est continue
a gauche par suite des choix de Y et « ). Les points{Abj}—bj/q , étant les
points de discontinuité a saut négatif de la fonction V , nous constatons
que la condition 3) implique que, pour tout g > 2N sup(lail,lbil) et pour
tout =xe€]0,1]1 , ona V(x,q)z0 .

D’apres 1la formule (6), nous avons donc, pour tout nombre premier
p > 2N sup(!a‘l,lbil)
v ((a) /(b) ) = O
P n n

ce qui établit la propriété 1).

Supposons maintenant que la propriété 3) n’est pas satisfaite. 11 existe

p un
nombre premier congru a 1/A modulo N et tel que p > 2N sup(lail,lb‘l,l)

Nous considérons 1’entier :

donc un nombre j et un entier A tels que M(Ab},A) < 0. Soit

n= R(bj,p) + 1
Pour tout entier h =2 2 , on trouve :

n/ph = 1/p < 1/2N < 1/N - sup(laxl,lb‘l)/p



ce qui donne :
h h
V(<n/p >,p’) =0
en remarquant que, quelque soit 1’entier A , les nombres (Aai} et {Abx}

sont au moins égaux a 1/N . Il résulte alors du lemme 4 et de 1’égalité (7)
que 1l’on a :
vp((a)n/(b)n) = V(n/p,p) = A(Abj,A) <0

Et comme il y a une infinité de nombres premiers P satisfaisant nos

conditions, la fonction F n’est pas globalement bornée. O

V Caractérisation des fonctions hypergéométriques localement bornées.

Nous reprenons les notations du paragraphe précédent et nous posons, pour
tout x € 10,1}

N(x,A) = #{ i; {Aai} < x } - #{ i; {Abi} < x }

PROPOSITION 2 : La fonction F est localement bornée si et seulement si,

pour tout A tel que O=<A<N et (A,N)=1 ,

satisfaites :

les deux conditions suivantes sont

1) Pour tout x e€ 10,11 , N(x,A) =2 0O .

12¢.9
, Y M(A
h=1 x
1’ordre de A dans le groupe (Z/NZ) .

2) Pour tout entier j (1=j=s) h

bJ.Ah) 2 0 . ou &A) désigne

Supposons que les conditions 1) et 2) sont satisfaites, et soit P un

nombre premier. Nous notons 4 1’ensemble formé des a et des b1 et A

le nombre entier qui vérifie les hypothéses de la proposition et tel que
=1 (N) . Pour « € 10,1]

pPA
, Nous posons :

— : h _ h h h
Ia,h = ]1nf{c}=a ({A"c}-c/p )’SUP{C}=a({A ct-c/p )]
ced ced
(pour presque tout a , les intervalles [ sont vides).

o h Soit maintenant
n un entier positif. Posons :

h
h = h ; < >
(n) sup { n/p> el Ia,h }

«

. h h ,

Si p > N(n + sup__4lcl) . le nombre <n/p’> n’appartient pas a U Ia,h .
o

(mais peut etre nul). Si h > h(n) , on
trouve, en utilisant la propriété 1)

L’entier h(n) est donc défini

et en remarquant que la position

h
relative de <n/p > et de {Ac} pour ced ne dépend que de la valeur de ¢



modulo 1 c’est a dire de « = {c}

h

V(<n/p h

>,ph) = N(<n/p >.Ah) z 0
Maintenant, si h(n) # O et si p > N sup_  lcl, d’aprés le lemme 4, il

existe deux nombres c1 et ¢ de 4

2 , un nombre « € 10,1] et un entier

r tels que :

{c} ={c} =a, 0<rs=sc-c
2 1 1 2
h(n), _ h(n) _
R(cl,p ) = R(c2,p )+ c, c,
- ph(n) <n/ph(n)> - r = ner (ph(n))
Pour tout h = h(n) , en réduisant les égalités ci-dessus modulo ph et en
remarquant que, pour ksh, on a R(bi,pb) = R(bi,pk) (pk) on obtient :
h, _ h _ _h h, _
R(c ,p) = R(cp™) + c,-c =p <n/p>-r
et on constate que <n/ph> appartient a 1’intervalle Ia J I1 résulte

aussi de ce calcul que les sauts négatifs de 1la fonction V(<n/ph>,ph)

,lorsque 1’entier n est de la forme :

R(cl,ph(n)) +r+m ph(n) avec 0 < r = c,mc,

s’obtiennent pour r = C1_b1+1 avec {bi} = a . On constate donc que le

minimum de ces fonctions est atteint simultanément. Nous en déduisons les

minorations :

h(n) B R
v ((a) /(b)) ) = ¥ V(<n/p >,p)
D n n h=1
h(n) Rb ,p+1
= inf _ Yy W(———,p")
{bi}—a =1 ph

et, en utilisant la relation (7), la condition 2) et en définissant 1’entier

k par les inégalités :

0 < h(n) - k &A) = &A)
on obtient finalement
h(n)

v ((a) /(b) ) = inf T MA
P " n - I'h=1

hbl.Ah)

h(n) h h
= inf, T MAD A =2 - &A) s
v |h=ke(A)+1 !

ce qui montre que la fonction F est localement bornée.



Supposons maintenant que la condition 1) n’est pas satisfaite et soit
un nombre premier congru a 1/A modulo N et tel que

SUP(Iail,Ib |,2) . La fonction V(x,p)

o}
p > 3N
est négative sur un intervalle de
longueur N ZSup(IaJ,lbil) > 1/3N > 2/p . 11 existedonc un entier
(0<m<p) pour lequel on a V(x,p) = -1

On considére alors 1l’entier :

m
sur 1’intervalle mw/p = x = (m+1)/p .

E(A) ..

n=m(l +p .+

p}t(A))

Pour 1 < v = &A) , et pour tout ced , il vient :

<n/pp.£(A)+v> < m(p(ufl)t(A)_l)/pul(A)+v(p£(A)~1)

L(A)-v &(A)
p -

(p~-1)/(p 1)

pl—v < 1/3N = {Apt(A)+vC} _ C/ppl(A)+v

IA

et on constate que V(<n/p“e(A)+v>,p“£(A)+v) =0 .
Pour O = p = A on a :

<n/pp£(A)+1>

= m/p + €
avec
e = m(p(u+1)£(A)_1)/puﬂ(A)+1(Fg(A)_1) < 1/p
remarquant que AN'KA)‘L1 = A (mod N) , on voit que :
V(<n/p“£(A)+l>.A“£(A)+1) < -1

En réunissant ces résultats, on obtient finalement :
v((a) 7/(b) ) = - A -1
P n n
ce qui montre que la fonction F n’est pas localement bornée.

Si c’est la condition 2) qui n’est pas satisfaite,

£(A) h h

et un nombre A tels que Y M(A bJ,A ) = -1 . Soit alors
h=1

premier congru a 1/A modulo N

il existe un indice j

P un nombre

et tel que p > 3N sup(lall,lbil,l)
Considérons les entiers :

AL(A)

n = R(bj,p )+ 1

ou A est un entier. Pour h > ALA) , on a

<n/pt> < 1/p <1/3N

10



h>,ph) =0 , et, pour h= A&A) , on a :

<n/p> = R(bj—l,ph)/ph

finalement , en utilisant le lemme 4 et les formules (6) et (7), on obtient

ce qui donne V(<n/p

AL(A) h h Al(A) h h
v ((a) 7(b) ) = Y V({A'b}-(b-1)/p) = Y, M(AD ,A)
P n n h=1 3 ) h=1 J
I7¢9)
=a ¥ MaPb AP < -
h=1 )

et, comme A est un entier quelconque, la fonction F n’est pas bornée.o
Pour terminer ce paragraphe, nous donnons un exemple de fonction
hypergéométrique localement bornée qui n’'est pas globalement bornée :
F(A) = 3F2(1/3,1/3,2/3;5/3,1;A)

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette affirmation a 1’aide des

propositions 1 et 2 et d’établir 1’égalité suivante :

F(A®) = 27?2 J A [(1—A3)"”3 * (1—A3)"’3] da
ou * désigne le produit de Hadamard.

Signalons que cette fonction F est, pour presque tout p , un élément
algébrique (car solution bornée d’'une équation différentielle a structure de
Frobenius forte [2]) bien que n’étant pas une diagonale de fraction

rationnelle.

VI Fonctions hypergéométriques de hauteur 1.

Nous appelerons hauteur de la fonction hypergéométrique F 1’entier

h(F) = #{ i; b1 € Z} - #{ i; a € Z}

LEMME 5 : Si F est une fonction hypergéométrique localement bornée, pour
tout x€]0,1] et tout A tel que (A,N)=1, on a :
O = N(x,A) = h(F).

On sait que N¥(x,A) =2 0 (voir proposition 2) .Maintenant, si (A,N) = 1
on a aussi (N-A,N) = 1 et, si a € %Z N Z , on trouve {(N-Ada} =1 - {Aa}
On obtient donc :

11



#{ i; {(N—A)ai} < x } #{ 1 alel et {Aai} > 1-x }
s - #{ i; aiel } - #{ i; {Aal} =< 1-x }

11 résulte de ce calcul que, pour tout x € 10,1} , on a :

]

0 = N(x,N-b) = h(F) - N((1-)", A) (8)

Nous obtenons alors 1’inégalité AN(x,A) = h(F) pour tout x en utilisant la

continuité a gauche de la fonction ¥ .o

REMARQUE : Comme la fonction N(x,A) n'est pas constante, ce lemme montre

que, si la fonction F est localement bornée (et en particulier si elle est

globalement bornée), on a h(F) = 1 . Autrement dit, une fonction

hypergéométrique ne peut etre localement bornée que si au moins 1’un des b
est entier.

Nous dirons que 1la fonction hypergéométrique F est réduite si
différence ai—bj

la
n’est entiére pour aucun couple d’indices 1i,j .Pour ces

fonctions 1la proposition 1 se simplifie et montre qu’une fonction

hypergéométrique réduite ne peut etre localement bornée sans etre globalement
bornée :

PROPOSITION 1bis : Soit F une fonction hypergéométrique réduite. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

1) La fonction F est globalement bornée,

2) Pour tout A tel que O0=A<N et (A,N)=1 , et tout xe]0,1]
N(x,A) = O.

, on a

I1 suffit de remarquer que, a 1’intérieur d’une méme classe modulo Z , la

fonction M attachée a une fonction hypergéométrique réduite est monotone.o

Le lemme suivant montre que, pour tester notre conjecture sur les fonctions

hypergéométriques de hauteur 1, il suffit d’étudier 1les fonctions

hypergéométriques globalement bornées et réduites de hauteur 1 (il est en

effet facile de vérifier que 1’ensemble des diagonales de fractions

rationnelles est stable par les opérateurs différentiels linéaires a

coefficients polynomiaux).

LEMME 6: Toute fonction hypergéométrique globalement bornée F de hauteur 1
est de la forme L(G) ou G est une fonction hypergéométrique globalement

bornée et réduite (de hauteur 1) et ou L est un opérateur différentiel

linéaire a coefficients polynames.
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Nous considérons un b1 . Supposons tout d’abord qu’il exite un indice j

tel que aJ = b1 + r avec r € N et posons :

51(F) = F(a,b’) avec b;=bl~1 et b3=bJ pour j=i.
la relation :
(b)n/(b—l)n = (b+n-1)/(b-1) = 1 + n/(b-1)

se traduit immédiatement par la formule :

_ 1 dx '
F=Q+ g7y 3a) %;F)

La fonction F se déduit donc de la fonction hypergéométrique G = 6§(F)
par un opérateur différentiel - linéaire a coefficients polynamiaux. Par
ailleurs, on vérifie facilement que la fonction G ne contient plus b

(qui se "simplifie" avec aj) mais reste de hauteur 1 et globalement bornée.

Supposons maintenant que les simplifications précédentes ont été toutes
faites. Autrement dit, supposons que chaque bl est supérieur a tous les a
qui luil sont congrus modulo Z. Le plus petit élément entier de 1’ensemble 4
(qui est aussi le plus grand au sens de <« ) ne pouvant etre un aJ car,
dans ce cas, on aurait M(aj+1,1) =< -1 , aucun aj n’est entier. Considérons
donc un bi non entier. Nous notons m 1le nombre de b congrus a b1
modulo Z (m=1) et nous supposons que b‘ est le plus petit d’entre eux

(c’est a dire le plus grand au sens de « ). Compte tenu des définitions on
trouve :

0 = M(Abi,A) = N({Abi),A) -m=1-m

Donc m= 1 et, pour tout A , N({Abi},A) = 1 . Comme bl n’est pas entier,
la formule (8) donne :

1= N({(N-B)b},N-8) = h(F) - A/({Abi}+.A)
c’est a dire :

N({Ab‘)+,A) =0 = N({Bb},A) - 1 = M(8b M)

et aucun aJ ne peut etre congru a bi modulo z car sa présence
augmenterait la valeur de N({Abi)+,A) . Comme ceci a lieu pour tout indice
i, la fonction F est réduite.o

PROPOSITION 3 : Toute fonction hypergéométrique F réduite et de hauteur 1

est globalement bornde si et seulement si, pour tout A tel que (A,N) =1

s

les nombres exp(ZinAai) et exp(ZinAbl) sont entrelacés sur le cercle
unité.

I1 résulte du lemme 5 que la fonction W¥(x,A) ne prend que les valeurs O
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et 1 . Elle a donc alternativement des sauts de +1 et de -1 .o

I1 est facile de constater que les fonctions :
1-b

F(A) =a 7 Fa’,b’;A) avec a’ = a+l-b_ et b’ = b +1-b

3 i i ] i i 3
sont solutions de la meme équation différentielle que F . Si F vérifie les
hypothéses de 1la proposition 3, il en sera de meme de la fonction
hypergéométrique intervenant dans Fj (passer de a a a’ revient a faire un
changement d’origine sur le cercle trigonométrique). La proposition suivante

(due essentiellement a KATZ) n’est donc pas surprenante.

PROPOSITION 4 : Soit F une fonction hypergéométrique réduite, globalement
bornée et de hauteur 1 et soit L 1’équation différentielle linéaire minimum

dont elle est solution. Alors, pour presque tout nombre premier o)

2

1’équation différentielle L a un systéme complet de solutions modulo p
(c’est a dire est de p courbure nulle).

Posons :

S S
P(x) = mx+a) , Qx) = q(x+Db)
i=1 i=1

en particulier on a Q(-1) = 0 . Un calcul élémentaire donne :
L(x™) = Q(n-1) xn_.1 - P(n) x"
Soit maintenant p un nombre premier qui ne divise pas N . L’opérateur L
est donc représenté dans la base {1,...,xp_1} par la matrice :
(-P(0) 0 0] — 0 )

Q0) -P(1) 0O
0 Q1) -P(2)

0
0o - 0 Q(p-2) -P(p-1)
Or P(n) =0 pour 0 =n< p si et seulement s’il existe un indice i tel
que n = -a (p) et alors, si p > 2N sup(lali,lbil) , d’'aprés le lemme 4,

ona n= R(ai,p) = p((Aai}—ai/p) . D’apres la proposition 3, nous voyons que
les zéros modulo p des polynames P et Q sont entrelacés si bien que la

matrice de 1’opérateur L est du type :
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- s
ou chaque * représente un coefficient non nul. Cette matrice se décompose

alors en une somme directe de s matrices du type :

r 3

et i1 est élémentaire de vérifier que chacune de celle-ci a un noyau de
dimension exactement 1. Ceci nous donne donc s (= ordre de L) polynames

linéairement indépendants sur QIAp] qui sont solutions de 1’opérateur L .0

COROLLAIRE (modulo la conjecture de GROTHENDIECK si s>2) : Une fonction

hypergéométrique de hauteur 1 est globalement bornée si et seulement si elle

est algébrique.

D’aprés le lemme 6, on peut se ramener au cas des fonctions
hypergéométriques réduites. La proposition 4 et la conjecture de GROTHENDIECK
permettent alors de conclure. Par ailleurs il est blen connu que les

fonctions algébriques sont globalement bornées.O

Ceci prouve notre conjecture dans le cas des fonctions hypergéométriques de

hauteur 1.

VII1 Cas général.

Comme 1’ensemble des diagonales de fractions rationnelles est stable par
produit de Hadamard, notre conjecture est démontrée pour toute fonction
hypergéométrique de hauteur h qui est le produit de Hadamard de h
fonctions hypergéométriques bornées de hauteur 1. Ce cas est trés fréquent.

Cependant, il reste des exemples irréductibles a cette situation. Par exemple

la fonction

3Fé(1/9,4/9,5/9;1/3,1;k)
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(de hauteur 2) est globalement bornée mais ne semble pas etre le

produit de Hadamard de deux fonctions de hauteur 1.
-0-0-0-0-0-0~
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