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EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE EN CARACTERISTIQUE P

D’aPriEs B. Dwork

I Equations différentielles du second ordre.

Nous nous intéressons aux équations différentielles L = O du second ordre

n’ayant que des singularités réguliéres aux points 3’1.... ,¥ ,o avec données
m
de Riemann :
71 7- ®
e e e
1 A ©
e’ e’ e’
1 m

fixées. Un calcul classique (voir la proposition 3) montre que 1’on a

L=0D*-aD-b

1 - Cl Bx
D = dzdx a= Z —  , b= }: +
=7 (x-y ) X -y,
i=1 {

A =e +e’ -1 , C =-e e

1 1 i 1 1 o1
m m m
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Nous constatons que 1’équation différentielle est entiérement déterminée par

les m paramétres B1""‘Bn soumis aux deux conditions :
m m m
1; B‘ =0 |, ;; Biwx = - ee’ + !; ele;
et donc, par exemple, par les m2 paramétres B:""'B.-z
Remarque : d’autres paramétrages sont possibles. Par exemple Yz,...,}'.._1 ol
les Yk sont définis par
m
Yk = ‘; Bx"r
ou encore par les Z,. "’Z-—a ol on a posé :
n—i N
1U1(X7) zx_7 nzoz x



Un calcul simple montre que 1l’ona Z =Y =0, 2 = Y = cste.
m1 o 2 1

II Généralités en caractéristique p > 0 .
Dans la suite, K sera un corps de caractéristique p>0 qui contient les

»

B et le corps k=F (y,,...,7 ,e_,e’,...,e ,e’) . Nous noterons ou D
i p 1 m ®

1’ 1
la dérivation par rapport a x . Il est facile de constater que D°(f) = O

pour tout élément f de K(x) .

Nous définissons deux éléments a_ et bs de K(x) en posant :

D° = a D+b +QL o0 Q appartient a K(x) [D]

On vérifie facilement que :

a =1 , b =0
1 1

o
]

a
s+1

La traduction de 1’'équation différentielle L en systéme différentiel

a’ +b + aa R
s s ] s+1

b’ + ab (s>1)
8 8

conduit a introduire les matrices :

o 1 b a
G - , G = -] s

b a s a
s+1 s+1

qui vérifient la relation de récurrence suivante :

G =1 , G = G; + GG

o s+1 s

Proposition 1 : Pour tout s > 0, on a Gép = G:

I1 existe un surcorps différentiel & de K et une matrice X de G1(2,%)
telle que X’ = GX . On vérifie par récurrence que D (X)<=<G X . La formule
8

de Leibnitz donne alors :

X=D%G X) =D°G )X+G D(X) =G G X
sp sp sp P

G
(s+1)p sp

et la proposition en découle immédiatement.m

Corollaire 2 : S’il existe un entier s tel que a =b = 0, alors
s 8

a =b =0.
2p 2p

Par hypothése on suppose que G; = 0 . Il existe donc un entier k pour

lequel on a Cip= 0 . D’apreés la proposition 1 , la matrice G est alors
P
nilpotente. Comme c'est une matrice 2x2 , on a Gi = 62 =0 . n
p
Définition : Si aép= b2p = 0 , on dit que 1’équation différentielle L = O

]
(@]

est nilpotente. Si ap= bp = 0 , on dit que 1’équation différentielle L

est de courbure nulle.



Proposition 3 : Si 1’édquation différentielle L = O est nilpotente, les
exposants e’,e;(i=1,...,m,m) sont dans le corps F .
P
Pour i fixé, nous posons y = x-7, (resp. y = x si1 I = ») et nous

considérons les matrices :

H = [(1, ;’,] , F=(DH) + HG) H®
D’autre part, nous notons M 1’ensemble des matrices de GI(2,K(x)) qui
n'ont pas de pole en 7, (resp. qul ont un zéro double & 1’infini). Un

calcul simple montre que :

F=y'4 (md M) , avec A= zl A:+1
ou on a posé :
m m
Am = 12; A‘ =-e ~-e -1 , C; = -e e’ = 12; 3171 - ee

de telle sorte que la matrice A a les exposants e et e; (resp. -e, et

—e; ) pour valeurs propres.

On définit alors les matrices F; par la récurrence :

F =1 , F =F + FF

[o] s+1 s s
et on trouve facilement que :

F_=y™® ACA-1)...(4-s+1) (mod y = a

D’autre part on vérifie que :

F_HX-= D°P(HX) = H D°%(X) = H G, X
Si 1’équation différentielle L = 0 , on voit donc que sz =0 c’est a dire
A(A-1)...(A-2p+1) = O . En regardant les valeurs propres de cette derniére
matrice, on en déduit que les e et les e; appartiennent a 1’ensemble

0,1,...,2p-1 c’est a dire a Fp ..

Corollaire 4 : La fraction rationnelle agp présente au point 71 (resp a

1’ infini) un pSle d’ordre au plus sp-1 (resp. un zéro d’ordre au moins
sp+1) et la fraction rationnelle bsp présente au point 7, (resp a
1’ infini) un p61e d’ordre au plus sp (resp. un zéro d’ordre au moins
sp+2).

Si les exposants e e; (i=1,...,m,») sont dans le corps Fp alors 1la

fraction rationnelle aép présente au point 7, (resp a 1’infini) un pole
d’ordre au plus 2p-2 (resp. un zéro d’ordre au moins 2p+2) et la fraction

rationnelle b2p présente au point 7, (resp a 1’infini) un pole d’ordre au



plus 2p-1 (resp. un zéro d’ordre au moins 2p+3).

Si de plus e = e; (c’est a dire si (A1+1)2 + 4C’==0 ) alors la fraction
rationnelle ap présente au point 7, (resp a 1’infini) un pole d’ordre au
plus p-2 (resp. un zéro d’ordre au moins p+2) et la fraction rationnelle
bp présente au point 7, (resp & 1’infini) un pole d’ordre au plus p-1
(resp. un zéro d’ordre au moins p+3).

. |« B .
Si Fsp = [7 6} , on a :
[« By)

bap a_ ] "
| =6 =H F H= |
sps1 Japr1) P o LJ’Y" J
Le premler résultat résulte Iimmédiatement de ce que Fspappar-tient a
1’ensemble y °F M .

Posons P(x) = x(x-1)...(x-p+1) . 11 résulte du calcul de la proposition 3
que la matrice sz - y_:zp Pca) appartient a 1’ensemble y 2Pt o4
Maintenant la matrice A peut se mettre sous la forme A + N ou A est
diagonalisable et N nilpotente et commutant 2a A . Si e et e;
appartiennent a !Fp , on a évidemment P(A) = 0 . Comme N° = 0 , on trouve
alors :

PPa) = PP(A) + 2P’ (A) P(A) N =0

-2p+1
PYL M

Donc F2 appartient a y . Le deuxiéme résultat en découle.
P

Finalement si eiate; alors N =0 et P(A) = 0 . I1 en résulte alors que
F appartient a y—p+1 M ce qui donne le dernier résultat.s
P
II1 Caractérisation par le nombre de solutions rationnelles.
Proposition 5 : L’équation différentielle L = O est de p-coubure nulle si

et seulement s’ il existe deux polynomes u et v dans K(x) , linéairement

indépendants sur K(x°) tels que L(u)=L(v)= 0 .

Si 1’équation différentielle L = O est de p-coubure nulle, on a Gp =0

Dans ces conditions, la matrice :

p-1 s
Y=V G (-x)%s!
8
8=0
vérifie la relation Y’ = - Y G .Comme Y(0) =1 , la matrice Y appartient
a Gl(2,K(x)) . On pose X = Y! de telle sorte que X’==<G<X . On trouve
que X = 3,:, ot u et v sont des éléments de K(x) qui vérifient

L(u)=L(v)=0 et qui sont 1linéalrement 1indépendants sur 1le corps des
constantes K(x’) . Pour obtenir des solutions polynomes, i1 suffit alors de



multiplier u et v par leur dénominateur a la puissance p .

Réciproquement si les polynomes u et v existent, la matrice X = [u'v‘]
u’'v

vérifie la relation X’ =G X et on trouve :
GpX=DP(X)=O-

Proposition 6 : Si les exposants el,e;(i=1,..‘,m,m) sont dans le corps F
P

et si p>2 , les conditions suivantes sont équivalentes :

1) L’équation différentielle L=0 est nilpotente.

2) A=-2aa" +a'2 +a° (a°- 2a’+4b) = 0 et si a =0 alors b =0 .
PP P P P P

3) Il existe un polynome non nul u dans K(x) tel que L(u) =0 .

1)32). Nous savons, par définition, que a_* b2p = 0 . La relation ‘Em =
Gi et les formules de récurrence donnent :

0= a, = bpap + aa ., = ap(2bp+a;+apa)

O=b, =b+ab  =b>+ a b + a’b
On constate bien que, si i 0, alors A = bp =0 . St a # 0 , on trouve

2b = —a; - apa et la deuxiéme égalité devient A/4 = O .
P

2)=3) Le cas ap=bp=0 résulte de la proposition 5 . Supposons donc ap # 0 .
Pour chaque i nous choisissons un entier n  congru a A1/2 modulo p
(ceci est possible car, par hypothése, Ai appartient a Fp et px2 ) et
nous posons :

m ( )‘)i
° xE1 * 71)
de telle sorte que 06'/6 = a/2 . On trouve 6"/0 = (23'+az)/4 et un calcul
élémentaire permet de vérifier que :

(p+1)/2 -3)/2
aP ) a'?®

L(e =8 A4 = 0

Autrement dit la fraction rationnelle u = @ a'P*'/2

de K(x) qul est non
nulle vérifie L(u)=0 . On en déduit, comme dans la proposition 5, une

solution polyname.

3)=»1). Dans un surcorps différentiel & de K(x) , on considére un élément

f tel que f’ = (e/u)® . Ona f"/f' = a - 2u’/u et un calcul élémentalre

donne : )
L(uf) = L(u) f = 0

On obtient donc le systéme :



» 2p
a = =0
2pu +b2pu D™ (w)
a, (uf)’ +b_ uf = D*P(uf) = u DP(f) = u PP ((o/u)?) =0
u uf 2,, 2 ’

et comme le déterminant lu,( F)’I =-uf’" =0 n’est pas nul, on en déduit

= =0 .
que .3‘2p bzp ]

IV Etude de A .

A partir de maintenant nous supposons que p>2 . Nous posons :

4p = (a% - 2a’ + 4b) , 2=0"- P

et nous définissons deux éléments o et Bs de K(x) en posant :
DP=a D+B +Q¢
8 -

ol Q appartient & K(x) [D].
Lemme 1 : Les conditions L(Bu) = 0 et £(u) = 0 sont équivalentes.

11 suffit de vérifier que L(6u) = 6 £(u).m
Lemme 2 : Ona a =a et B =b + aa/2.

P P  J  J P
Quelque soit 1’élément u d’un surcorps différentiel & de K(x) tel que

#(u) = 0 on trouve en utilisant le lemme 1 :
e(apu’ + Bpu) = 6 D°(u) = D°(eu) = ap(eu)’ + bpeu

Formule qui permet de conclure.m

Lemme 3 : Pour p>3 et s26 , la fraction rationnelle

« - (s-2) p*3(p) - [(s—2)(sé3)(s—4) +s_4] o D°5(p)
s’ exprime comme un polynome en p, p’,...,D° °(p) et la fraction
B - DS—Z(P) _ [(s—z)és—a) . 1] o 0°4(p)

s’ exprime comme un polynome en p, p’,...,Ds-s(p)

On a les formules de récurrence :

a2=0' Bz=p’ as+1=a;+Bs'Bs+1=B;+pas

desquelles on déduit :

s w2 3 »

« =p , a = 2p ;= 3p"+p , @ = 4D (p) + 6pp
2 3
By=pP » B =P +p" ., Bg= D’(p)+dpp’ , By = D*(p)+7pp”+4p” %+p”

On vérifie les formules pour s=6 (elles sont fausses pour s=5 a cause du

terme en p2 ) puis par récurrence.

Lemme 4 : Pour p>2 , A’ est un polynome en p,....,D*3(p)

6



On calcule :

A’ = a(-2D(a) + 8a p + 4a p’)
P P P P

Pour p = 3, on trouve :
A" =-2pD%p) =0
Pour p =5, on trouve :
A = (3 p" +p°)(- 6 D(p)) =0
Pour p > 5 , daprées le lemme 3, nous avons, a des polynomes en
p..... D" 2(p) pres :

a =o , a=-20%0p)
P P

al= -2 ") ., Da(ap) = -2 D°(p) - 8 p D" %(p)
c’est a dire :

A!

(]

4apr(p)=0 m

Lemme 5 : Tout polynome P de Fp[XO,...,Xp_al qui s’annule pour
Xl|l = Dk(u"/u) quelque soit 1’élément non nul u du corps K(x) , ou K est
un corps quelconque de caractéristique p>2 , est identiquement nul.

On prend K = F(5,...,8 ) e u=23 + &x +...+ & x*' . Des
« p o p-1 o 1 p-1
relations D (u) = k! ak +... , pour O=ks=p-1 , on déduit :
F (x,u,u’,...,Dp_l(u)) =F(x,8,...,8 )
P P o p-1
Par ailleurs, nous posons "1 = Di(u)/u et 'n2 = p . La relation :
y _ pitl _ wrpt 2 - -
n, = D “(u)/u - u'D (u)/u n,, MM,
qui donne en particulier n’l = p - nf , permet de démontrer par récurrence
que, pour s > 1
F(n,....n) c F(n ,p,p',....D"z(p))
p 1 8 p 1
c’est a dire :
-3
Fp(nl,...,np_l) c Fp(n1,p.p vees DP(P))

Nous en déduisons les 1inégalités sulvantes ou dt désigne le degré de

transcendance du corps engendré sur le corps Fp

ptl = dt(x,ao, e ,6p_1) = dt(x,u,u’,.. .,Dp-l(u))
= dt(x,u,'ni,....np_l) = dt(x;u.'nl.P.P'»---»DP-S(P))
s dt(p,p’,....DP (p)) + 3

Par suite nous trouvons :



dt(p.p’r,-...Dp_s(p)) = p-2

En particulier le polynome P qui vérifie P(p,p’,...,.D° 3(p)) = 0 doit

etre identiquement nul.s

Corollaire 7 : Si les exposants e, e; (i=1,...,m,®) sont dans le corps F
J

alors ona A’ =0.

0. S1 p>2, et s’il existe

Si p=2 , on vérifie immédiatement que A
un élément u de K(x) , non nul, tel que p = u”/u, c’est a dire tel que

#(u) = 0 , soit, d’apreés le lemme 1, L(6u) = 0 , alors, d'aprés la
proposition 6, 1’équation différentielle =0 est nilpotehte et on a A=0
donc A’=0 . Le corollaire est donc une conséquence immédiate des lemmes 4 et
5.m A

Remarque : Pour p>0 la condition A’ = 0 est équivalente a la condition
£(a) =0 ou g = D° - 4pD - 2p° est le carré symétrique de £

Autrement dit 1le corollaire précédent exprime que 6:"‘ap est solution du
carré symétrique de L (6% est un wronskien de L ). Dans le cas ou
1’équation L=0 est nilpotente cecl est une conséquence immédiate de ce que

Ballz est solution de L .
P

Lemme 6 : Si les exposants e‘,e;(i=1,...,m,w) sont dans le corps Fp alors
la fraction rationnelle A présente au point v, (resp & 1’infini) un pale

d’ordre au plus 2p-1 (resp. un zéro d’ordre au moins 2p+1).

Nous reprenons les notations de la proposition 3. D’apreés le corollaire 4
(premiére partie) il existe A dans K tel que :

a -Ay™P? e y¥*Pu

On trouve alors :

et comme :
-1 -2 -1
a—Aiy eM,b—Cly € y M
On obtient :
A - A% 1+A?+2A1+4Ci) yP e yITP 4
Le lemme est alors une conséquence du corollaire 4 (deuxiéme partie si
(I+Af+2Ai+4Ci) = 0 , troisiéme sinon).=m

Corollaire 8 : Si les exposants el, e; (i=1,...,m, o) sont dans le corps F
P

, il existe des polynomes F‘l de k[Bl,...,B 1 tels que
. ]



D’apreés le lemme 6, on a :

m 2p-1
- . -k
A= 1; kzl Ohk(x 71) avec Qi.k € MBx""'B.]

et, d’aprés le corollaire 7, on a le k=0 ,c’est a dire Qx k=0 pour k#p .
On obtient donc le corollaire avec Pi = Q‘ o Les deux reiations liant les

Pl s’obtenant en examinant ce qui se passe a 1’'infini.ms

La condition A4=0 (nécessaire pour que 1’équation =0 soit nilpotente)
est donc équivalente au systéme de m-2 équations algébriques Pl=0
(1=i=m-2) entre les m2 variables indépendantes B1""‘B.-2 . Nous allons
démontrer que ces équations forment une suite réguliére, c’est a dire
définissent une sous-variété de dimension O (autrement dit un ensemble fini
de points) de 1’espace affine spec(k[Bl,...,B 1)

m—2
m

Lemme 7 : En posant Q = X Bi(x--;yi)'1 et en notant deg le degré d’un
1=1

polyname en 1’ensemble des variables Bl, .e ,B“_2 » on obtient :
8 8
deg(st Q) =s-1 . deg(mz’sﬂ - Q) = s~1
8-2 ., _ — 2 s-1_, _
deg(m25 s(s-1) Q Q') =s-2 , deg(stu s Q Q') = s-1

On fait la vérification par récurrence. Pour s=1 on constate que

_ _ -2 I1[ @ -1]2 1 ¢ -1
B,~Q = p-Q = ,;C‘(’H‘) + 3[1;11‘(“") ] - é-izlal(x—zi)

est bien un polynome de degré O en les B‘ . Ensulte les formules :

5 — » -— s
%ger ~ ¢ =, By -0
Bopey = SQQ = (B, Q)" + (o, -s(s-1)C"?Q)Q + «_(p-Q)
s — - B -
st - Q - 828_1 + a23—10 O + a28—1(p Q)

s-2 ., _ _n8~1,, _ _1)2.8-2 ,
« - s(s-1)Q “Q° = (oczﬂ_1 Q )+ 82s_1 (s-1)°Q “Q

permettent de conclure.m

Proposition 9 : Les polynames P! du corollaire 8 sont de la forme :

P = Bf + Qi(Bl,...B-)

ou les Ql sont des polynames & coefficients dans k de degré strictement
inférieur &3 p .



D'aprés le lemme 7 , on a :
deg(czp - QP12 < p_73
on en déduit en particulier :

L2 » 1
=d =d < P°L
deg( o« ) eg( @ ) eg( ap) 5

ce qul permet d’obtenir :
deg(A - Q) = p-1

c’est & dire :
m

n
deg[z Pi(x--'a'i)"p - z B’;(x—'xl)-p] s p-1
1=1

1=1
Théoreéme : Si les exposants e‘,e; (i=1,...,m, @) sont donnés et si p>2
alors il existe au plus pf”z valeurs des paramétres Bi qui donnent un

équation nilpotente. Parmi ces valeurs, il en existe au plus (%;)we qui

donnent une équation de courbure nulle.

Si L=0 est une équation nilpotente, alors, d’aprés la proposition 3 ,
les exposants e et e; sont dans Fp et, d’apreés la proposition 6 , on a
=0 . Daprés le corollaire 8 , ceci est équivalent au systéme P1=0
(i=1,...,m2) . Maintenant, i1 est clair que les polynames Bi (i=1,...,m2)
forment une suite réguliere ([ ]) . Il résulte alors de la proposition 9 et
de ([ 1) que les polynomes P: (i=1,...,m2) eux-memes forment une suite

régulieére. I1 en résulte que la variété {Px} est de dimension nulle et a
m—-2

P points.
Pour que 1’équation L=0 soit de courbure nulle, on doit avoir ap =0 .
En regardant le coefficient des termes (x—'yi)“”p)/2 , et pour cela en

utilisant le lemme 7 , on trouve que doivent etre vérifiées des conditions du
type :
(p-1)/2

1
avec deg(Ri) < 251 . Un raisonement analogue au précédent permet alors de

B + R‘ =0

conclure.m

Remarque : Si les exposants sont dans Fp et si la courbure n’est pas nulle,
alors les conditions {P1=0} sont suffisantes pour que 1’'équation soit

nilpotente. Nous n’avons pas de telle condition suffisante pour décider si
1’équation est de courbure nulle.

IV Une application en caractéristique nulle.

Nous allons utiliser le théoréme précédent pour obtenir un résultat
conjecturé par DWORK. Ce résultat montre qu’il n’'existe pas de famille
algébrique non constante d’équations différentielles globalement nilpotentes

10



dont les singularités soient fixes. L'idée de la démonstration est due a
DENEF.

Rappelons tout d’abord une définition. Soit L=0 une équation
différentielle a coefficlients dans K(x) ou K est un corps de
caractéristique nulle. Comme i1 n’y a qu’un nombre fini de coefficlients qui
interviennent, on peut remplacer le corps K par une extension de type fini
du corps des nombres algébriques @ . Autement dit nous nous ramenons au cas
ou le corps K est une extension algébrique du corps 6[u1,...,u ] . Pour
tout idéal premier p de @ , cela prend alors un sens de réduire 1’équation
modulo p (les u, étant supposés de valuation p-adique nulle) et on
constate que, pour différents cholx des ul, les équations réduites ne
différent que pour les idéaux premiers p divisant un nombre fini de nombres

premiers. La définition suivante prend alors un sens.

Définition : Une équation différentielle est dite globalement nilpotente si,
pour presque tout nombre premier p et pour tout idéal premier p de Q

au-dessus de p , la matrice Gp (avec les notations du paragraphe II ) est
nilpotente.

Corollaire : Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle
et soit L=0 une équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients dans K(x) globalement nilpotente. Si nous notons 7, (1=i=m)
les singularités de L et si k est la cloture algébrique du corps

ﬂ[wl,...,wm] , alors les coefficients de L appartiennent au corps k(x)

I1 résulte d’un théoréme de Katz [1] que, sous les hypothéses du
corollaire, 1’équation différentielle L=0 n’'a, comme singularités, que des
points singuliers réguliers avec exposants rationnels. Autrement dit, nous
pouvons appliquer les résultats du paragraphe I, et nous trouvons que les Ax

et les Cl appartiennent a Q . Il ne reste plus qu’a étudier les B1

Nous considérons le langage du premier ordre £ avec les symboles +,

les symboles logiques A (et) , v (ou), - (non), =

, ®, 3, VY et les
constantes ¥, - Toute formule de £ peut etre interprétée dans n’importe
quel corps algébriquement clos qui contient le corps k ou 1'un des corps
k cloture algébrique du corps F [7 ERETY ]. Nous utiliserons le lemme
suivant (élimination des quantlficateurs pour les corps algébriquement clos)

qui n’est rien d’autre qu’'une variante de 1la théorie classique de
1’élimination.

Lemme 8 : Si P(x ,...,xm) est une formule de 2 , alors il existe une

1
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formule sans quantificateurs ¢(xr.,..xm) telle que ¢ o @ soit valide

dans les corps k et kp .

On utilise le résultat classique qui concerne le cas ol les seules
constantes sont 0 et 1 en remplagant les 71 par des variables et

ensuite on réintroduit ces constantes.m

Le corps k(Bz""’Bn) , dont nous noterons encore K la cloture
algébrique par un 1léger abus de notation, est 1isomorphe au corps

k(xl,...,xh)/(?(xl,...,xn)) ol R est un polyndéme A coefficients dans

1’anneau O des éléments de k qul sont entiers sur 1[71,...,7m] . I1
existe donc des polynames ?1 et P de OIxV....xn] tels que 1l’ont ait
Bl = ?1/? pour Os=ism . Nous considérons alors la formule :

¢ : 3(x1,...,x5)(y? = ?! AP#*0AR=0)
D’aprés le lemme 8, 11 existe une formule :

@ : (Qlo(y)$0AQll(Y)=0A...AQIS(Y)=0)V...

...V(Qro(y)$OAQr1(y)=0A...AQ;B(Y)=O)

ou les Qij sont des polynomes de O[X] , équivalente a la précédente dans
tout corps algébriquement clos. En particulier, comme ¢ est vérifiée, pour
y = 31 , dans le corps K , il en est de meme de ¢ . Pour démontrer le
corollaire, i1 suffit de démontrer que, pour chaque indice i 11 existe un

indice j > 0 tel que le polyname Q‘J ne soit pas identiquement nul.

Supposons qu’il exite un indice 1 pour lequel on ait Qlj = 0 pour tout
indice j>0 . On a Ql6#0 car sinon la formule ¢ pourrait étre simplifiée.
Par hypothése, pour presque tout idéal premier p , 1'équation différentielle
réduite modulo p est nilpotente. Nous pouvons donc choisir un idéal premier
10 St
? ne soient pas identiquement nuls modulo p et tel que les v, alent des

P tel que 1'équation réduite soit nilpotente, tel que les polynomes Q

réductions distinctes. Pour les différentes spéclalisations des x, (1=i=n)
dans le corps k7p , nous obtenons les spécialisations de la réduction de BF
Ces derniéres sont donc définies par la formule ¢ . En particullier, parmi
elles, nous trouverons toutes les valeurs de y qul vérifient (Q“Ky)$0)
c’est A dire une infinités de valeurs distinctes pour les Bl correspondants

a des x‘ donnés ce qui est contraire au théoréme 10 .m
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