ERNST-ULRICH GEKELER

Méthodes analytiques rigides dans la théorie arithmétique
des corps de fonctions

Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 13 (1985-1986), p. 47-54
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1985-1986__13__47_0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1985-1986, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=GAU_1985-1986__13__47_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

METHODES ANALYTIQUES RIGIDES DANS LA THEORIE ARITHMETIQUE
DES CORPS DE FONCTIONS

Ernst-Ulrich Gekeler

0. Introduction. Un “corps de fonctions” K est toujours un corps de

fonctions d’une variable sur un corps fini Fq a q éléments, avec corps
des constantes Fq.

11 est bien connu qu’il y a des analogies fortes entre l’arithmétique de
K et celle des corps de nombres contenus dans C. Beaucoup des probleémes
de la "théorie des nombres” peuvent 8tre traduits en ”"théorie des
fonctions”, et souvent, on peut utiliser des techniques de la derniére
dans la premiére.
Dans cette conférence, Je veux montrer une relation entre

- des valeurs spéciales de la fonction zéta complexe de K , et

- 1’arithmétique de certaines fonctions analytiques rigides en

caractéristigue p,

généralisant ainsi les conjectures/théorémes de Brumer, Stark, Mazur,

Tate, Deligne dans le cas des corps de fonctions (voir [123]).

1. Les espaces suymétrigues. Soient K un corps de fonctions, e une place

fFixée de K de degre 4, A 1’anneau des Fonctions £ dans K entiéres en
dehors de ©, Ko le complété de K, Og l’anneau des entiers, w une
uniformisante et & le corps résiduel de Ko . On normalise la fonction
degré deg: Ke—> 2 v {-c2 par degyr = -8, st on pose Ixl:=~ gded X, A est
un sous—anneau discret et cocompact de K., 8t le quadruple (K,A, Ky ,C),
ou C est le complété d’une clfture algébrique de K., est analogue a

@, 2, R, C.

Soit r > 2 et TT 1’immeuble de Bruhat-Tits de PGL(r,Kg ). C’est un

complexe simplicial infini contractile de dimension r-1 dont les sommets
sant les classes de similarité des Og -réseaux L dans Kifp . Un ensembls de
classes {(Lg),...,(L;)} est un i-simplexe si 1’on peut choisir les L; de
telle sorte que Lg G.Ll S...Q Ly c T?LO. On pose

TC(R) = {points de la réalisation de TF2. Cet ensemble correspond, d’apras

Goldman-Ilwahori [5], a l’ensemble des classes des normes réslles sur Kf .
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Soit N T = pr-1l(CY- Uihypersurfaces K, — rationnelles?
= {(zq:...:2p)) les z; sont Ko - indépendants?
= {C(zq,.++,2p0-12} Z1,..,Zp-1,1 sont indépendantsl
et 5l = point.
L’application
A: fr —> IF (@) (= points de TF(R) a coordonnées rationnelles)
z —> classe de la norme | |5, ol IXq..Xplp:= = xizZjl

est bien dé&finie (parce gus ic* - qu ), surjective, et les ensembles
A ~l(simplexe) sont rationnels dans Pr-1ccs. Ainsi, on obtient une
structure d’espace analytique sur 2T,

Exemple: r = 2, q = 2

© -

A~ 1co-simplexed & plccy- U Beeg,1)
c e PLikd
A~ l(l-simplexe) & (z € CI lzl = 132.

Image suggestive:

Le groupe G(Ko) = GL(r,Ke ) opére sur 2T et sur TF(R) (desormais, nous
écrirons T & la placa de TU(R)), et A est equivariante.

commensurable & G(A). (Pour quelques énoncés, il est préférable
d’utiliser une définition plus restrictive, voir [41.)

Un tel ' est discret dans G(Keo ) avec covolume fini. Il opere sur T avec
des stabilisateurs finis, et 1l’on a H*cP , @ - H*(f‘\T, Q.

Théoréme: (Harder, Stuhler):

(i) M\T est un complexe cellulaire, equivalent a homotopie prés a un
complexe fini (ce qui implique hic¢ly:= dim HiCD ,@) € o0 3,

(iid) hic(™M = O pour i ¢ O, r-1 [93].
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(iii) Si " est assez petit, on peut calculer la caractéristique d’Euler-
Poincaré Ci.e. hf~1(")) ”explicitement” C[113].

On aimerait aussi calculsr h* ™ pour tous les P, mais, dans le cas
général, la non-p-torsion de I" dérange.

M"\QT est 1’espace analytique associé a une variété algébrique affine
mr. sur C [1]. Bornons—nous pour l'instant au cas r = 2. Rlors, ”F est
une courbe non-singuliére dont la compactification non-singuliere ﬁr est
de genre

*) gFPpd = nlcdM.

Théoréme (voir [31): g(ﬁr ) est donné par une formule explicite, pour
divers groupes .

L’egalite (*) résulte du calcul de Hlettflr,/un), cohomologie étale des
espaces analytiques. Malhereusement, la théorie de Hist n’est developpéa

que pour i = 0 ou 1!

2. Formes modulaires. Soit " un sous-groupe arithmétique de G(Ke J.

T, a valeurs dans C, qui a les propriétés suivantes:

(i) Pour yel, gy = F; 33 et z = (21,..z_1) (coordonnées inhomogénes),
ona frz) = d(f,ka F(zd avec le facteur d’automorphie
«,z) = ZYr,izi *¥r,c-
1<i<r-1

(ii) F est holomorphe sur T,
(iii)f est holomorphe a l’infini.
11 fFaut préciser la condition (iii). En gros, elle dit qu’il existe une
compactification canonique ﬂrﬂ de Mp = T\F, et que £ posséde un
prolongement comme séction d’un fibré vectoriel inversible sur ﬁr .
L’existence d’un tel ﬁr n’est pas évidente, sauf dans le cas r = 2.
(Pour une définition intrinséque, voir [61.)
La théorie n’est pas vide, comme le montrent des exemples:
a) Séries d’Eisenstein-Goss:

ECKI¢z) = Z (ayzy+..ap_q2._1+a 27K

Ota AT

est modulaire de poids k pour M = GcAY. On peut remplacer le réseau AT
dans KU par un réseau (sous-A-module projectif de rang r) Y c KO
arbitraire pour obtenir des formes pour [T = GLC(Y). Soit u & KT, non dans

Y. Supposons u e m 1y avec un ideal m de A. Alors
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Euy-(k)(z) -z (alzl+..ar_1zr_1+ar)"k
a s KU
a=u mod Y
est modulaire pour le groupe ["(Y,m) = noyau de GLC(Y) —> GL(Y/MY).
b) Certaines fonctions qui viennent de la théorie des modules de Drinfeld
C43.

Dans quelques cas (i.e. r = 2), on peut complétement déterminer 1’algébre
des formes modulaires de [T [7,4].

3. Fonctions zéta partielles. Soit KK(SJ - ZK(S) (selC, S=qg°S) la

fonction zéta complexe et g le genre de K. Les résultats suivants sont
bien connus:
(i) 2(S) est une fonction rationnelle P(S)/(1-53(1-gS) en S.
(ii) Le polgname P est de degre 2g, satisfait a P(OY = 1, PC1) = nombre
des points rationnels de la Jacobienne de K st P(X) = g9x28 P(1/gX).
Posons Ja(s) = Za(S) = 2¢(S)(1-8%) = L mi-S,

Otmc A un idéal
De méme, pour une classe () e Pic(A), posons JtnyCsd = 2 TS, 1la
somma &tant étendue sur las s dans (wm). Enfin, pour un idéal fraction-
naire m 8t pour a e K, posons Sa,M(SJ - Z i1xi17s,

xekK, x=a mod n

Alors, avec des notations évidentes, on a les relations
(0)  (g-12¢n-15(S) = s7deg 0zg .(S)

(il Za,w - Zb,M a = b mod m»
(i) L2234 = Zh,mm mc m

a mod m,a=b mod m
(1ii) 2pq, g = 5996 t2, t e K*

qui disent que les Za,,‘ définissent une distribution. En évaluant ces

fonctions, par exemple en s = 1-r, on cbtient d’autres distributions.

4, le cas r = 1. Soit 4 un idéal fractionnaire de A. A m on associe
cC —>C,
z —> 2zTT(1-z/a)

a) la "fonction exponentielle” e,,:
Otaem
b) 1l’invariant ¥ () de Hayes da s [10].
Ce dernier est un nombre dans C¥, d&fini & une racine de 1’unité preés,
analogue a 2w e C*. (Pour des Formules soulignant cette analogis, voir
C41.) On a
Jeem = 715w t e X",
50



Méthodes analytiques rigides dans la théorie arithmétique des corps de fonctions

Posons, pour a dans K-am

ga* = 3mig, (ad.
Par construction, les gé“ sont des entiers algébriques sur K, ce sont des
points de torsion du module de Drinfeld normalisé associé a m.
Théoréme [10,43: On a lga™ = g?'a,ml1 at 1Fcm) = g2'0,m(1),
Corollaire: Les conjectures abé&liennes de Brumer, Stark, Mazur pour les
corps de fonctions sont vraies.
Pour 1’énoncé des conjectures et une autre démonstration, due a Deligne
et Tate, voir [12]. La conclusion "théoréme implique corollaire” est
aussi demontrée dans [10]. L’avantage de cette démonstration est la
construction explicite (par des méthodes analytiques!) d’une fonction

ayant le diviseur principal préscrit par les conjectures.

5. lecas r = 2. Comme dans le cas r =1, nous avons une relation entre

points de torsion des modules de Drinfeld de rang r = 2, et la
distribution des valeurs des fonctions z8ta en s = 1-r = -1.
Soit " un sous-groupe arithmétique de G(K ), avec G = GL(2). Les pointes
de ", i.e. les points de HF non dans ”P , sont parametrées par l’ensemble
fFini C\Plcxa. Bornons-nous, pour fixer les idéss, au cas [ = G(A). Une
forme modulaire £ de M satisfait & f(z+a) = f(z) si a € A, de m8me que
en(2). Posons
tczd) = Jcarleylczo.
Alors, t est une uniformisante de ﬁ[« en la pointe o0, analogue a q(z) =
exp(2ttiz) dans le contexte des formes modulaires classiques.
Posons enfin, pour O + a e A B8t 1l réseau Y = A2
Agczd = TTESY: (12,
Otu e a~lysy
C’est une forme modulaire de poids 988 3-1 de [ sans zéros sur 12,
Théoréme: Pour chaque idéal nonzéro 4 de A, il existe un polyn&me Ry dans
B%EX] (ol §49 est 1’anneau des entiers d’une extension finie abélienne de
KJ), de la forme
RgtX) = 1 + > a;xa%80%-ql tel que
AaCz) = 63carad-1pk TTRg(qad‘U(q‘l)ct),
@cA idéal principal

avec d - deg a, 8 € A%, k - ~(qu—1)(q—l)f(ﬁ)(—1),
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le produit convergeant pour Itl assez pstit.
En fait, il existent des produits analogues

- pour des formes modulaires plus générales que Q0g;

- pour des groupes " plus généraux que G(A);

-~ pour des pointes differentes de o¢ € P\PL(K) (voir C41D.
Notons ssulement le

Théordme: Soit Y un réseau dans K&, m un idéal, u € #~1Y non dans Y,

v dans G(K) tel que Yv = a(1,0)+&(0,1) pour des idéaux fractionnaires

«, % de A, uv = (up,upd. Alors, comme forme modulaire de rfey,md, EUY,(I)

a un zéro d’orcdre qdagurdeQGKZul,mﬁq)—Zo'uﬁq)) en la pointe correspondant

a v,

Corollaires et remarques: (i) Pour tous les coefficients de Laurent de 8,
(et les autres produits en question),

il n'y a qu’un nombre fini ds

facteurs qui interviennent. Ainsi, les coefficients de %(AJl'dﬁjAa sont

des entiers algébriques.

(ii) Pour chaque sous-groupe de congruence " de G(A), les pointes

engendrent un groupe fini dans la Jacobisnne de ﬁr. (On peut construire
assez des fonctions modulaires dont les diviseurs sont concentrés dans
les pointes.)

(iii) En utilisant la relation entre differentielles et formes modulaires
et la connaissance du diviseur de Aa, on peut calculer g(ﬁ}) £33.
(iv) Il faut comparer le produit pour A, avec

A = emidl2qTTc1-gmet |

(v) On peut voir que les cas r = 1 et r = 2 sont complétement analogues

en ce sens que la distribution construite a partir des points de torsion

des modules de Drinfeld de rang r s’identifie 3 celle construite a
partir de S;,‘(l—r).

6.

Le cas general r 2 2. Si 1’on veut obtenir des formules explicites
pour h*(M (I arithmétique dans G(K), G = GL(r)), il faut disposer
a) d’une compactification canonique ﬁr de Mp

b) d’une théorie l-adique étale H'st des espaces analytiques comme

indiqué dans [2], avec les propriétés usuelles: théorémes de changement

Kdnneth, GAGA, qui donne des “bonnes” valeurs sur des

"hons” espaces. Alors, aprés avoir calculé H‘gt(flr) resp.

de base propre,

H*Bttﬂ_ltsimplaxs de TC)), on psut relier H¥("3 st H“(ﬁr), et, de fagon
analogue, réduire le calcul de h*(I") 3 des questions sur les Formaes

modulaires de ', qui sont bien traitables. Le conférencier, n’étant pas
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spécialiste d’analyse rigide, se détourne de b), mais propose d’étudier
cette question.

En ce qui concerne a), nous avons le

Ihéoréme: (i) Il existe une “compactification de Satake” de Mp, i.e. une
C-variété algébrique projective, normale, virtuellement non-singulieére ﬁr
et une immersion ouverte, dense NP > nr qui est une compactification
minimale de Nr;

(ii) les composantes irreductibles de'ﬁr - ”F sont des diviseurs,
isomorphes a Mp:, ou M’ est un sous-groupe arithmétique de GL(r-1,K).
Elles sont en bijection avec 1’ensemble fini F\Pr_l(K);

(iii) les séries d’Eisenstein-Goss de " ont un prolongement & ﬁp;

(iv) pour les ordres des E(K) 1g long des diviseurs cuspidales de (ii),
on a des résultats analogues a ceux ol r égale 1 ou 2 (i.e. ordre =
valeur des fonctions z8ta partielles en s = 1-r).

La démonstration est de nature analytique: Par un procédé inductif, on
colle les composantes de dimension i-1 a celles de dimension i, a 1l’aide
des formes modulaires. Un autre outil est la théorie de réduction sur

" \TT présentée dans [B1].
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