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CONGRUENCES DYADIQUES ENTRE NOMBRES DE CLASSES DE CORPS QUADRATIQUES

Pierre Jean Desnoux

1. NOTA TIONS ET PRINCIPE DE LA PREUVE

Dans les generalites p-adiques, qui seront ensuite spéciflées à p = 2, nous utilisons les

notationstraditionnelles (cf. [A], [W ], [Bar]... ). west ie caractère de Teichmüller;  &#x3E; est le

caractere définl sur *p par 8&#x3E; = (W( 8 -1 a .
*Nous utflisons les fonctions Lp (fonctions L p-adiaues) (cf [K-L], [W] p.56, [Bar] p 13 )... ):
Nous fixons Ie choix d’un plongement de  dans Cp ; solt x un caractère de Dirichlet primitif, I
dont les valeurs sont vues dans Cp. Soit p - p - qp-~ !~ p-~ j. Les B- sont Jes nombres de

Bernoulli generates. Alors :

Théorème 0 : a) 11 existe une unique fonction meromorphe ( analytique ~1) sur

D( 1 ,Pp -) telle que Lp 1-n,x) = - ( 1- (’X,w -n)( p).pn-1 ) In)

b) pour tout multiple entier non nul F de q et du conducteur f de x. I

Ie produit des deux caracteres x et 03C9-n; 2)F désigne une

sommation sur les entiers premiers a p; 3) Pour xECp, (jX ) = x( x-1 )...(x-j+1 )/j! ; 4) La
formule c) est imprimée par erreur dans [Bar] avec un signe moins.

d designera un entier libre de carrés pos1t1f. K+ = K_ _ Q( -d). ~+ ( respectivement

X.) est 1e caractere quadratique associé à K+ ( respectivement K_). h( K+) ( respectivement
h( K_ ) ) est le nombre de classes de K+ (respectivement K_ ). D+ et D - sont leurs discriminants.

Nous noterons ~ (respectlvement u, respectivement n) l’unlt6 fondamentale (&#x3E; 1 ) de K+

( respectivement le generateur du sous-groupe des unites positives de zl J7 ] , respectlvement
le générateur de norme 1 du sous-groupe des positives de z[ V7 ] &#x3E; &#x3E;. qu’on

&#x3E;0, et 1, tous les autres éléments de Z[d] vérifiant des

conditions analogues étant une puissance de u, tandis que n = R + S avec R et S &#x3E;0, et

R2-dS2 = 1, tous les autres e!6ments de vérifiant des conditions analogues étant une
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puissance ae ~; ~ =  ou 2 savant 1 ou 03B12 -d03B22= -1. Classiquement (cf.[5]p.78),
u = ~, sauf 51 d 5 1 [4] et ~ =(a + bv’d )/2 avec a 5 b 51 [2], où u = ~. Nous poserons u = (5,

On dispose alors, pour revaluation des deux nombres de classes, de deux formules:

*Une formule valable dans les corps abéliens totalement complexes L, cf.[W] p.42 : »

ou: h’(L) est le quotient (entier) de h(L) par (h (L) est le nombre de classes du

sous-corps reel maximal L+ de L );

w(L) est 1e cardinal de W(L), groupe des racines de ru!nt6 contenues dans L i

E(K) désignant ie groupe des unites d’un corps K, Q(L) est l’indice [E(L):W(L)E(L+)];
le produit 03A0[(-1/2)B1,~] est étendu aux caractères impairs ~ de L.

*La formule analytique p-ad1que du nombre de classes pour les corps abéliens totalement 

M (cf, [ 1l~ ~ p.71 ~:

ou : n est le degre de M, d(M) est son discriminant; i

ie produit 03A0[ 1 - (~(p)/p)]-1Lp(1,~) est étendu aux caractères non trivioux de M;
est 1e régulateur p-adique de M; la définition en général de ce regulateur

d6pend d’un certain nombre de choix de plongements du corps dans C ou Cp, cf. [W] p,70;
le r6gulateur, et la racine, sont en fait déterminés au signe pres; formule signifie qu’on

peut faire un cho1x donnant Toutefois, un résultat d’Amice et Fresnel (cf. [A-F])

indique comment faire ce choix : dans le cas qul nous intéresse, le quotient ( Rp( K+ )/D+)
désigne la racine de D+ et celle Qu1 f igure dans £ ont 616 plong6es de 1a

*

même façon dans 03B2 ),

Nous calculerons les differents (acteurs qui interviennent dans ( I ),et ( 11 ) , ramenera

L2(O,X+). On aura alors une re1ation entre h(K~) et h(K_), affect6s de certains

coefficients, exprimée à l’aide de la différence A =L2( 1,~+) - L2(0,~+)
Cette de ramener 1a compara1son de nombres de classes à celle de valeurs prlses par une

fonction Lp en 0 et en 1 figure dans Washington ( pour retrouver un résultat de divisibilité par
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lci, il faudra oner plus loin dans l’etude de A. Nous utiliserons lo description des fonctions Lp
par les series Ie due a Iwasawa ]), et une explicitation de ces séries due à Barsky

(cf.[Bar]). ð pourra être alors calculé mod 16 . En comparant les différents 4i obtenus pour d

et 2d (d impair), on peut obtenir une relation mod 64, ou la contribution des fonctions L2 est

exprimée en termes de congruences des diviseurs de d. Nous renvoyons a [D], ou l’on trouvera

aussi tous les détails des calculs et des preuves.

2. LE THEOREME ET SES APPLICATIONS

La quantité 1 x == 8 [n] vaut 1 si x ~ a [ n ], et 0 slnon.
THEOREME Soit d un entier libre de carres, d~5; soient h(d) et h( -d ) les nombres de classes

au sens restreint (deux idéaux sont équivalents s’l1s different d’un idéal principal engendré par

un element du corps de norme strictement positve) de Q(d) et respectivement.

Alors, modulo 1 b : 1

C2 =1, sauf 51 d = 5 [8] et sil’unité fondamentale ~ de Q( [J6 ] ou c2 =3.

(R ,S) est la solution minimale en nombres entlers de R2 -dS2 =1.

En détaillant suivant les valeurs de d, on peut obtenlr de nombreux résultats prouv6s

séparément et par divers auteurs dans la littérature, notamment pour d = p ~ 1 [8] 
d = p = 5 [8] (Kaplan et Williams), d = 2p, p = 1 [4] (Kaplan et Williams), d =pq, p et q =1 [4]

(Keplan et On obtlent aussi des résultats nouveaux, pour d = 2p, p = 3 [4], d = pq,

p ~ q s 3 [ 4], ou pour Kd)2~3. Nous renvoyons à [ D ] ou figure une comparalson systématique des

resultats contenus dans le Théorème et des r6sultats antérieurs ou démontrés simultanément.

Georges Gras nous a adresse, après l’achèvement de ces travaux, un papler of 11 étudie les

valeurs des Lp( s,x ) pour x pair associé à une quelconque extension abélienne finie de Q(cf.

[6]). 11 y donne notamment une congruence générale pour modulo une

puissance de p variable mals, dans 1a cas d’un corps quadratlque par exemple, grosso modo

d’autant plus élavée qu’il y a de diviseurs du discriminant. Ces résultats sont évidemment trop
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généraux pour paraître vraiment explicites. Par oilieurs, quand il y a peu de diviseurs. ces

énoncés ne fournissent pas dans tous les cas une congruence suffisamment élevée. Mais

l’auteur explique également comment on peut raffiner dans certains cas, et traite en exemp1e

celui ou x est quadratique pair de conducteur 8p, p premier, p=1 [4], suivant des techniques

susceptibles d’être généralisées. Tous ces r6sultats fournissent en tout cas un guide precieux

pour des recherches ultérieures qui exploiteraient les methodes que nous avons utilisees.

3. PREMIERES EXPLICITATIONS

Soit K = un corps quadratique de discriminant D; x associé à K est un caractere

primitif, d’ordre 2, de conducteur |D|(valeur absolue de D ) , explicitement: ~ = (D.)

ou v (m) est ta valuation p-adique de m ,(D) est Ie symbole de Legendre s) pest impair,
-1 )(( D2_1 ~~ 51 D" 2 = 1, at 0 slnoo.)

On vérifie alors, si 03C9 te caractère de Teichmüller 2-adique:
",

Les notations se simplifient dans un corps quadratique imaginaire, ( I ) h( -d) = - B 1 ) ’X.-
Puis, par déflnition des fonctions L2, avec n = 1 :

Ainsi ( I ) s’écrit encore: L2( 0,~+) = (1 - X -( 2» h( -d) , ou, par 18 Proposition 1:

L2( o. X + ) = C 1 h( -d) avec c 1 = 1 sauf s1 d ae 3 [ 8] : C 1 = 2 ou s1 d ae 7 [ 8 ] : C 1 = 0

Nous exprimons ensuite log( E ) en f onction de loge 0) . pour unifier les notations (X2 -d/ = 1 8

toujours des solutions) et surtout pour pouvoir approximer le terme log( E)/ v’D .
+

En part ant de: 2h(K+) 10g(£) = h(d) de 18 valeur de 1 - ( x +(2 )/2) (Proposition 1 )

et en distinguant suivant d ae 1 [8]. d ae 5 [81 d:é 1 [ 4]. 11 v1ent: ,

 : On a Fun des deux cas savants (dans les deux cas, 
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1) Rest impair, S est pair, et
IBL

2) R est pair, S est impair, et

Demonstration : R~ - dS = 1 =&#x3E; R ou S est impair; mais l1s ne le sont pas tous Jes deux, sinon,

mod 8, 1-d ~ 1, absurde. Si R est impair et S pair, ecrivons log(R) +

log( 1 +( on a ici I 1  1 : log(R+Sd )=log( R ) + n 1 ( ( -1 )n+1 !n )C (SIR 
= n~ 1 « -1 )n+1 !n )( -C S!R 

Mais R2-dS2 =1, done la somme de ces deux lignes est nulle; par difference, 11 vient :

2log(R+Sd) = n 03A31(« -1 )n+1/n ) « )n( 1-C -1 )n ); d’où ie résultat pour T.

On sait la serie écrite convergente a priori (on Ie reverifie sans pe1ne), sa somme est done

dans Q2 (complet) et en fait dans Z2 (car S/2R est 2-entier ainsl que tous les termes de la
Preuve analogue si R est pair et S impair.

Proposition 5: L~1 .~ ,) = c~ ( RS/2 ) ( -1 1 )~~ ’ h( d ) [ 16 ]

Demonstration: 1 formule ( I ) plus lemme 3 ), Si R impair, R2 z 1 [ 8 ],

d’oud dS2~0[8]=&#x3E;S ~ 0[4],et alors R2 ~ 1[16]. Dans 1 ), on a 2 en facteur de la série, dont le
terme général est de valuation au moins 4k; pour une evaluation mod 16, on peut done s’arreter

au premier terme. 11 vient: T = ( S/2R) * (RS/2) [ 16]. 51 R est pair, d est 1mpair; de plus

N( u )=1 done 2 1 h( d) = 2h( K~): il suffit de connaitre T mod 8. Dans 2) le terme general est de

valuation au moins 2k, et dépasse done 3 pour k&#x3E;, 2. On garde done ici deux termes. En remplaçent

dS~ par R2 - 1, 11 vient 1/(R~ - 1 ))(1 1 +R2/3( R2 -1 ) )=-( RS/2 ) [ 8 ].

Proposition 6: Notons A(d) la quantité L2(1,~+) - L2(0,~+),~+ étant le caractère associé à

A(d) [ 16 ].
Demonstration: 11 suffit de recoller les morceaux. ll reste à évaluer 4i( d ) mod 16 .

4. FACTORISATION DES CARACTERES

On obtient sans difficulté les deux lemmes sulvants ( [Bar]) :
Lemme 7 : On a un isomorphisme: : (1 + qZp , x ) &#x3E; ( Zp , +)

u ’B1-&#x3E; - log ( u 1 +q )
de (Zp . + ) -) (1 1 + x ) _

v ~2014&#x3E; exp( -log( 1 +Q) v ).
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t 1(.( 8) - ( b) I = e-b Q et transforme 1+qphZp en en particulier:

Lemme 8: on a un deux isomorphismes: 03B8h : (Zp/qphZp)*~03C6(q) 1) x Gh
et (Z/mqZ)* x Gh (par l’application naturelle).

Ceci permet d’obtenir une factorisation des caracteres .

Un caractere de Dirichlet x est dit "de première esopèce" ( sous-entendu par rapport a p) s’il

est de conducteur f tel que f = m ou mq (avec m A p =1 )
Pour les caracteres "de reprenons l’isomorphisme 8h du lemme 8, et

notons encore: 6h : x Gh, d’ou 8~&#x3E;:   » x Gh&#x3E;
( Pour 6 un groupe commutatif, 6&#x3E; est mis pour Ie traditionnel G, groupe des caracteres de 6).

Tout élément de  peut donc se voir comme un caractere modulo qph, trivial sur rimage
réciproque par 8h de x {1}: ’ un tel caractere de Dirichlet sera pour nous, par

definition, un caractere de deuxieme espece mod qph . 11 est de 1a forme pour

un Et: 
’

Propositon 9 : Soit x primitif, supposons f = mqph ; alors 
x fournit une décomposition ~ = X2 où Xi est de ie espèce. On a au sens que

~*2 (caracteres primitifs induits )sont uniques ; x = ~*1 x;. Si f.x = mq, X f = x
(conducteur mq) et x r= 1 ( conducteur 1 ). Si = mqph, h~1, f X *1= m ou mq, et f ~*2 = qph.

On peut preciser les caracteres de deuxième espece. 11 suffit d’étudier les caracteres sur Gh.
Un caractere sur Gh est défini par sa valeur sur un générateur de Gh (on peut prendre par

exemple 1 + q, ou 1 + mq,...) pourvu que cette valeur solt dans ph( 1). 
.

Pour simplifier les calculs finals , nous prendrons 1 + q comme generateur. Nous s1gnalerons

les modifications que cela entraine par rapport au papier de Barsky ([Bar]) (ou c’est 1 +mq qui

a et6 choisi ).

Ainsi, pour tout pour tout choix de 1), il existe un unique caract£re x sur Gh tel

que ~.(1+q ) = (-1 ; nous 1e notons (~2014&#x3E; est une reaiisatlon d’un isomorphisme

Proposition 10 : pour tout a de 1 on a = (fJ.. 8 )où  est l’isomorphisme du lemme 7.
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Demonstration: Soit 03B6~ ph(1); 03B6l(a) est défini par la serie k03A3 0(03B6-1)k(l(a)k) ou, pour 

(f)= (x(x-1 )...(x-k+1 ))/kt. done ! I pa»1 ,1 ; de plus, pour d’ordre

o(03B6 ), on a classlquement |03B6-1| 1 car = p-1/(P-U la série est donc convergente.)

Pour a et b dans tels que a ; b mod 1 on al(a)~l(b) mod phZp done lfJ.. 8) =
03B6l( b). C’est dire que a 03B6l( a) est définie sur de plus. c’est un caractère de Gh,
puisque t est un morphisme. Enfln +q ) = ,-1 : par unicité, on a le résultat ottendu,

Corollaire 11 : tout caractère de deuxième espèce ~2 vérifie: a~(Z/qphZ)* ~2 (6 ) = (03B603C8(a)
ou encore (8) = 

2

+q) 

Définition 12 : pour et (e ji h(1), nous notons n, 1e caractère de deuxième espèce
vérifiant les propriétés du corollaire 11.

5. CALCUL DE A PAR LES SERIES 10
Soit 8 un caractere de Dirichlet primitif de premiere espece, de conducteur m ou mq (m

premier a p), Kg l’ex tension de Qp engendrée par les valeurs de 8, 0~ son anneau d’entiers.
Une construction des series tg d’lwasawa est détaillée dans le papier de Barsky ( [ Bar], p.16 et
suiv. ). Toutefois, le choix de 1 +Q et non 1+mq comme générateur conduit à modifier les

differentes fonctions intervenant aux differentes étapes de la construction. On obtient de

façon analogue une serie ig (de 0~[[ T] ] ) telle que:

où 11 ( vérlfla ; a ) = 03B603C8(a) avec w( a ) = - loge a&#x3E; ?! log(1 +Q).

On trouve dans [Bar] le Jemme savant ( lemme 8, p.21):

Lemme 1 3 ; Vk/ ~es nombres entiers a satisfatsant aux deux conditions:

(1) I et a Amp =1 et (2) I w( 8) - K I  p-h
constituent un qui est un systeme complet de représentants de (Z/mqZ )*.

Ona:{a;(1)}= o~~ph_~ {a; (1 ), (2) }. etant disjointe.

Démonstration : Soit b = (1 ( W( b ) = k). Alors: p-h =&#x3E; It( 8»-£ b»
. p-b =&#x3E; I 8&#x3E;-b&#x3E; I ,I I =&#x3E; a&#x3E; = b&#x3E; dans Gh. On conclut en considérant l’isomorphisme

x x &#x3E; ~ X ).
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désigne une somme 6tendue aux a tels que (1) et (2).

03A3(m,k,h)a 6(a) = 0 vu la preuve du lemme13.

Nous cho1sissons alors pour to la description de la proposition 9 de [Bar] :
Proposition 14: pour tout h existe E et E tellesque :

~ 

’ 

h 
’

Lemme 15: Soft x un caractère de Dirichlet primltif de conducteur f = m premier a p ( auquel

cas nous noterons ho = 0) ou de la forme mqpho ( m A p =1 ), différent de w. Alors

at en fait, des que h ~ h0 : lp( Ol’() = - (1 /mqp") 0 ~ ~ mqph-1 x( a) 8&#x3E;

Démonstration : La premiere égallté résulte du Théorème O. c) avec s = -1. La deuxlème vient

de b) avec s = 0,

*

Démonstration de la proposition : Définissons pour h ~0 I B ,h( T) comme dans 18 proposition; il
d’une série à coefficients dans °8 par définition d’une somme 03A3(m,k,h)a.

Salt 0 et 1 ). ’X. = 6Tf7’ satisfait aux conditions du lemme.

Pour h ~ hQ, soit

Mais |03C8(a) - k| ~ pn puisqu’on somme sur des a tels que (1 )et(2);or, =&#x3E; (p =1, done

~‘~~ a) = jj,

Pour utiliser ce résultat, il nous faut une série à coefficients entiers , ce qui n’est pas 1e cas.

Mats on a remarqu£: 8(a) = 0 . done a( a ) ( 1 +q) -K =0. D’où:

.h C - 1 ) = Lp(0, 03B803C003B6) =tg(( - 1). en = !Q(( -1).
En oubliant l’indice 0, nous avons 1 )= la( ( - 1 ) la proposition en r6sulte

par un Lemme de continuité de 18 division euclidlenne (cf. [A], Lemme 4.4.2. p.128.)
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Désormais, p = 2 ( donc q = 4) ( ce qui pourra nous autoriser a utiliser le lettre p ailleurs que

devant -adique ).

d un entier positif libre de carrés, d~5; K+ = Q(d) est associé au caractère ~+, de

conducteur D. ~+ est primitif et d’ordre 2. Deux cas seprésentent:
* d est Impair: alors D = d ou 4d : ~+ est de première espèce; sa factorisation est ~+ = ~+ 1 =

Nous poserons 03B8 = ~+ et m = d, et on a ~+ =03B803C01.
* d est pair. alors D = 4d = 8m en posant m = d/2 !ci f = m.4.21. On a une
factorisation ~+ = ~1 ~2 donc aussi X+ = posons 8 primitif de

première espèce, de conducteur m ou 4m ); = 03C6(a&#x3E; ), où 03C6 est un caractère sur G1 ~

2(1) = {1, -1) P. ne pouvant etre trivial, correspond à -1, i.e. ~2 = 03C0-1 ( qui est primitif): on

Pour les deux cas, on peut donc noter: ~+ = 03B803C003B6, ou 8 est un caractère primitif pair de
conducteur m ou 4m, avec m = d ( resp d/2) et ~ = 1 (resp -1) si d est impair ( resp pair ).

Nous disposons alors de la serie tg 1 ) = E2( s, X + )
En application de la Proposition 14, nous pouvons enoncer:

Proposition 15 : h~1, L2(s,~+)~|*03B8,h(5s03B6 - 1) [2h+2].
Demonstration: 

Substituons à T: 5s03B6 - 1, et regardons le terme M = (5s03B6)2h - 1: 03B62h = 1 puisque si s = 0,

s =1,M =(~ ).4 +(~ ).4~ +..,orv~((~ )4’’)~h~2pourt(~1. 1 ) est

entier, on a le resultat annoncé.

Corollaire 16 : A =L2( 1,~+)-L2(0,~+) = |*03B8,h(503B6 -1) - |*03B8,h(03B6 - 1) [2h+2 ].

6. PRINCIPE DU CALCUL 
,

On a ainsi:

du calcul est de traiter separement la contribution de 8 et celle de (a&#x3E;-5 )/m2 dans

la somme 1:~~ . Pour nous scindons cette quanta A en deux parties:
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On a alors : - = U + Y [2h+2].
On vo1t que U ne contient que des choses connues, ou au moins connalssables. 11 suffira d’étudier

l’ensemble des a sur lequel on somme, puls de faire apparaitre d’une part la somme des a sur cet

ensemble, d’autre part son cardinal. Nous obt1endrons alors une expression générale en h. Nous

expliciterons pour h=2. Pour V, on pourrait penser qu’on n’a rien gagn6 par rapport a A. En fait,

on a gagn6 seulement quantitativement: comme c’est une qu1 interment, 03B8(a) ~ 0, done

B( a) e: {1. -1),d’ou2t8(a) -1. Grâce au 4 qui apparaît dans sk-1 . nous avons dejà 8 = 23 en
facteur. Nous allons alors découper 18 en explicitant (a&#x3E;-5-k)/2h+2 mod 2h+2-3: H va
apparaitre des 03A3 (B( 8) - 1 ) étendues à certaines classes d’entiers, avec des coefficients

connus. Nous constaterons que, pour h = 2, la somme se duplique: nous gagnons un 2

supplémentaire, et V = 0 [ 16].

7. ETUDE DE U

et [2h+2 ]. Cette dernière

eond1t Ion se scinde en (a = 5-k [2"+2 ] ) et (a == - 5-k [2h+2] ). Nous allons done étudier

l’ensemble A(u), en général seulement noté A :
A~: = { a ; 0~a2~n), a A m -1 , a == u [2~ ] } (ou u est une 

Pour 8 un divlseur posltlf de m, (ou A6) l’ensemble: { a; 8 )a, a 5 u [2h+2]}. A
et les A~ sont tous dans A1 = { a ; 0  a  2~m, a ae u [2~’+2 ~ }, que nous prenons comme

ensemble de reference. Alors A = (B11m Ap 3‘..
Soit 1( m ) = n ( longueur de m ), solent P1,.."Pn les diviseurs de m ( m = ). On s’assure que

(1 B désignant la fonction caractérlstlque de l’ensemble B ):

A03B4 est, lu1. facile à décrire: Introdulsons b(8) tel que t)(8) S = 1 [2h+2 ]. Par Bezout, les deux

conditions ( a = u [2h+2 ] ) et ( a = 0 [8] ) équivalent à ( a = b( 8 )ôu [f+2S]). On dolt done
chercher les entlers v telsque les entiers a = satisfassent 0 ~ a  2~~m, ce

qui donne : (-b( a )Su/2~~S)  v  (-b( 8 )8u/2~8) + 

Comme (m/8) est entier, on obtlent (m/8) solutions en v : i

v=-E(b(§)Su/2~)~j, 
et (m/03B4) solutions en a correspondantes. ( E désigne ia partie entière).
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En particulier, |A(u)5| = (m/03B4) ( indépendant de u ),

Comme =~~(-1)~~)A~t, I ne depend pas de u non plus et vaut :

Nous cassons 1e terme a&#x3E; - S-k en deux, ce quf donne U =U’ - U", avec

ou les sommes sont étendues à a e A( -S-k) est disjointe).

U" est immédiatement calculé, puisque ce qu’on somme ne dépend pas de a:

il reste a sommer deux progressions géométriques, de raisons ( et (/5 : en supposant h ~1, Ja

premiere est de somme nulle ( resp. 2~) si ( == -1 (resp. ( = 1 ~; on peut donc noter sa somme

2~’.’ ~ ’ ~ 

Lemme 17 -1 a&#x3E; = 03A3(-1)l(6) m (2[b(S)5 ] - 1""2 ), ou Is premiere somme est étendue sux
ae ( -S-k) , et ou le crochet [n ] designe le reste de la division de n par 2h+2.
Demonstration: La somme se casse en deux: 03A3 a&#x3E; = L+a - Z_a , si 03A3± désigne la somme etendue

Elle vaut donc 03A3(-1)l(6) (03A3 + a - 03A3 - a), s| t:t désigne 1a somme étendue sux
En revenant à l’étude de A(u)5 , on a :

Or pour c entier, n - c E(n/c) est le reste de la dlvision euclidienne de n par c, soit [n]; de plus,

[n] - [-n] = 2[n] - c, quand [n] # 0. |ci b(03B4)u est impeir , done son reste par 2h+2, solt

03A3(u) a - 03A3(-u) a = m( 2[b(03B4)u]-2h+2), et la lemme est prouvé.
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n vient alors U’ = (m/2h+2) i’m( -1 )1(0) 0 ~ t, 2h- ~ (k (Sk-1 ) (2 [be 8 )5!k ~ - 21B+2 ~.

Grâce à ( 1-Pi.) = t. m (-1 )1(8) 8. ( avec ex = 0 )Ja contribution du terme constant 2h+2
est nulle quand on somme. Finalement, nous avons obtenu:

Pour U", avec ( = 1 et h = 2. n vient donc: U" = - D( m )( 43/125), Or 5-3 ae 1-12 [ 1 ~], d’où

U"s-D( m ).43.5 ae -7D( D( m) [16]. (lci , et pour la première fois, nous utilisons Que 2

( puisque d&#x3E;,5 ), done m a au moins un diviseur premier ( impair ): D( m ) = ~ (1-p) est done
pair ).Si ( = -1, il vient (D(m)/8) (624/6.125) = D( m ) [ 16] . Ainsi dans les deux cas:

Pour faut calculer S = 1 ~1i ~ 3 (k (5"-1 )[b(8 
D’une part, on peut remplacer 5‘k par 1 -4k qui lu1 est congru mod 16 dans le crochet, puisque ce

dernier designe un reste mod 16; d’autre part. 11 faut évaluer S mod 128, compte tenu du 8 en

facteur au dénominateur, pour un r6sultat mod 16. 11 vient

11 sufflt de calculer S pour les 8 restes impairs b mod 16, de transformer la correspondance

b( S )&#x3E; S en correspondance 03B4-&#x3E;S (par b( 8 )8 = 1 [ 16 ], qui est la définition de b( 0», 11 vient:

Par )1ð) Sit = ÇB m (1-plt) , 1a sommation de la quantité 3203B6 (indépendante de 03B4 )sur S est
nulle ; celle de 03B4 fait apparaitre D( m ); il vient:

Nous noterons f(03B4) =103B4 ~ 1, 7, 11, 13 [16] Nous avons obtenu:

)+3(-1)~D(m)+8~f(8)[16]

Proposition 22 :

*S1 m = P premier: == 8. 1 
p ~ :1:3,:1: 7 [ 16] [16]

*s1 (P, q premiers): :: 8.1 p ~8~ et Q == *3 [8] [16]
3: U/m ==0[16]
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Demonstration: a) Puisque m impair, ( 1 ~m ~ = m [ 8 ]; done (D(m)/m) = mD(m) [16].

b) 51 l( m) ? 3, 81D( m); de plus, 2)m+3(-1 les deux premiers termes de U/m sautent.

c) Si m = pq: les deux premiers termes de U/m f ournissent : ( p-1 )(q-1 )(pq+3); si p ou q = 1

[4], il n’en reste rien ; sinon, pq ae 1 [4], et il n’en reste rien non plus.

d) S1 m = p: les deux premiers termes de U/m donnent (p-1 )( p-3 ) ae 8,1 
p ae 5.7.13.15 [16] [16]. ’

e) 11 reste a étudier 1a contribution des ). Nous étudions leur somme mod 2.

: 1 

Démonstration : On fait un tableau à double entrée, ou x et y prennent les diff6rentes

congruences possibles mod 16. Le tableau serait 8x8 a priori, mais 1a symetrie en x et y et

l’invariance de 1a quantité à étudier par x+8 (car f(x+8) = f(x)+1, et f( xy+8y ) =

f( xy )+1)ramènent à 1 0 calculs ,

f ) On peut alors appliquer le lemme au cas ou m = pq, qui s’en trouve 

Le cas ou m = p s’obtient en ajoutant au resultat de d ) la quantité 8.( f( 1 ) + f( p»; 11 vient :
~1 _ A I

Mais on s’aperçoit ( miracle! ) que g( x ) + g( y ) + g( xy ) = 0 (cette fo1s-ct,par 1a sym6trie g( x ) =

g~ -x ), il ne reste à voir que les couples (1 J ), ( 1,3 ) et (3.3».

En recommençant alors 1a manipulation faite sur la somme initiala avec 03A3p1...p1-1 g(03B4), 11 vient

8. ETUDE DE Y

1 )designe les a tels que 0  a  2h+2m et a A 2m =1, )les a tels que 8&#x3E; == 5-k [2h+2 ].
Nous notons r( a) pour 8( a) - 1.

Intéressons nous à h=2. Nous sommons sur a A 2m = 1, done 8( a ) # 0; comme 8 est quadratique,

on a donc Par ailleurs, 4|5k-1.l| nous suffit donc de mod 2

pour V mod 16. 11 vient:
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( ou (2.J) désigne a&#x3E; == 5-i + 16 [32] ).

Nous utilisons alors 1e lemme suivant :

L~~e 2~ : oe16m.(a~)=~a&#x3E;.u!32] r( a) = OI4rn 16m [32] r( 8) .

Demonstration : Nous omettrons systématiquement 18 condition a A 2m = 1 pour alléger les

notations. Alors:

(Ceci grâce à r( a+4m ) = r( a)). Puis:

(6race a 0, 8  4m.1i. u[32] r( a ) = 0, 8  ~r. ~. 4m-u[32] r( a) par 1e changement a’ = 4m-a (6 est

Achevons alors le calcul de V: la sommation écrite au lemme, applique a u = S-i+16. est en fait
etendue a 8 congruences différentes mod 32 ( car m =1 [2 ] ), et qul se ramènent toutes a 1 mod

4 (car 5-i + 16 ~ [4]). Chacune des deux sommes: 03A3 r( a ) vaut donc
. (1) (2 -D

9. CONCLUSION

Pour d &#x3E; 5, l1bre de carrés, on r6un1t

La proposition 6

Le calcul de U/m (Proposition 22)

V= 0[16] que nous venons d’établir

qui fournissent le 
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