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SPECIALISATION DANS LES DISQUES SINGULIERS REGULIERS

Yves André

1. INTRODUCTION.

On se propose de généraliser dans deux directions un résultat de G. Christol [C1]
sur le principe de transfert dans les disques singuliers réguliers des systemes dif-
férentiels p-adiques ; ce théoréme affirme que si le systéme est entiérement soluble
dans le disque générique D(t,1), si le disque D(0,1) ne contient qu'une seule
singularité a du systeme qui est réguliere, et si les différences des exposants en a
ne sont pas des nombres de Liouville p-adiques au sens faible (voir ci-dessous),
alors la partie uniforme de la solution compléte en a est analytique dans D(a,1).
On va généraliser d'une part en remplacant D(t,1) par D(t,R), d'autre part en n'ex-
cluant que les nombres de Liouville au sens fort. On utilise comme dans [C1] les struc-
tures de Frobenius faibles mais d'une maniére différente ; voici les énoncés précis.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, complet pour une
valeur absolue || de caractéristique résiduelle p >0 , et soit t un "point géné-
rique". On rappelle que x € k est un nombre de Liouville au sens faible (resp. fort)
s'il existe un réel r <1 tel que (resp. si pour tout réel r > 0) 1'inéquation

max(-n,n) admet une infinité de solutions n € Z .

|[x-n| <r
On pose 9 = x d/dx . Soit G wune matrice u-u dont les composantes sont des él1é-
ments analytiques sans pdle dans
D(0,1) = {x € k / |x]| <1}.
On sait qu'il existe une matrice
Y eaL (k((x)))
et une matrice constante C telles que

3 (¥x%) = a(vxCy .
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Résultat 1. - Si les différences des valeurs propres de G(0) ne sont pasdes nombres
de Liouville au sens fort, associons-leur un réel r > 0 comme ci-dessus. Supposons
qu'il existe une matrice U inversible dont les composantes sont des fonctions analy-
tiques dans D(t,1), et telle que 3U = G U. Alors les composantes de Y sont des
fonctions analytiques dans D(O,ruz)\\o , et les valeurs propres de G(0) appartien-
Z .

nent a p

On trouve une réciproque partielle au théoréme 8.5 de [D-R] .
Résultat 2. - On suppose que les valeurs propres de G(0) appartiennent a Zp , et
que leurs différences ne sont pas des nombres de Liouville au sens faible. On suppose

aussi qu'il existe un entier naturel n et une matrice inversible U dont les com-

posantes sont des fonctions analytiques dans D(t,R) , avec

n
PP cRrRs1.

Alors les composantes de Y sont des fonctions analytiques dans D(0,r) avec

2, n
r=R|p|* /p (p-1) .

Ces résultats ont une démonstration simultanée, voir le § 5.

Enfin au dernier paragraphe, on donne une application du résultat 2 a la théorie
des opérateurs différentiels fuchsiens de type arithmétique introduits par E. Bombieri
dans le contexte des G-fonctions [B] .

Je remercie particuliérement G. Christol de 1'intérét qu'il a manifesté pour cette
étude et de 1'aide qu'il ma apportée a composer la preuve cruciale de la proposition 1

ci-dessous, notamment en me signalant les lemmes 1 et 2.

2. RAPPEL SUR LA THEORIE FORMELLE DES SINGULARITES REGULIERES.

2.1. Dans ce paragraphe, k est un corps algébriquementclos de caractéristique nulle.
Soit G € Mu(k[[X]]) . I1 existe (cf. [G] ch. 14) des matrices Y € GLu(k((x))) et
C €M (k) telles que Y(0) =1 et

(1) Y = GY - YC . Cette équation signifie que X = Yxc est la solution formelle
en 0 du systeme différentiel

(2) 3X = GX .

En général on ne peut choisir C = G(0) , comme le montre 1'exemple de Gantmacher
2
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(loc. cit.) G = (8 ?) . Mais la condition :

(3) Les différences des valeurs propres de G(0) ne sont pas des entiers non nuls,
entraine que C = G(0) convient, et une matrice YG € GLu(k[[x]]) vérifiant (1)

et YG(O) = 1 est alors unique.

2.2. Soient Y € GLu(k((x))) et C € Mu(k(x)) d'autres matrices vérifiant (1).
Alors en posant
v=yly,

on obtient le systeme différentiel.

(4) 8V = G(0) V -VC ,
d'ol il suit que V € Mu(k[x,1/x]) et les systemes de valeurs propres de G(0) et C
sont congrus mod. Z .

2.3. On définit par récurrence une suite de matrices G(n) :

(5) 640 = 1, a(Mm) o g6m) () (gongy .

On obtient

(6) x" d"7dx" x = (" x .
De plus

(1) 7 6oy = (8LO)),

Sous 1'hypothese (3) on pose

_ m
Yo =1 Y X

et
=1 G, X"

Si de plus G(0) est triangulaire on a la formule (cf.[C2] p. 194) :

(8) (¥,);;=(6(0);5+n-6(0) ;5 M 2 G i+ 2 (¥Y,);,8(0 )£j~k§ic(0)ik(vn)kj1 ,

n- m m ij n'ig

qui permet de déterminer YG par récurrence.

2.4. Changement de base.

L'opérateur différentiel 3 - G agissant sur le k((x))-espace k((x))" avec
la base canonique définit un k((x))-module & connexion intégrable, que nous notons M.
Tout changement de base dans M peut &tre décrit comme suit : soit !4€GLu(k((x))) 5

3
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si X est annulé par 3-G alors HX est annulé par 3-H[G] , ol

HIG] = oH.H™! + HaH™! .

Si de plus H[G] € GLu(k[[x]]) , alors les composantes de

_ -1
Si = Yure)¥e
sont dans k[x,1/x] et pour tout entier n Tle coefficient de S n'est pas nul si

et seulement si n est valeur propre de 1'application linéaire
U > HIGI(0) U - U G(0) (cf [C1] 4.1.).

Voici maintenant quelques changements de base utiles.

i) "cisaillements", cf. [G] ch. 14 ou [C] lemme 4.3.

Soit (e1,..., eu) le systeéme des valeurs propres de G(0) . Pour tout wu-uplet
d'entiers (n1,..., nu) » on peut trouver des matrices Ci € GLu(k) et des matrices

A; dont les seules composantes non nulles sont diagonales et appartiennent a -1,0,1),

telles que HIG1(0) est triangulaire (supérieure) et ses éléments diagonaux sont

(e1+n1,...,eu + nu), en posant H =TT x L C; -

ii) réduction a une équation différentielle.

D'aprés le lemme du vecteur cyclique, i1 existe une ligne de polyndmes q € kIx1¥,

telle que

m i h 5 (
" (hzo “_’gd;qﬁ? ¢ m-h))"‘

H € GLu(k[[x]])

et HIG] soit la matrice

0Ox.. 0
Cox
3, a,...2,

associée a une équation différentielle.

iii) élimination des singularités apparentes, cf. [C1] 4.2 ou [C2] 5.4.3.

On suppose que k est complet pour une valeur absolue | |. Soient a € k une
singularité apparente, et la classe des fonctions analytiques dans un voisinage

fixé de a . On suppose que G appartient a M (Q(L1/x-al). Alors i1 existe

4
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Ay comesh H s = s | =
( 15> ’lﬁ) appartenant 3 k~ avec [A1J| <1, Mﬁ; |Aij| |A1_J | 1, etla
propriété suivante : en posant
1 0
)\1. 1 >"i . A
H=q{ —— .., —=d W ligne 1.
i\(x-a) (x-a) < (x-a) [&~ g
0 1

alors HIG] € Mucyﬂ .

De plus, quitte a multiplier H par une matrice constante inversible C , on peut
mettre H[G1(0) sous forme triangulaire et, si la valeur absolue est non archimé-

dienne, on peut choisir C telle que

-1
MaxICijI <1, Max|(C )ijl <1 (cf. [C2]6.3.8.).

3. FROBENIUS.

3.1. Dorénavant nous supposons que k est complet pour une valeur absolue non
archimédienne de caractéristique résiduelle p >0 . Le corps E sera le complété du
corps  k(x) pour la norme de Gauss notée | |. On note E, Tle sous-anneau complet
de E formé des éléments analytiques sans pdle dans le disque D(a,1) et on note Ea
son corps de fractions ; pour Y € Mu(E) , on pose ||Y|l = Max IYij‘ . Onnote t un
point "générique" a la distance 1 de k dans une extension complete algébriquement
close © de Kk Tlinéairement disjointe de k(x) ; les disques D(t,r) sont ceux

de Q . On note @(t,r) 1'anneau des fonctions analytiques dans le disque D(t,r) .

On note enfin o un automorphisme de Frobenius de Q tel que t soit un point

de Teichmiller (t9 = tP , cf [C21 1.10.).

3.2. Le sous-anneau E, de k[[x-a]]l est stable sous 1'endomorphisme de
Frobenius
e, : f(x-a) > f9((x-a)P) ,
qui s'étend en un endomorphisme de E . L'extension E / @a(E) admet pour base 1,
x-8 ,...,(x-a)P . On note F » F®a 1'action naturelle de o, sur MP(E) .

Soit _#~ le E-module a connexion représenté par

(x-2%) d/dx - F 3
alors on note @aLfT Te E-module & connexion représenté par

]
(x-a) d/dx - pF @ dans la méme base.
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LEMME 1 ([c21 4.7.3).
Si _# est completement soluble dans & (t,R) et si Ja] <R/|p| , alors ¢,

est isomorphe a 9,0#7 .

3.3. Ici, a = 0 . On écrit

n
F = ngo F,ox € Mu(k)[[x]].

Pour 0 £ 1 <p , on pose

o-1 _n
.o F = F: X,
U1 ngo i+np

et on note UL#) 1le E-module & connexion représenté par

o°F xup_1oF... xU, o F
U1 o F Uo o Fooo X U2 o F
Upy o F cee Uy o F

et puis, pour o € Q , on note [al le E-module & connexion représenté par 3 - a .

Lemme 2 ([COT § 3).
Si A=~ alors U(¥) =U(s) ; d'autre part il y a un isomorphisme canonique

p-1
(Li/p]l &r) .

u(e ) ~
i=o
3.4. Inversion.
On reprend les notations du § 2 tout en gardant les hypotheses du § 3. On suppose
de plus :

(9) 6 €M (E)

(10) 1im HG(")!|= 0.

n>e

Alors la matrice

B (n) -i n
Hy = 1/p nzo G sz1 £ (z-1)"/n1) €M (E)

puisque

1/p p21 ' z-1)"/nt € Z, pour tout i . On suppose de plus que :
C:

(11) Les valeurs propres de G(0) appartiennent a pZ% et vérifient la condi-
tion (3) .
Une 1égere modification du calcul fait dans [C2] 6.4.4. (pour i = 0) donne
6
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1'équation suivante a Tire dans M (k[[x1]) :
(12) x7°

0
Hy ¥ .

6= Wy
On en déduit que HO(O) =1, donc Hj € GLU(EQ) .
Remarquons que 1'on a
YG = % Hi YG .
qui correspond a la décomposition de E/QO(E) dans la base 1 , x ,...
En posant

- _ p_.i
Hi = Ho + X Hi

X
—<
]
—~
[
—<

(13)

. . -~ o
Ainsi Hi(O) =1 et Hje€ GLu(Eo) .
On pose ensuite

F = (3(U, . Yg) + 1/0(U, - Yg) G(0)) (U, . v

et Fi = (a0, . Yg) + 1/0(0; . Yg) G(0))(D; - YG)"

si bien que 1'on a

9 X
(14) pF © = H_[G1, pF,°

H; (6]

(15) YF = U0 . YG s Y?i = Ui . YG et F(0) = 1(0) = (1/p) G(0) .

En décomposant sur la base 1,X,..., xp'1 de £ 2 on montre a partir de
o/@o(Eo)

(14) que F , Fi € Mu(Eo) .

3.5. Remarque. - Tout ceci pourrait s'écrire , mutatis mutandis, en substituant

a, lal =1, aupoint 0,0 & o ,etc..

a

3.6. On note J((resp._4f,,};) le E-module a connexion représenté dans une base

fixée par 9-G (resp. 3-F , a-?i) ; on a donc ®0L17 o ¢0L3;) = A,

Proposition 1. On se place sous les hypotheses (9) (10) (11). Soit R > 0 tel que

soit entierement soluble dans @”(t,R) . Si les composantes de la solution formelle
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en 0 de (2) ne sont pas toutes méromorphes au voisinage de 0 , on suppose en

1/p

outre que R > |p| . Alors les modules a connexion # et VZ? sont entiérement

solubles dans (t,Rp) .

(i) pour alléger la rédaction on traite le cas de _s~; celui de A se traite de

la méme maniere.

(i1) On commence par le cas ou la solution formelle Xo de (2) est méromorphe au
voisinage de 0 . Par conséquent G(0) est diagonale & coefficients entiers, et par
des cisaillements (cf. 2.4. (i).) on se rameéne au cas ou G(0) = 0 . Par construction
de F , on a alors XF = U0 - Xg o F(0) = 0 , ce qui montre que 0 est alors un

point ordinaire aussi pour 3-F . On peut donc poser

t-n/n! gln) _ ) F(")tm , t-n/nl e(n) ) Gé'n) " avec Fén),Gén) € Mu(k) .

m20 ) m20
Développons ensuite (xP-tP)" f (x t) np-l % s
avec %0, j € zZ , %p,0 ° 1 et o = 1 si i¢pZ
Soit V. (resp. W) une matrice & composantes analytiques dans un voisinage du

]
point générique t vérifiant & = pF °V , V(t) = I (resp. oW = FW , W(t) = I).

[}
D'aprés (14), ona W2 =V , ce qui se traduit par 1'égalité :

9
(*) 3 o/n tPEM) 0P oy g ¢ (M ey
nzo nzo

On pose alors H;“) = (Fé?ép)f’ si met n sont divisibles par p , alors (*)

donne

™) e 7y ng) tix-t)3 .
j2o 2o

[a]

) H(n) o
nZo m2o osfsn n,2

En notant que 2 est linéairement disjoint de k(x) sur k , on parvient au sys-
téme triangulaire supérieur strict :
6 = 3 o WD Pe0m
Mo-3  gshap M3 Mpon

Ce systeme s'inverse en donnant
(rin)yo cgld) ez ,
m oﬂigp fnn,5 B(men)p-j fn,n,i

8
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d'ot 1'on tire

RSUTIE Sup ”G(j)/j!” .
jsnp

IT est bien connu que cette inégalité implique que le rayon de convergence de W
est au moins la puissance p-iéeme de celui de V .
(ii1) Dans le cas général, on choisit un point de Teichmiiller a de valeur absolue1
tel que Te disque D(a,1) soit ordinaire pour .# (prolongement analytique de G
“a la Krasner"). Le point (ii) reste valable en placant 1'origine en a , c'est-a-dire
en travaillant avec Qa au lieu de ¢, cf. 3.5. . La technique décrite en 3.4. four-
nit un E-module & connexion .47 tel que @a(,¢3)==A¢ . D'aprés (i), 4; est entie-
rement soluble dans o (t,RP) et par hypothese RP > |p| . Le lemme 1 permet de con-

clure que :
o, (A7) =0 (sp) =0 () ~a .

Grdce au lemme 2, on obtient :
p-1 p-1
(**) o li/ple s+~ o [li/ple A
i=o0 i=0
Rappelons que _#; est, entierement soluble dans s(t,|p]) d'une part. D'autre
part, les exposants (mod. Z ) de 156 [i/p]1 .+ sont de valeur absolue 1/ p ; en
effet les exposants de .#~ en 0 sont dans Z p I1 n'est pas difficile alors de

conclure de (**) que Ay = 47> Ce qui établit la proposition.

3.7. Remarques. 1) L'égalité formelle (*) n'implique pas automatiquement que
r(W) 2r(V)P , comme le montre le contre exemple suivant :

V=x/t,W=(+xP-tP)ytP)/P |

1/, _
2) 11 est plausible que 1'hypothése R > |p|1/p (au lieu de R > |p| P ) soit

superflue.

4. NOMBRES DE LIOUVILLE (cf. [C2]6.3.4.).

4.1, Lemme 3 ([C2]6.3.6. ou [C1] 3.1.). Soit x € k~Z . Pour tout réel r < 1

tel que 1'inéquation

[x-n| < ymax(-n,n)

n'‘ait qu'un nombre fini de solutions, i1 existe un réel ¢ > 0 pour lequel on a

9
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n/p-1

[\

'ﬁ Min(1, |x-m]) 2 c r" |p]

m=0

pour tout n positif.

4.2. Par définition un tel nombre réel r n'existe que si x n'est pas un nombre

p

de Liouville au sens fort. Dans ce cas, r est remplacé par  r" si x est remplacé

par tout élément du sous-ensemble x/p + Q de k .

4.3. On rappelle qu'un nombre de Liouville (au sens faible) n'est pas algébrique

sur @ , et appartient a Zp
4.4, Le lemme qui suit est un 1éger raffinement de [C2] 6.3.7.

Lemme 4. - Supposons que G(0) soit une matrice triangulaire supérieure. Si les dif-
férences de ses valeurs propres ne sont ni des entiers non nuls ni des nombres de
Liouville au sens fort, alors il existe un réel r > 0 tel que Te minimum r(Yo)

des rayons de convergence des composantes de Y0 vérifie
_ 2, 2
r(¥g) 2 Min(1,Jl6l[h). Min(1,[l6(0)] "2 gp ¥ /P71 | ¥

De plus si les différences des valeurs propres de G(0) ne sont pas des nombres

de Liouville au sens faible, on peut prendre r =1

Preuve : On contemple Ta formule (8), qui établit une relation de récurrence entre

(v.)

n)ij et les Y_ et Tes (Yn)kn o m<n etol (k,1) décrit les points en-

m
tiers d'un rectangle dont (i,j) est le sommet supérieur droit. La longueur d'un

"chemin de récurrence" r liant (i,j) au sommet opposé est au plus 2u .Onobtient:

Il (Y || Max(1,]|a(0)2")

d'oll

IA

-1
1"
il s (Max 1 |6(0)p, *+ n - G(O),,| >Iln§0 Gnom Y

Y (k,&) GY

H M
Y Il @ 1 Max(1,[6(0),,+ n-G(O)
k=1 ¢

-1 2u
E] M ’ £
ol 1) Hax(1. 61D M| ax(1, 160} 12

et on conclut par le lemme 3 et la remarque 4.2 ; r ne dépend que de G(0) .

5. La spécialisation.

5.1. Soit G € Mu(Eo) ; on note e;,...,e les valeurs propres de G(0) , qu'on sup-

U
pose appartenir a Z p On considére un réel R , 0 <R £ 1 tel que le systeme
9X = GX soit entierement soluble dans w(t,R) .

Les énoncés de 1'introduction sont des corollaires du résultat suivant.

10
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Théoréme. - Pour tout réel r < 1 tel que chacune des inéquations

le;mn] < ymax(-n,n) ,

i=1c.0u,

n'ait qu'un nombre fini de solutions dans Z , et pour toute matrice Y vérifiant
un systéme différentiel du type (1) , on a

r(Y) > R.|p|“2/p_1 .r¥

Si de plus R > |p,1/pn pour un entier naturel n , alors

r(y) 2 R.lpl“z/(p'1)pn ol

5.2. Remarque. - La partie i) = ii) du "résultat 1" de 1'introduction s'en déduit

immédiatement, puisque sous ses hypothéses, n peut étre choisi arbitrairement grand.

5.3. Preuve du théoréme : elle se fait en plusieurs étapes.

(i) On effectue des cisaillements de maniére a se ramener au cas d'une matrice G1(0)

dont les valeurs propres f1 =t Ny, fu =e, +n, dans pZ% . Par un change-

ment de base constant, on n'a alors aucun mal a se ramener au cas ou [|G,(0)] < [p].
Ces transformations n'affectent ni r(Y) (7e minimum des rayons de convergence des

composantes de Y), ni R (cf. [C1] 4.1), et on a 61(0) € Mu(Eo) .

(ii) Si R S Ipl1/p , on transforme le systéme en une équation différentielle selon
2.4.71). La matrice de transformation H, est dans GLU(EO) n Mu(Eo) et la matrice
transformée G, = H,[G,] vérifie 16,1l < 1/R en vertu du théoreme de Dwork-Frobenius
[CZ] 4.8.1. On élimine les singularités apparentes éventuelles et on réduit G4(0) a
Ta forme triangulaire selon la procédure décrite en 2.4. iii), et on est ainsi ramené

& une matrice G; = HylG,] € Hu(Eo) ,||G3H S1/R , et r(Y) z r(YG3) . On est dans les

2
conditions d'application du lemme 4, qui donne r(Y) 2 R|p|* /p=s u

(iii) Si R > |p|1/p , on applique 1'inversion de Frobenius, cf. 3.4.6. On choisit
1'indice i de sorte que

r(ﬁi YG1) = Min r(ﬁj YG1) ;
comme on a

Yo, = DH, Y

G )

G 1

1
on trouve

r(Y) 2 Min (r(xP™J H YG1))= Min (r(A YG1))= r(H, ') - r(yﬁi)1/p

11
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puisque
- ¢0 _ - o . _ -
R0 = H[G,1 € Mu(Eo) et YFi = U;.G, .
La proposition 1 montre que le systeme 9X = FX est entigrement soluble dans
D(t,RP).
D'autre part, puisque ﬁi € Mu(Eo)’ le systeme 3V = p?1¢° V n'a de singularités
qu'apparentes dans D(0,1). On note V r une solution compléte de ce systeme analy-
a L
tique au voisinage de a" € D(0,1), et 0, la fonction u +» a(1+u.a'p)1/p qui est

analytique dans D(a,]p|p/p'1) . Alors

-1
W= (v )P o (x-aP)
ap al" a

est une solution compléte du systéeme oW = ﬁiw , analytique au voisinage de aP 5
cet argument montre que ce systeme n'a de singularités qu'apparentes. En éliminant
ces singularités éventuelles selon 2.4. iii), on aboutit & une matrice G4 = H4[§1]
vérifiant les hypotheses initiales (avec RP  au lieu de R) et on peut alors effec-
tuer les opérations (i) et (i1) précédentes sur cette nouvelle matrice, ce qui donne
une matrice G5 , avec
r.(YGS) > RP IpluZ/P"I rUZP .
Le fait que ce soit le méme réel r qui intervienne ici découle de la remarque4.2.
Or
R r(vGS)‘/p :

On obtient ainsi la conclusion du théoréme lorsque n = 0,1.

(iv) Si n =2,3,... on itere n fois le pas (iii), ce qui donne la conclusion du

théoreme dans le cas général.

6. APPLICATION A LA THEORIE DES G-FONCTIONS DE SIEGEL-BOMBIERI.

6.1. On suppose maintenant que les uz composantes d'une matrice A sont des
fractions rationnelles a coefficients dans Q , et on considere 1'opérateur différen-
tiel linéaire du premier ordre £ = d/dx - A . Pour chaque nombre premier p on note
Rp la borne supérieure des réels r tels que le systeme différentiel p-adique asso-
cié a £ soit entierement soluble dans D(tp,r). Dans sa théorie diophantienne des
valeurs de G-fonctions [B] , E. Bombieri considére les opérateurs “fuchsiens de type
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arithmétique", c'est-a-dire tels que

B(E) : = 7§ 1og+1/Rp <o, (log*" = Max(0,10g)) .
p

Cette condition entraine que Rp > 1/p1/p pour un ensemble de premiers p de
densité 1 ce qui entraine a son tour, en vertu d'un théoréme de Katz [B-S1, que les
singularités de £ sont régulieéres et leurs exposants sont rationnels. Pour presque
tout p on est donc dans lasituation ol le "résultat 2" s'applique, pour n=1 . Pour
cela, on considére la "partie uniforme" Y € GLU(Q[[x}]) de la solution au voisinage

de 0 comme dans 1'introduction. Dans [B] intervient aussi de maniére cruciale la

quantité

p(Y) : = 7§ 1og+1/rp(Y) + Log 1/r(Y) .
p

Proposition 2. Si £ est fuchsien de type arithmétique (i-e. B(£) < =) alors
p(Y) < o . Si on suppose pour simplifier que les exposants en 0 sont des entiers,

on a plus précisément :

p(Y) < B(£) + (1 + card(A))h(A) + uz(i 5%%% + 3 log p/p-1) ,
P

pngp
ol h est la hauteur Togarithmique sur Q@ et A 1'ensemble des singularités non-
apparentes a distance finie de £ .
Un énoncé analogue est valable sur les corps de nombres, avec de bonnes normalisa-
tions des valeurs absolues. On peut montrer d'autre part que dans cette situation, la
finitude de p(Y) entraine que les composantes de Y sont des G-fonctions [A] .

Ajouté sur épreuves : un développement de ces idées apparaitra dans "G-functions

and Geometry" ed. Vietseg, qui absorbe aussi [A] .
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