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SPECIALISATION DANS LES DISQUES SINGULIERS REGULIERS

Yves André

1. INTRODUCTION.

On se propose de generaliser dans deux directions un resultat de G. Christol [C1]

sur le principe de transfert dans les disques singuliers réguliers des systèmes dif-

ferentiels p-adiques ; ce theoreme affirme que si le systeme est entierement soluble

dans le disque générique D(t,1), si le disque D(0,1) ne contient qu’une seule

singularité a du systeme qui est reguliere, et si les differences des exposants en a

ne sont pas des nombres de Liouville p-adiques au sens faible (voir ci-dessous),

alors la partie uniforme de la solution complete en a est analytique dans D(a,1).

On va generaliser d’une part en remplacant D(t,1) par D(t,R), d’autre part en n’ex-

cluant que les nombres de Liouville au sens fort. On utilise comme dans [C1] les struc-

tures de Frobenius faibles mais d’une maniere differente ; voici les énoncés precis.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, complet pour une

valeur absolue t I de caractéristique residuelle p &#x3E; 0 , et soit t un "point gene-

rique". On rappelle que x E k est un nombre de Liouville au sens faible (resp. fort)

s’il existe un reel r  1 tel que (resp. si pour tout reel r &#x3E; 0) l’inéquation

 rmax(-n,n) admet une infinite de solutions n E 2 .

On pose 3 = x d/dx . Soit G une matrice ~-~ dont les composantes sont des ele-

ments analytiques sans pole dans

On sait qu’il existe une matrice

et une matrice constante C telles que
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Résultat 1. - Si les différences des valeurs propres de G(O) ne sont pasdes nombres

de Liouville au sens fort, associons-leur un reel r &#x3E; 0 comme ci-dessus. Supposons

qu’il existe une matrice U inversible dont les composantes sont des fonctions analy-

tiques dans D(t,1), et telle que 3U = G U. Alors les composantes de Y sont des

fonctions analytiques dans D(0,rp )B0 , et les valeurs propres de G(0) appartien-

2Z .
On trouve une reciproque partielle au theoreme 8.5 de 

Résultat 2. - On suppose que les valeurs propres de G(0) appartiennent 8 7lp , , et

que leurs differences ne sont pas des nombres de Liouville au sens faible. On suppose

aussi qu’il existe un entier naturel n et une matrice inversible U dont les com-

posantes sont des fonctions analytiques dans D(t,R) , avec

Alors les composantes de Y sont des fonctions analytiques dans D(0,r) avec

" --

Ces résultats ont une demonstration simultanée, voir le § 5.

Enfin au dernier paragraphe, on donne une application du resultat 2 a la theorie

des opérateurs différentiels fuchsiens de type arithmétique introduits par E-. Bombieri

dans le contexte des G-fonctions [B] .

Je remercie particulierement G. Christol de qu’il a manifesté pour cette

etude et de 1’aide qu’il ma apportée à composer la preuve cruciale de la proposition 1

ci-dessous, notamment en me signalant les lemmes 1 et 2.

2. RAPPEL SUR LA THEORIE FORMELLE DES SINGULARITES REGULIERES.

2.1. Dans ce paragraphe, k est un corps algébriquement clos de caractértstique nulle.

Soit 11 existe (cf. [G ch. 14) des matrices Y E et

C E M (k) telles que Y(0) = 1 et

(1) GY - YC . Cette equation signifie que X = Yx est la solution formelle

en 0 du système différentiel :

(2) 3X = GX .

En general on ne peut choisir C = G(0) , comme le montre l’exemple de Gantmacher
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(loc. cit.) G = (g ~) . Mais ia condition :

(3) Les differences des valeurs propres de G(0) ne sont pas des entiers non nuls,

entraine que C = convient, et une matrice vérifiant (1)

et I est alors unique.

2.2. Soient Y E GL (k((x))) et C E M (k(x)) d’autres matrices vérifiant (1).

Alors en posant

on obtient le systeme différentiel.

d’ou il 1 suit que V E M et les systèmes de valeurs propres de G(0) et C

sont congrus mod. 2l .

2.3. On définit par recurrence une suite de matrices G(n) :

On obtient

De plus

Sous l’hypothèse (3) on pose

et

Si de plus G(0) est triangulaire, on a la formu1e (cf.(C2] p. 194) :

qui permet de déterminer YG par recurrence.

2.4. Changement de base.

L’opérateur différentiel ~- G agissant sur le k«x»-espace k((x))  avec

la base canonique définit un a connexion intégrable, que nous notons M.

Tout changement de base dans M peut etre décrit conwne suit : 
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si X est annule par 9-6 alors HX est annulé par of

H[G] = aH.H-1 + HGH -1 .

Si de plus alors les composantes de

~i ~ 
sont dans k[x,1/x] et pour tout entier n le coefficient de S n’est pas nul si

et seulement si n est valeur propre de l’application linéaire

t~ -~ H[ G](0) U - U G(0) (cf [C1] 4.1. ) .

. voici maintenant quelques changements de base utiles.

i) "cisaillements", cf. [6] ch. 14 ou [C] lemme 4.3.

Soit (e1,..., e ) le systeme des valeurs propres de G(0) . Pour tout -uplet

d’entiers (n1’...’ n~) , on peut trouver des matrices Ci E GL~(k) et des matrices

A, dont les seules composantes non nulles sont diagonales et appartiennent a (-1,0,1

telles que H[G](0) est triangulaire (supérieure) et ses elements diagonaux sont
A.

+ n ~), en posant H = TT x 
1 

Ci .

ii) reduction a une equation différentielle.

D’apres le lemme du vecteur cyclique, i1 existe une ligne de polyn6mes q E 

telle que

et H[G] l soit la matrice

associee a une equation differentielle.

iii) élimination des singularités apparentes, cf. [C1] 4.2 ou [C2 ] 5.4.3.

On suppose que k est complet pour une valeur absolue ) ). Soient a E k une

singulante apparente, classe des fonctions analytiques dans un voisinage
fixe de a . On suppose que G appartient à M (([1/x-a]). Alors i1 existe
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(03BB1j,...,03BB j) appartenant a k avec H , Max JX.J = )X- . ! ] = 1 . et la
’J ~ !J -- !.J

propriété suivante : I en posant

" v

alors H[G] E M () .
J

De plus, quitte a multiplier H par une matrice constante inversible C , on peut

mettre H[G](0) sous forme triangulaire et, si la valeur absolue est non archimé-

dienne, on peut choisir C telle que

3. FROBENIUS.

3.1. Dorenavant nous supposons que k est complet pour une valeur absolue non

archimedienne de caractéristique résiduelle p &#x3E; 0 . Le corps E sera le complete du

corps k(x) pour la norme de Gauss notée I I. On note Ea le sous-anneau complet
0

de E forme des elements analytiques sans p61e dans le disque D(a,1) et on note Ea
son corps de fractions ; pour Y E M (E) , on pose = Max On note t un

point "générique" a la distance 1 de k dans une extension complète algébriquement

close 52 de k linéairement disjointe de k(x) ; les disques D(t,r) sont ceux

de . On note l’anneau des fonctions analytiques dans le disque D(t,r) .

On note enfin Q un automorphisme de Frobenius de ~ tel que t soit un point

de Teichmuner (ta = tp , cf ] 1.10.).

3.2. Le sous-anneau Ea de kr[x-a]] est stable sous l’endomorphisme de

Frobenius

qui s’étend en un endomorphisme de E . L’extension E / 03A6a(E) admet pour base 1,

x-a ,...,(x-a)p . On note F ~ F03A6a 1 ’action naturelle de 03A6 
a 

sur 

Soit N 1e E-module à connexion représenté par

alors on note 03A6a(N) le E-module à connexion représenté par

(x-a) d/dx - pF03A6a dans la même base.
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LEMME 1 ([C2] 4.7.3).

Si ~r est completement soluble dans et si I  
, alors 

est isomorphe a 

Pour 0 ~ i  p , on pose

et on note le E-module à connexion represente par

et puis, pour a E Q , on note [a] le E-module a connexion représenté par a - a .

Lemme 2 ([CO] § 3).

Si alors d’autre part il y a un isomorphisme canonique

3.4. Inversion.

On reprend les notations du §,2 tout en gardant les hypotheses du § 3. On suppose

de plus :

Alors la matrice

puisque

1!p rJ ~’ (~ -1)"/~’ ~ 2~ pour tout i . On suppose de plus que :
’

(11) Les valeurs propres de 6(0) appartiennent a pS et vérifient la condi-

tion (3) .

Une légère modification du calcul fait dans [C2] 6.4.4. (pour i = 0) donne
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l’équation suivante 8 lire dans 

On en déduit que I , s done H E GLp(E) .
Remarquons que 1’on a

qui correspond a la decomposition de dans la base 1 , x,..., 

En posant 
’

et

on a

Ainsi

On pose ensuite

et

si bien que l’on a

En decomposant sur la base 1,x,..., de (E) B on montre a partir de

(14) que F , i ~ M (o).

3.5. Remarque. -Tout ceci pourrait s’ecrire , mutatis mutandis, en substituant

a , 1 , au point 0, 4&#x3E; a a 4&#x3E; 0 ’ , etc..

3.6. On note N(resp. N, Ni) le E-module a connexion représenté dans une base

fixee par 3-G (resp. 3-F , 3 on a done 

Proposition 1. On se place sous les hypotheses (9) (10) (11). Soit R &#x3E; 0 tel que

soit entierement soluble dans . Si les composantes de la solution formelle
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en 0 de (2) ne sont pas toutes méromorphes au voisinage de 0, on suppose en

outre que R &#x3E; Ip ,1/P . Alors les modules a connexion sont entieremen

solubles dans (t,RP) .

Preuve :

(i) pour alleger la redaction on traite le cas de ~r; celui de ~ se traite de

la même manière.

(ii) On commence par le cas ou la solution formelle Xo de (2) est meromorphe au

voisinage de 0 . Par consequent G(0) est diagonale à coefficients entiers, et par

des cisaillements (cf. 2.4. (i).) on se ramene au cas ou G(0) = 0 . Par constructic

de F , on a alors XF.= UQ . XG , F(0) = 0 , ce qui montre que 0 est alors un

point ordinaire aussi pour 3-F . On peut done poser

Développons ensuite (xp-tp)n =  1, .(x-t)np-R- tR- ,
j=o "P~

avec

Soit V (resp. W) une matrice à composantes analytiques dans un voisinage du
~

point générique t vérifiant 9V = pF °v , v(t) = I (resp. 3M = FW , W(t) = I).

D’après (14), on a = V , ce qui se traduit par 1’ega’! Ite :

On pose alors si m et n sont divisibles par p , alors (*)

donne

En notant que Q est linéairement disjoint de k(x) sur k , on parvient au sys

tème triangulaire supérieur strict :

Ce système s’inverse en donnant



9

Spécialisation dans les disques singuliers réguliers

d’ou lion tire

11 est bien connu que cette inégalité implique que le rayon de convergence de W

est au moins la puissance p-ieme de celui de V.

(iii) Dans le cas general, on choisit un point de Teichmüller a de valeur absoluel 1

tel que le disque D(a,1) soit ordinaire pour ~f (prolongement analytique de G

"a la Krasner"). Le point (ii) reste valable en placant l’origine en a , c’est-à-dire

en travaillant avec 03A6a au lieu de 03A6o cf. 3.5.. La technique décrite en 3.4. four-

nit un E-module a connexion Na tel D’apres (11), Na est entiè-

rement soluble dans a(t,RP) et par hypothese RP &#x3E; Le lemme 1 permet de con-

clure que :

Grace au lemme 2, on obtient :

Rappelons que _4g est, entierement soluble dans d’une part. D’autre

part, les exposants (mod. de sont de valeur absolue 1 / p ; en

effet les exposants de N en 0 sont dans 7l p . 11 n’ est pas difficile alors de

conclure de (**) que ce qui etablit la proposition.

3.7. Remargues. 1) L’egalite formelle (*) n’implique pas automatiquement que

comme le montre le contre exemple suivant :

2) 11 est plausible que l’hypothèse R &#x3E; (au lieu de R &#x3E; )p! soit

superflue.

4. NOMBRES DE LIOUVILLE (cf. [C2] 6.3.4.).

4.1. Lemme 3 ([C2] 6.3.6. au [C1 ] 3.1.). Soit x E Pour tout réel r  1

tel que l’inéquation

 

n’ait qu’un nombre fini de solutions, i1 existe un réel c &#x3E; 0 pour lequel on a
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n Min(1, c r" pour tout n positif.
m=o

4.2. Par definition un tel nombre reel r n’existe que si x n’est pas un nombre

de Liouville au sens fort. Dans ce cas, rest remplace par rP si x est remplace

par tout element du sous-ensemble x/p + ~ de k .

4.3. On rappelle qu’un nombre de Liouville (au sens faible) n’est pas algébrique

et appartient a 

4.4. Le lemme qui suit est un léger raffinement de [C2] 6.3.7.

Lemme 4. - Supposons que G(0) soit une matrice triangulaire superieure. Si les dif-

ferences de ses valeurs propres ne sont ni des entiers non nuls ni des nombres de

Liouville au sens fort, alors i1 existe un r &#x3E; 0 tel que le minimum r(Y )
des rayons de convergence des composantes de Y vérifie

De plus si les differences des valeurs propres de G(0) ne sont pas des nombres

de Liouville au sens faible, on peut prendre r = 1 .

Preuve : On contemple la formule (8), qui etablit une relation de recurrence entre

et les Y et les ou m ~ n et ou ( k,1 ) decri t les points en-

tiers d’un rectangle dont (i,j) est le sommet supérieur droit. La longueur d’un

"chemin de recurrence" r liant (i,j) au sommet oppose est au plus 2p On obtient

d’ou

et on conclut par Ie lemme 3 et la remarque 4.2 ; r ne depend que de G(0) .

5. La specialisation.

5.1. Soit G on note e1,...,e~ les valeurs propres de G(0) , qu’on sup-

pose appartenir à p . On considere un reel R, 0  R ~ 1 tel que le systeme

3X = GX soit entierement soluble dans 

Les énoncés de 1’introduction sont des corollaires du résultat suivant.
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Th£or£me. - Pour tout reel r  1 tel que chacune des inéquations

~e~-n~  , ~ - 1,...,u ,

n’ait qu’un nombre fini de solutions dans 2l , et pour toute matrice Y vérifiant

un système différentiel du type (1 ) , on a

Si de plus R &#x3E; pour un entier naturel n , a

5.2. Remarque. - La partie i) =&#x3E; ii) du "resultat 1" de 1’introduction s’en déduit

immediatement, puisque sous ses hypotheses, n peut etre choisi arbitrairement grand.

5.3. Preuve du theoreme : elle se fait en plusieurs etapes.

(i) On effectue des cisaillements de manière a se ramener au cas d’une matrice 

dont les valeurs propres f1 = e1 + n1’...’ fu = e~ + n dans Par un change-

ment de base constant, on n’a alors aucun mal a se ramener au cas ou IIG1(0)1I ~ Ipl.

Ces transformations n’affectent ni r(Y) (le minimum des rayons de convergence des

composantes de Y), ni R (cf. [C1 ] 4.1), et on a G1(0) E M (Eo) .
(ii) Si R ~ !p!1/p , on transforme le systeme en une equation differentielle selon
2.4.ii). La matrice de transformation H2 est dans GL (f ) f1 M (E ) et la matrice

transformee G2 = vérifie ~G2~ ~ 1/R en vertu du theoreme de Dwork-Frobenius

[C2] 4.8.1. On elimine les singulantes apparentes eventuelles et on reduit Gi(0) a

la forme triangulaire selon la procedure décrite en 2.4. iii), et on est ainsi ramene

&#x26; une matrice G3 = H. [G2] ~ M (Eo) , ~G3~ ~ 1 /R , et r(Y) ~ r(YG3) . On est dans les

conditions d’application du lemme 4, qui donne r 2.

( iii) Si R &#x3E; on applique 1 ’ inversion de Frobenius, cf. 3.4.6. On choisit

1’indice i de sorte que

comme on a

on trouve
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puisque

La proposition 1 montre que le système 3X = FX est enticement soluble dans

D’autre part, puisque H. 1 E M (Eo), le système av = V nla de singularités

qu’apparentes dans 0(0,1). On note V une solution complete de ce système analy-

tique au voisinage de ar E D{0,1), la fonction u + qui est
a

analytique dans . Alors
-. " -

est une solution complete du systeme F.W , analytique au voisinage de ap ;
cet argument montre que ce systeme n’a de singularites qu’apparentes. En éliminant

w

ces singularites éventuelles selon 2.4, iii), on aboutit a une matrice G4 - H4[F;]
verifiant les hypotheses initiales (avec Rp au lieu de R) et on peut alors effec-

tuer les operations (i) et (ii) précédentes sur cette nouvelle matrice, ce qui donn

une matrice G5 , avec
_ "

Le fait que ce soit le même reel r qui intervienne ici découle de la remarque4

Or

On obtient ainsi la conclusion du theoreme lorsque n = 0,1.

(iV) Si n = 2,3,... on itere n fois le pas (iii), ce qui donne la conclusion du

theoreme dans le cas general.

6. APPLICATION A LA THEORIE DES G-FONCTIONS DE SIEGEL-BOMBIERI.

6.1. On suppose maintenant que les ~2 composantes d’une matrice A sont des

fractions rationnelles à coefficients dans  , et on considere l’opérateur differen-

tiel Iineaire du premier ordre £ = d/dx - A . Pour chaque nombre premier p on note

Rp la borne supérieure des reels r tels que le système differentiel p-adique asso-

soit entièrement soluble dans Dans sa théorie diophantienne des

valeurs de G-fonctions [B] , E. Bombieri considère les opérateurs "fuchsiens de type
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arithmétique", c’est-à-dire tel s que

Cette condition entraine que Rp ? pour un ensemble de premiers p de

densite 1 ce qui entraine a son tour, en vertu d’un theoreme de Katz [B-S], que les

singularités de £ sont régutières et leurs exposants sont rationnels. Pour presque

tout p on est done dans la situation ou 1e "resultat 2" s’applique, pour n=1 . Pour

cela, on considere la "partie uniforme" Y E GL de la section au voisinage

de 0 comme dans 1’introduction. Dans [8] intervient aussi de manière cruciale la

quantite

Proposition 2. Si £ est fuchsien de type arithmétique (i-e. S(£)  00) alors

p(Y)  oo . Si on suppose pour simplifier que les exposants en 0 sont des entiers,

on a plus preci sement : 
’

ou h est la hauteur logarithmique sur  et A 1 ’ensemble des singulartés non-

apparentes a distance finie de £ .

Un enonce analogue est valable sur les corps de nombres, avec de bonnes normalisa-

tions des valeurs absolues. On peut montrer d’autre part que dans cette situation, la

finitude de p(Y) entraîne que les composantes de Y sont des G-fonctions 

Ajoute sur epreuves : un developpement de ces idees apparaitra dans "G-functions

and Geometry" ed. Vietseg, qui absorbe aussi [A] .
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