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PROLONGEMENT ANALYTIQUE A TRAVERS UN T-FILTRE

*
par Alain BSCASSUT ( )

Soit (X, | |) wun corps ultramétrique complet algébriquenient clos. Pour toute
partie D de K , on notera H(D) 1le K-espace vectoriel des élénents analytiques
sur D, [Kl, E1], uuni de la topologie de la convergence uniforme sur D, et on

notera Hb(D) la K-algébre de Banach des éléments analytiques bornés sur D , nu-

nie de la norme |

.ﬂD de la convergence uniforme sur D . En particulier, on sait

que H(D) = Hb(D) si, et seulement si, D est fermé borné.
D'autre part, on note HO(D) la sous-algébre des f tels que.

BB v 2eD £(x) = 0

quand D n'est pas bornde.

Rappelons qu'on appelle T-suite croissante [Sl] de centre a , de diaudtre R ,
. ° < 3 < AY Y
une suite (Tm,i : qu,i) y 1€1i<k , ohles %;ie I, nel, et oh les
(r .) sy 1<isgk, , sont des trous de D de diametre p_ . , de centre «
H,1 n n,i m,i
inclus dans un wéme cercle C(a , 4 ) avec d_<d , vérifiant
n n -+l
d d
. Ll qm,i o} 9
0 =in,(ax [(7—) nj;éi(ﬁm AN )
9

n pm,i K, J

. d :
V) e Bl

Nous appellerons percement d'une T-suite
s <i <
(Tm,i P Ay g) s 1Si g

le nombre
0= inf(diam(Tm,i)) , 1§i<k,, nel

et nous dirons qu'elle est bien percée si p >0 .,

On définit de néne des T-suites décroissantes.

Alors nous savons qu'un filtre nonotone est un T-filtre si, et seulecent si, il
aduet une T-suite associée. Nous dirons qu'un T-filtre est bien percé si il admet

une T-gsuite bien percée associée.

Soit % un filtre nonotone d'un infraconnexe D . On notera Vo la sewui-norme

nultiplicative continue de 1'algeébre de Banach Hb(D) pour la topologie de la norme

i
des f € Hb(D) tels que llm5 f(x) =0 .

+ily » définie par @g(f) = 1im§|f(x)| , et on notera (&) 1'idéal premier fermé
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Alors, sur 1l'algebre de Banach quotient (Hb(D)ﬁé(S» , on peut définir
%(}_") = y4f) (puisque, par définition, ‘\yg(f) = 'q;g(f +9), Vo €38 ), et ¥

est une valeur absolue de (H(D)/3(%)) continue pour la norue quotient.

Par ailleurs, on sait que si la plage ®(%) d'un T-filtre est vide, alors
(E(D)/3(%)) est un corps.

Les théordnes P et P! qui suivent montrent que les éléments analytiques peuvent
se prolonger & travers un T-filtre bien percé, sans hypotheésc supplémentaire. Ils
ont été suggérés par la découverte due & Marie-Claude SARIMANT [82] d'un procédé con-
cret pour construire un prolongeuent d'une série de Taylor au deld de son disque de

convergence.

Nous allons Lontrer que les éléuents analytiques peuvent se prolonger de la fa-—

¢on suivante.

/ A}
THEORELE P. — Joit un infraconnexe fermé borné D , d'enveloppe d(a , R) , et

soit D' un infraconnexe adnettant un T-filtre décroissant hien percé, de centre

a ot de diaudtre R, tel que d(a , R) n D' =4 .

Alors, pour tout T € H(D) , il existe fe Hb(D uD') tel que f(x) = ¥(x) ,
YV x€ Do

Par inversion, il est équivalent de montrer le résultat suivant.

\ -
DHEORELE F's - Soit D un infraconnexe forué admettant un trou T =d (a , R) ,

et soit D' , un infraconnexe fermé borné inclus dans T , adnettant un T-filtre

croissant bien percé, de centre a , de diamdtre R . Alors, pour tout f € H(D) ,

il existe fe H(D uD') tel que f(a) =0 et f(x) =%(x), VxeD.

Renarques.

1° Les autres prolongeuents de f & Du D' sont de la forue f+h, o
n(x) =0, Vx eD.

20 Pour uontrer le théoréme P', il suffit de montrer 1l'existence de fe H(D uD'),
tel que f(x) =f(x) , Vxe D.En effet, il existe des éléuents o € 3(8) tels
que @(x) =0, Vzxe D, et tel que @(a) = f(a) , d'ou £ - ¢ est un autre pro-

longeuent de f nul en a .

COROLLAIRE. Soit D wun infraconnexe ferné avec un trou d (a , R) , et soit

D' un infraconnexe ferud inclus dans d (a , R) avec un T-filtre croissant bien

percé de centre a , de dianétre R .

L'application qui a tout f € H(D u D') associe sa restriction & D est une sur-

jection de H(D uDd!') sur H(D) .

Preuve. — Soit h e H(D') ; montrons qu'il existe f e H(D) tel que f(x) = n(x),

pour tout =x e D! .
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Considérons la décompogition Mittag-Lefflérienne de h sur D' . Alors h peut
stécrire n+h, on he HD ud(a,R)),et he HO(K \ d7(0o , R)) .

Gréce au théordme P', il existe T e HO(D uk \d(a, R)) tel que f(x) = h(x)
pour tout x e K \ 4 (a , R) , et par suite il suffit de considérer f = f+h pour

obtenir 1'élément f cherché.

La démonstration des théorémes P et P! s'appuie fondamentalement sur la proposition
1.

PROPOSITION 1. - Soit D wun infraconnexe admettant une T-suite croissante de

centre 0 , de diamdtre R , de percement p >0 , agsocide & un T-filtre

% . Alors, pour tout e >0 , il existe ¢ € 3(5) tel que

(a) o (x) - 1

(0) ligglly S 1+

¢ pour |x| <R(1 - ¢)

ol /A

On démontre cette proposition en reprenant la construction de [EB]’ et en imposant
des contraintes supplémentaires pour vérifier (a). La grosse difficulté consiste
alors & vérifier (b). Il serait impossible d'avoir un résultat analogue si les dia-

métres des trous tendaient vers O .

THEORELE A. — Soit D un infraconnexe fermé borné admettant un T-filtre bien per-

cé & plage vide & . Alors sur le corps quotient H(D) 1les topologies quotient de

i!\-.ID et de 5 sont équivalentes.

Preuve., ~ On fait la démonstration dans le cas o & est croissant, de centre O,

de diametre R .
Soit f € H(D) , et soit € >0 . Il existe 1 >0 , tel que |[f(x) - y&f)|_ <.

<
- le £ 1} « On peut naturellement imposer Tk,

quel que soit x€ D tel que ||x

Maintenant, en considérant g = ﬂ¢n e (%) , on voit que |f(x) - g;(x)ls 6

pour |x| <R(1 - i) et que, quand |x| =2R(1 -17) , on a

20x) - g, ()] < 120 35 (ugle) + ) T,

Pour tout f € H(D) , soit f son image dans (H(D)/3( %)) par la surjection ca-
sur (H(D);/3( %) . Alors on voit

nonique, et soit ||.;| la norme quotient de i'“D

que
E S E = e € (vg(£) + ) % ,
et ceci est vrai pour tout e >0 , d'ou |fjj < yg(f) %-, d'ou 1'équivalence des

deux topologies

Remarques -~ L'hypothése d'une T-suite bien percée est indispensable. En effet,

on a vu dans [E4] que, dans le cas le plus simple ou km =1 pour tout me N , si



5-04

limm_,00 diam(Tm) = 0 , alors la topologie définie par |.|| est strictement plus fine

que la topologie définie par la valeur absolue quotient de

l"s'
Les propositions 2 et 3 qui suivent sont une application du théoréme au cas ou la

plage du T-filtre, au lieu d'étre vide, est au contraire la plus grande possible.

PROPOSITION 2. - Soit R >0 , soit D wun infraconnexe fermé horné contenant

d(0 , R) et admettant un T-filtre § décroissant bien percé, de centre 0 et de

diamdtre R, et soit A = (H(D)/3(5)) . Alors la valeur absolue Es , quotient de

la semi-norme multiplicative wg définie par yg(f) = limglf(x)l , définit sur A
une topologie équivalente & celle de la norme |.| d'algébre de Banach quotient de
H(D) .

Preuve, - On a toujours $$(u) < jwj pour tout ue A . 30oit B=d(0 , R) , et
soit D' =D \ B . Pour tout f e H(D) , soit T son image dans A par la surjec-

tion canonique de H(D) sur A .
D'apres le théoréme 1, il existe M tel que
(1) £l <M ws(f) pour tout f e H(D') ,

et donc pour tout f € H(D) . Soit © 1le filtre croissant de centre O , de diame-

tre R . Alors d'apreés les résultats classiques, on sait que
(2) Wg(f) = wg(f) pour tout f € H(D) .

fiais puisque B C D, on sait que yg(f) = Ifilg » d'ou, d'aprés (1) et (2), on

voit que
iifl:lD = max(“f“Dv y Hf”B) SmaX(vg(f) y 1 \i’{.’j(f)) s \fg(f) ’
ce qui acheéve la démonstration.

Par inversion, comme corollaire, on obtient la proposition 3.

PROPOSITION 3. - Soit R > 0 ; soit D un infraconnexe contenant K \ d (0 , R)

et admettant un T-filtre bien percé croissant de centre O , de diametre R . Soit

A = (Hb(D)/g(g)) . Alors la valeur absolue quotient de la semi-norme multiplicative

Vo associde & § définit sur A une topologie équivalente a celle de la norme

d'algebre de Banach gquotient.

Prouve du théoréme P'. — Pour établir le thénréme P', il est immédiat de se rame-

ner au cas ov D est de la forme K \ d (a , R) . En effet la décomposition Mittag-

Lefflérienne d'un élément f € H(D) est de la forme fO + fl avec

£, € H(D ud (a, R))

et

£y € HO(K \d(a, R))

de sorte que le probléme se réduit & trouver un prolongement de fy » On va donc éta-

blir la Proposition 4.
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PROPOSITION 4, - Soit R >0, soit D=K \d (0, R) , et soit D' un infra-

connexe inclus dans d (0 , R) , admettant une T-suite croissante bien percée de

centre O , de diamdtre R . Alors pour tout f € Hb(D) , il existe fe€ H(DuU D!)

tel que f(x) =%(x), Vx eD.

Preuve. = Soit § 1le D-filtre de D' de centre O , de diamdtre R . On peut
naturellenent se rauener au cas ou D' admet un trou de centre O puisque d—(O,R)
contient des trous de D! . Alors x est inversible dans H(D!' u D) . Soit
A= (DU D)B(S)) , soit w 1la surjection canonique de H(D' U D) sur A , et

soit

la valeur absolue de A , quotient de la semi-norme multiplicative

. V5
définie sur H(D') par & .

30it f e H(D) ; on sait que f(x) est de la forme 5T B, 30it % = w(xz) .

1 1 © a D= gt
— = = n i
Alors lxl R L0 S converge dans™ A puisque A est

coupléte pour |.| d'aprés la proposition 3.

de sorte que la série 2

a
Soit he H(D' y D) tel que w(h) = ano — , soit e >0 . Soit N(&) tel que

(Ja|/R") ¢ pour n2zN(e), et soit f_ I Z?zo(ai/xi) e R(D' U D) pour n3%(e).

On sait que H(ai/xl)“D = (|ai]/Ri) et, par suite,

(2) it = fllp $e pour n2W(e) .
D'autre part
<0 & 2, |
®) e =0l iy 51 S () <2

Or, par définition, ]“‘(fn -n)| = 1im$l fn(x) - h(z)| .

Soit @ 1le filtre décroissant de D de centre 0 et de diamétre R . Dans
H(D' y D) on sait que
d'ou, d'apres (3)

limglfn(x) - h(x)|] <¢ .

Mais, gréce a (2), on a donc limg|f(x) - h(x)l & e . Ceci est vrai pour un ¢ > 0
quelcongue, d'ou 1im9(f(x) - n(x)) =0 .

ais puisque D est sans T-filtre, la semi-norme multiplicative ¥g définie

sur H(D) par wg(u) = limglu(x)l est une valeur absolue, d'ol la restriction de

h & D est égale a T .
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