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par Philippe ROBBA ( )

Nous avons montré dans un article précédent [Ro 1] comment 1'indice d'un opéra-
teur différentiel du premier ordre D dans un disque était 1ié au rayon de conver-
gence des solutions de cet opérateur en différents points. Nous avions également

mis en évidence des propriétés d'additivité de 1'indice.

Nous allons dans cet exposé utiliser ces deux résultats pour montrer que, dans un
disque B ol D n'a pas de singularité, il existe des disques fermés disjoints
Bi en nombre fini, uniquewent déterwinds, tels, pour tout disque B' contenu dans
B mais non dans un des Bi , 1'indice de D dans B' peut &tre calculé simple~
ment en déteriiinant les Bi contenus dans B' ; de uéme, pour tout point c¢ de B,
le rayon de convergence de la solution de D preés de c¢ peut &tre calculé & par-

tir des distances de c¢ aux disques Bi .

Observons que les Bi ne sont pas obtenus de facon constructive et & priori se
trouvent dans une extension sphériquement compléte de notre corps de base (supposé

algébriquetient clos).

1. Notations. = Soit K wun corps valué ultramétrique sphériquement complet, de ca-

ractéristique O .

On notera B (¢, r) (resp. B (c, r)) les disques fernés ( resp. ouverts) de

centre ¢ et de rayon r .

Soit M e€X(x) 3 posons D = (d/dx) - 7 . Si ¢ n'est pas une singularité pour
D (c'est-3-dire n'est pas un pdle de T ), on note pC(D) le rayon de convergen-

ce de la solution w de Du =0 au voisinage du point c .
Soit t un point générique du disque B (a , r) , on pose
p (D, r) =9, (D) .

On dira que le disque B(a , T) est de type S si pa(D , T) >r , ceci signi-
fie que la solution de Iw =0 prés du point générique t converge dans tout 1le
disque générique B (t, r) , donc que D est soluble dans le disque générique. Si-
non on dira que le disque Bi(a , T) est de type NS ( D est Non Soluble (noté N3)

dans le disque générique).

On notera H:(r) 1'espace de Banach des fonctions analvtiques bornées dans le

disque Bi(c , T)
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Hz(r) = anZO an(x -c) Ianl r —-—=>0}
H;(r) =2 502 (x —e)' 3 supla| r <+ =f .

On rappelle que 1'endomorphisme L d'un espace vectoriel E a un indice si

dim ker L <+ ® et dim coker L <+ ® , et alors l'indice de L est dénoté
x(L , E) = dim ker L - dim coker L .
Lorsque D possede un indice dans Hi(r) , on notera cet indice

xf(D,r = x(D, Hi(r))

Rappelons [Ro 1] que D a un indice dans H:(r) si, et seulenent si, Bi(c ’ r)
est de type NS.

Nous pouvons énoncer maintenant notre résultat fondanental.

s N\ -
2. THROAEME., - Supposons que 1) € k(x) n'a pas de pSle dans le disque B (a , R),
et posons D = (a/ax) = 1 « '

1. 31 p = pa(D , R) 2R (501t B (a, R) de tvpe S ), alors, pour tout
ceB(a,R), pc(D) = p et, pour tout r <R, B (e , r) cst de type S.

20,81 p= pa(D , R) <R (soit B (a, R) de type N3), alors il existe une

unique famille finie (B+(ci ’ ri))iEI de disques fermds disjoints contenus dans

B (a , R) , et des entiers m, >0 associés tels que, si 1'on pose
7 b4 i ?

- 1 _ _ 1y
n=2 o et P(x) =T (x-c;)
(a=1) 8i c € B+(ci R ri) , alors pc(D) =

2 nd +
(a=2) 3i ¢ €B (a ’ R) - LQQI B (ci ’ ri) , alors

pc(D) = T‘S’(‘c')‘r ’

(b-1) Si (e , T) C:B+(c:,L , ri) , alors Bi(c , ) est de type S,

(b-2) Si B (c , ) est de type NS, n'est pas contenu dans lJﬁEI BY (e,

et est contenu dans B (a , R) , alors

XC(D ’ T == B (c T )CBi(c r) N

- . + .
(b=3) Si Br(c , r) contient strictement au moins un des B (ci ’ ri) , 11 est de

tzpe N3«

Ainsi que nous le verrons & la remarque 3¢3 les ry sont entidérement déterinés

par la donnée de p , R, des cy et des ;.
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3. Reuarques. - Toutes les remarques s'appliquent & la situation du ¢ 2 , la seule

intéressante.

+ - .\ re (d
3.1l. — Les boules B (ci s ri) et les entiers mi sont entiérement caractéri-

sés par les conditions (a-1), (a-2) (resp. (b-1), (b-2)).

3.2. - La condition (a-1) (resp. (b-1)) exprime que les disques B+(ci , ri)
sont de type S, et la condition (a-2) (reSp. (b~2)) exprine qu'ils sont maximaux

avec cette propriété, par conséquent pour tout i , on a Pe (p, ri) =T, .
1

3.3. - Soit ¢ € B (a , R) « Pour r <R et > T si ¢ € B+(ci ’ ri) , On

voit, en prenant le point générique t de B (c , T) , que

PC(D y T) = pt(D) = T%T%TT = £T8T57 .

En particulier, en faisant tendre r vers R , on retrouve

PC(D , T) = TBTZTET =P
En prenant c¢ = ;i et en faisant tendre r vers r, 5 On trouve

Rm o Rm

(r.) ~ _m 1,
R A A T%#i ch cil

p
D, r) =
pci( y T5) Cp

Commie on sait que T, = pci(D ’ ri) on a donc

rm1+1 _ P R —
i ”j#i lcj - cil s

4. Quelques conséquences du théoréme fondamental. - On cohsidére toujours la situa-

tion du ¢ 2. Observons qu'alors - x;(D , R) =nm . Nous allons discuter le coupor-

tement de pc(D) suivant les valeurs de n ,

Observons que P est le polyndme constant si, et seulement si, m =0 et que si
n >0, alors |p(e)] < |pla(R) = R™ . I1 en résulte que, si m = O, pour tout
ceB(a,R), pC(D) =p, et que s'il existe un ¢ € B (a , R) avec pc(D) = p,
alors m =0 . (C'était déj& conmu (ef. [Ro1]).

Si m =1 on a un seul disque spécial B+(cl ’ rl) avec m, = 1 . Alors
- RS . g = . ai - >
T, =/Rp .51 Je - cll §r, ,ona pC(D) r, o osi le cll r, ona

pc(D) = (Rp/|c - cll) <r , etdomc T = JRp = SUP,ep(0,R) PC(D) .

De fagon générale, pour m > O , observons que l'on a, pour tout c € B (a , R) ,

SUp; o1 rila pc(D) >p, et donc SupceB~(a,R) pc(D) = SuP;r Ty e

Si m>1, on a d'aprés la formule 3.1

n
r2 _ R p
i 7 _my-1 M _ m,
! 1oy = ol

> Rp .



12-04

On voit que la valeur maximale pour T, est obtenue lorsqu'on a un seul disque

B+(c , r) avec m,6 =m , et alors rm+1 = R® p « Finalement, pour m > 1, on a

1 1
J(Rp) < sUP, cp(4 R) po(D) < (R® p)l/(m+l)

on obtient la valeur maximum dans le cas d'un seul disque B(c1 ’ rl) , et on se
rapproche de la valeur minimale dans le cas de m disques avec les ici - Cc.| pro-

J
ches d¢e R .

5. Démonstration du théortme fondamental.

10, C'est & peu prés évident. Si p > R, la solution prés de 1t est définie

dans B (a , *) et donc coincide avec la solution prés de ¢ . Donc pC(D) =D .

Si p=1R, d'aprés le principe de transfert [Dw], 1a solution prés de ¢ con-
verge dans B (c ’ R) , et elle ne peut avoir un rayon de convergence plus grand quec
R car sinon elle coinciderait avec la solution prés de t et on aurait p > R

Donc, dans ce cas, on a encore pC(D) =R=¢p.

20, Nous commengons par démontrer (b-1) et (b-2), nous en déduisons (a-1) et
(a—2).

On utilisera les propriétés suivantes que l'on trouvera dans [Ro 1].

Si le disque Bi(c , r) , contenu dans B (a , R) , est de type NS, alors, pour
r<r' <R, Bi(c , r') est de type NS, et on a

02D, r) 2, r) 2%, )

e

la fonction xz(D , r) (resp. x;(D , ) est continue & droite (resp. & gauche) ;
si B'(c, r) = Lg B—(dj , ), les B—(dj , ) é&tant disjoints, on a

(D, r) = 2 xaj(D ) T) .

I1 en découle immédiatement que si les disques disjoints B+(aj ’ rj) sont con~

tenus dans B (c , r) on a

+ -
2 Xaj(D ENESSCFEN

Notons 8 1la famille des disques B+(c , r) fermds de type NS contenus dans
B (a, R) tels que x (D, r) <0 .
Si 1'on a des éléments disjoints B+(aj , rj) de 78 , comme ils sont contenus

dans B (a , R) on a

J

ce qui montre que, si l'on a m + 1 disques appartenant & & , 1l'un d'entre eux

doit &tre contenu dans 1'un des autres. Si N8 est muni de la relation d'ordre dé-
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finie par 1'inclusion, on a donc au plus m chaines maximales disjointes dans 7S .

Soit (Ci)iel une famille maximale de chafnes maximales disjointes. Posons
+ _ +
B (Ci ! ri) - nB+(c,r)ECi Be, ).

Cette intersection est non vide parce que K est sphériquement complet.

On pose

R +
0= llmB"(c,r)ECi Xc(D » T)

Montrons que B+(ci ’ ri) est de type S. En effet si B+(ci , ri) était de type
NS, il existerait c¢ € B+(ci , ri) tel que x;(D , ) <0 et alors, pour r' <r
assez proche d¢ r , B+(c , r') serait de type NS avec x;(D ’ r!) = x;(D , r) <0,
done B+(c , ¥') appartiendrait & I8 ce qui contredirait la maximalité de la
chaine Ci .

Les B+(ci ’ ri) et les m. sont les disques et les entiers annoncés par le

théoreme. La propriété (b~1) découle du fait que les B+(Ci y ri) sont de type S.
Nous allons vérifier la propriété b-2.

Par définition de m, , pour r > T, suffisamment proche de Ty B+(ci s T) est

de type NS et 1'on a x; (p , T) =~ m, avec B:t(c:.L , ¥) ne contenant pas de
B+(cj , rj) pour j # iY, pour Bi(ci , r) 1la propriété (b-2) est donc vérifide.
I1 en résulte également, d'aprés ce qu'on a vu au début de ce paragraphe, que, pour
+ - n ,
B (c , r) contenu dans B fa , R) et non dans L& B+(ci y ri) , B(c, r) est de
type NS et

4

+ Y .
XC(D » T) § B+(ci,ri)CBi(c,r) By

-+

Soit & 1'ensemble des B (c , r) de ce type pour lesquels on n'a pas égalité.

Supposons & non vide.

Soit € une chatne maximale dans & (ordonné par 1l'inclusion), considérons 1'in-
tersection des disques de la famille € . Supposons que le disque ainsi obtenu soit
de type NS. S'il est fermé, par suite de la propriété de continuité de 1'indice, il
appartient & la famille & ; alors, par suite de la propriété d'additivité de 1'in;
dice, il contient une boule ouverte de méme rayon qui appartient & la famille &
ce qui contredit la maximalité de C . Si ce disque est ouvert, c'est qu'il appar-
tient & C ; par suite de la propriété de continuité de 1l'indice il contient un dis-
que de rayon plus petit appartenant & la famille & . Il en résulte que 1l'intersec-—
tion des disques de ¢ est de type 3 et donc un des B(ci ’ ri) . lais on a vu qué

les disques 'B(ci,r) , avec T > T, assez proche do Ty s n'appartznaiont pas a &
On a donc une contradiction ce qui montre que & est vide.
Déuontrons maintenant (a—l) et (a—2).

Comme B+(ci , ri) est de type S, d'aprés le théordme de transfert [ Dw]
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gi ¢ € B+(ci ’ ri) , comne D n'a pas de singularité dans B (c ’ ri) , On a

Soit ¢ € B (a, R) -U B+(ci ) ri) . Posons o := pc(D) . Le disque B (c, p)

i€l
est de type S et ne peut donc contenir aucun des disques B+(ci ’ ri) car cela con-
tredirait (b-2). Pour o <r <R, B+(c , ) est de type NS car sinon on aurait

pc(D) = r contrcdisant la définition de o . On sait alors [Ro 1] que 1l'on a la re-

lation

d Log pc(D , r)'i B X?(D i
= %o R R

d Log r
Le polynfme P étant défini dans 1'énoncé, on sait que l'on a

d Log |P| (r)
d Log T

+
= ord (P , r)

ou ordi(P , r) ddsigne le nombre de zéros de P dans le disque F(c , T) .
Comne d'aprds (b-2) (et la définition de P ), X (D, r) =-n g&i(p, r), il en

résulte que

o (D, =) = ¢/|2] (2)

On détermine la constante C en choisissant r =R , ce qui donne
1
c=p [P ,(R) =p R .

Par continuité, on obtient, en faisant tendre r vers o,
il
o (D, o) = p B7/|P[ (o) .

Comme pC(D , G) =0 = pC(D) est coume, P n'ayant pas de zéros dans B (c , o),

IPIC(G) = |p(c)| , on obtient la relation (a-2).

6. Bxamples. — Nous allons commencer par indiquer unc méthode permettant de cal-
culer l'indice d'un opérateur D = (4/ax) - 1| dans un disque. Nous supposons que
nous nous sommes ramends au cas du disque B+(O ’ 1) . Nous supposerons également
que D n'a pas de singularités dans B+(O , 1) , mais ce que nous dirons resterait
valable sinon 3 condition de considérer l'indice généralisé de D (ef. [Ro 2]). I1
résulte de la démonstration du théordme 4.2 que, si 1'on iénote par 7 € K(x) 1le .

reste de 1a division de (a%/ax™) par D, le disque B'(0 , 1) est de type NS si,

et seulement si, il existe un n pour lequel lnn‘gauss >|n | . Si m est le
plus petit n pour lequel cette inégalité a lieu, on a, pour c € B (0 , 1) ,
= 1 =+
xc(D , 1) = - = ordc(ﬂm , 1) .
S

Dans la pratique, m est toujours de la forme m=p .

Le critére est facile 3 appliquer dans les deux cas suivants
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(a) | >1, onprend m=1 et
gauss
+ £/,
K (D, 1) =~ ord (1, 1)

(b) lnlgauss =1 et lnplgauss =1, onprend m =p . B'aprés un résultat cé-

1¥bre de Barsotti [Bal], on sait que 1'on a, en caractéristique p ,
ﬂp _ ﬁ(P*l) + TP

Alors lnplgauss = 1 équivaut a ﬂp , et on a alors ordc(ﬂp,l) = ordC ﬂp
et ord (1 1) =d
0 (]p ) eg Wp
Prenons alors D = (d/dx) - xp_l .
Le critére précédent nous montre que, pour R > 1, on a

Xg(D , R) = - ordi(xp -1 ,R) ==-(p-1).
On obtient pour r =1
c o= 4 PP LGP )P s (x - 1)P (x-2)® es (x - (p - 1)P (mod D)
Ce qui montre que
(D, 1) =x5(D, 1) = .uu = x;_l(D , 1) =—~1.
Par ailleurs la solution de D prés de t étant exp(xp - tp)/p , on trouve que,
pour r <1, p,(D, )= p—l/(p_l) et donc par continuité po(}),1)=p=p'l/(p"1

Il existe dome c, € B(i1,1), i=1, 1 ... (p=1) tel que

S = p—l/Q(P‘l) ]

(D, c;)

il

Déterminons pl(D) . Posons x=1+y . La solution de D preés de 1 est

11
u(x) = exp(x® - 1)/p = exp(yp vy + 202 () v
exp(¥*= + y) converge pour ord Yy > —m——= 2(P )
P PT(p-1)

1 ,py 3
5 ord
exp(p (j) y ) converge pour y > 'TETTT?)

2(p = 1)
p?(p - 1)

1 - 7’ . Y
Par conséquent si T o1) ce qui équivaut & p >3, on a

pl(D) - p‘(l/z(P“l)) .

Ceci montre que, dans ce cas, on peut prendre ¢, = 1, et de néne c; = i pour
i=2aoo (p“'l)o

Par contre, pour p=2, 3 , on a

2 i/ (e-1)
0, (D) = o (2le-1) /p (p-1)) _ - e - Ti —

I



ce qui donne

—1t72 5
P p(p-1) D

appartient a une extension ranifiée de Qp .

ordp(l—cl)=_ 1, 2p-1) __p-1

ce qui montre que cy

Je pense que, pour p =3 , 4 peut &tre choisi dans une extension finiment ra-

nifiée de Qp , btandis que, pour p =2, c¢, appartient essentiellement & 1l'exten-

1
sion maximalement conplete de EP .

Pour p =2 , on trouve, en posant x = c; +t Y,

2 2
u(x) = exP(ZL—%—EL) = exp(Z§-+ C ., ¥) e

2_1/2 . Sionpose y=-2c, z et

1/2

it =~ 2 02 , on voit que exp m'(z - 52) a rayon de convergence 2 . Avec

2)1/(2-1) 21/4

Cette fonction a rayon de convergence

. 2
=~ 2 on voit que exp m(z - 2°) a rayon de convergence

/2 .

o= (-

v

On a lﬂl = ln‘|

1
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