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QUELQUES REMARQUES SUR LES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS D’ORDRE 1

Philippe ROBBA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. ROBBA)
11e année, 1983/84, n° 12, 8 p. 30 janvier 1984

Nous avons montre dans un article précédent [Ro 1J comment l’indice d’un opéra-
teur différentiel du premier ordre D dans un disque était lié au rayon de conver-

gence des solutions de cet opérateur en différents points. Nous avions également
mis en évidence des propriétés d’additivité de l’indice.

Nous allons dans cet exposé utiliser ces deux résultats pour montrer que, dans un

disque B où D n’a pas de singularité, il existe des disques fermés disjoints

en nombre fini, uniquement déterminés, tels, pour tout disque B’ contenu dans

B mais non dans un des B. , l’indice de D dans B’ peut être calculé simple-

ment en déterminant les Bi contenus dans B’ j ; de même, pour tout point c de B,

le rayon de convergence de la solution de D près de c peut être calculé à par-

tir des distances de c aux disques B..
Observons que les B, ne sont pas obtenus de façon constructive et à priori se

trouvent dans une extension sphériquement complète de notre corps de base (supposé

algébriquement clos).

1. Notations. - Soit K un corps valué ultramétrique sphériquement complet, de ca-

ractéristique 0 .

On notera B+(c , r) (resp. B-(c, r)) les disques férues ( resp. ouverts) de

centre c et de rayon r .

Soit 11 E K(x) ; posons D = (d/dx) - TI .. Si c n’est pas une singularité pour

D (c’est-à-dire n’est pas un pôle de T( ), on note le rayon de convergen-

ce de la solution u de Du = 0 au voisinage du point c .

Soit t un point générique du disque B+(a , r) , on pose

On dira que le disque B~( a , r) est de type S si p~(D , r) ceci signi-

fie que la solution de ru = 0 près du point générique t converge dans tout le

disque générique B"(t , r), donc que D est soluble dans le disque générique. Si

non on dira que le disque B(a, r) est de type NS ( D est Non Soluble (noté 

dans le disque générique). :

On notera l’espace de Banach des fonctions analytiques bornées dans le "

disque r)
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On rappelle que l’endomorphisme L d’un espace vectoriel E a un indice si

dim ker L  et dim coker L  + ~ , et alors l’indice de L est dénoté

’ 

x(L , E) = dim ker L - dim coker L .

Lorsque D possède un indice dans on notera cet indice

Rappelons [Ro 1] que D a un indice dans H+03B1(r) si, et seulement si, B:f:(c, r)
c

est de type NS .

Nous pouvons énoncer maintenant notre résultat fondamental.

2. Supposons gQ£ TI E k(x) n’a pas de pôle jans le disque B-(a, R) ,

et posons D = ( d/dx) - fil . 

’

1° . Si p i= R) pR (soit B (a , R) de type S ) , alors, pour tout

c E B-(a , R) , P (D) = P et, pour tout r  R , r) est de type S.
c -

2° . Si p - Pa(D , R)  R (soit B-(a, R) de tir e N3), alors il existe une

unique famille finie (B+(c. , r.)). Ide disques fermés disjoi.nts contenus dans
B (a , R) , et des entiers n. &#x3E; 0 associés tels que, si l’on

(b-l) Si UX(c , ri) , alors r) est de type S,

(b-2) Si r) est de typeNS, n’est pas contenu dans 

et est contenu dans B"(a , R), alors

(b-3) Si B±(c , r) contient strictement au moins un dea B+(c. , ri) il est de~b_3 ~ S1 ~ ( c , r ~ con i J. 1. ..:..._.......~,...,.

type NS.

Ainsi que nous le verrons à la remarque 3.3 les r, 1 sont entièrement déterminés

par la donnée de p , R , des ci et des 
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3. Remarques. - Toutes les remarques s’appliquent à la situation du § 2 , la seule

intéressante.

3 . 1 . - Les boules B+(c. , , r . ) et les entiers m. sont entièrement caractéri-

sés par les conditions ( a-1 ) , ( a-2 ) (resp. (b-l), ( b-2 ) ) .

3 . 2 . - La condition ( a- 1 ) ( re sp. ( b- 1 ) ) exprime que les disques B+(c. , r . )
i ~

sont de ty-pe S, et la condition (a-2) (resp. (b-2)) exprime qu’ils sont maximaux
avec cette propriété, par conséquent pour tout i, on a p (D , r. ) = r... 

- ci i 1

3.3 . - Soit c E B-(a , R) . Pour r  R et r&#x3E; r. si c é B+(c. , r. ) , on
1 i 1

voit, en prenant le point générique t de B+(c, r) , que

En particulier, en faisant tendre r vers R , on retrouve

En prenant c = c. , et en faisant tendre r vers ri "on trouve

Conne on sait que r. = 03C1 (D , ri) on a donc
a. ci i

4. Q£el§u£s conséqueces du théorème fondamental. - On cohsidère toujours la si tua
tion du § 2. Observons qu’alors - X-CD , R) = D . Nous allons discuter le compor-

a

tement de p (D) suivant les valeurs de m.
c

Observons que P est le polynôme constant si, et seulement si, D = 0 et que si

n &#x3E; 0 ,alors Ip(c)1 (  Ipl 
a 
(R) = Rm . Il en résulte que, si m = 0 , pour tout . 

.

c E B-(a , R) , p (D) = p , et que s’il existe un c E B-(a , R) avec p (D) = p,

alors n = 0 . (C’était déjà connu (cf. [Ro 1J).

Si hl = 1 on a un seul disque spécial B+(Ci’ ri) avec mi = 1 . Alors .

ri = ,jR-P . Si le - c1 |  r1 , on a Pc(D) = r1 ; Si |c - c1| &#x3E; ri on a

= (Rp/lc -  r1 , et donc ri = JG = 

De façon générale, pour m &#x3E; 0 , observons que l’on a, pour tout c E B-(a , R) ,

ri  03C1c(D) &#x3E; P ’ et donc P (D) = supi~I r..
Si L1 &#x3E; 1 , on a d’après la formule 3.1
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On voit que la valeur maximale pour r. est obtenue lorsqu’on a un seul disque

B~(c , r) avec m =m , et alors pour m &#x3E; 1 , on a

on obtient la valeur maximum dans le cas d’un seul disque B(c~ , ri) , et on se
rapproche de la va leur minimale dans le cas de m disques avec les l c~ - c.1 l pro-

ches de R.

5. Démonstration du théorème fondamental.

1° . C’est à peu près évident. Si p &#x3E; R , la solution près de t est définie

dans B (a y r) et donc coincide avec la solution près de c . Donc p c (D) = p .
Si p = R , d’ après le principe de transfert la solution près de c con-

verge dans B (c , R), et elle ne peut avoir un rayon de convergence plus grand que
R car sinon elle coïnciderait avec la solution près de t et on aurait p &#x3E; R .

Donc, dans ce cas, on a encore p c (D) = R = p .

2°. Nous commençons par démontrer (b-l) et (b-2), nous en déduisons (a-1) et

(a-2).
On utilisera les propriétés suivantes que l’on trouvera dans (Ro 1J.

Si le disque B~(c , r) , contenu dans B (a , R) , est de type NS, alors y pour

r  r’  R , B(c, r’) est de type et on a .

la fonction ~+c(D , r) (resp, x"(D , r) est continue à droite (resp, à gauche) ;

si B+(c , r) == U. B-(di , r) , les B-(di , r) étant disjoints, on a
J J J

Il en découle immédiatement que si les disques disjoints B+(a. ,r.) sont con-
J J

tenus dans B-(c, r) on a

Notons 5lS la famille des disques B~(c , r) fermés de type NS contenus dans

B-(a , R) tels que ~(D , r) 0 .
Si l’on a des éléments disjoints B~(a , r .) de comme ils sont contenus

J J

dans B-(a, R) on a

ce qui montre que, si l’on a m + 1 disques appartenant à d’entre eux

doit être contenu dans l’un des autres. Si est muni de la relation d’ordre dé-
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finie par l’ inclusion, on a donc au plus m chaînes maximales disjointes dans 7l£ .

Soit ~’1&#x3E;&#x3E;1 une famille maximale de chaînes maximales disjointes. Posons

Cette intersection est non vide parce que K est sphériquement complet.

On pose
.

Montrons que B+(ci , r.) est de type S. En effet si B+(ci , ri) était de type

NS, il existerait c ~ B+(ci , ri) tel que ~-c(D , r) 0 et alors, pour r’ r

assez proche do r , B+(c , r’) 
i 

serait de type NS avec ~+c(D , r’) = ~-c(D , r) 0,

donc B+(c , r’) appartiendrait à NS ce qui contredirait la maximalité de la

chaîne C..

Les B~(c. , r.) et les m. sont les disques et les entiers annoncés par le

théorème La propriété (b-l) découle du fait que les B+(ci , ri) sont de type S.

Nous allons vérifier la propriété b-2.

Par définition de m. , pour r &#x3E; r. suffisamment proche de r~, B (c~ ~ r) est

de type NS et l’on a ~+ci (D , r) = - mi avec B±(ci , r) ne contenant pas de

B+(ci , r.) pour j ~ ii, pour B±(ci , r) la propriété (b-2) est donc vérifiée.

Il en résulte également, d’après ce qu’on a vu au début de ce paragraphe, que, pour

r) contenu dans B’(a , R) et non dans Ui B+(ci , ri) , B±(c , r) est de

type NS et

Soit 5 l’ensemble des B~(c , r) de ce type pour lesquels on n’a pas égalité.

Supposons S non vide.

Soit C une chaîne maximale dans 5 (ordonné par l’inclusion), considérons l’in-

tersection des disques de la famille C . Supposons que le disque ainsi obtenu soit

de type NS. S’il est fermé, par suite de la propriété de continuité 
de l’indice, il

appartient à la famille 0 ; alors, par suite de la propriété d’additivité de l’in-

dice, il contient une boule ouverte de même rayon qui appartient à la famille 
0

ce qui contredit la maximalité de C . Si ce disque est ouvert, c’est qu’il appar-

tient à C ; par suite de la propriété de continuité de l’indice il 
contient un dis-

que de rayon plus petit appartenant à la famille 0. Il en résulte que l’intersec-

tion des disques de e est de type S et donc un des ri) . Mais on a vu que
les disques avec r &#x3E; ri assez proche do ri , n’appartmaiont pas a , .
On a donc une contradiction ce qui montre que 6 est vide.

Démontrons maintenant ( a- 1 ) et (a-2). ;

Comme B+(c. , r.) est de type S, d’après le théorème de transfert [Dw]
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si c E B+(ci ’ ri) , comme D n’a pas de singularité dans B-(c, ri) , on a
p (D) = r..
c ~

Soit c E 1a , R&#x3E; - B+(c. , r.) . Posons U := p(D) . Le disque B+(c, p)

est de type S et ne peut donc contenir 1. aucun des disques C B+(c. , r. ) car cela con-

tredirai t (b-2). Pour cr  r $ R , É(c , r) est de type NS car sinon on aurai t

p (D) = r contredisant la définition de cr. 0n sait alors [Ro 1] que l’on a la re-
c

lation

Le polyn8ne P étant défini dans l’énoncé, on sait que l’on a

où r) désigne le nombre de zéros de P dans le disque B (c ~ r) .
Comme d’après (b-2) (et la définition de p), x~(D , r) = - n é(P , r) , il en
résulte que

On détermine la constante C en choisissant r = R , ce qui donne

Par continuité, on obtient, en faisant tendre r vers cr,

Comme p (D , o) = 0 = p (D) est comme, P n’ayant pas de zéros dans ù(c , 0),

Ipi c (0) = Ip(c)1 , on obtient la relation (a-2).

6. Examples. - Nous allons commencer par indiquer une méthode permettant de cal-

culer l’indice d’un opérateur D = (d/dx) - Ti dans un disque. Nous supposons que

nous nous sommes ramenés au cas du disque B~(0 , 1) . Nous supposerons également

que D n’a pas de singularités dans B~(0 , 1) , mais ce que nous dirons resterait

valable sinon à condition de considérer l’indice généralisé de D (cf. [Ro 2~). Il

résulte de la démonstration du théorème 4.2 que, si l’on iénote par ~ E K(x) le

reste de la division de par D, le disque B~(0 , 1) est de type NS si,

et seulement si, il existe un n pour lequel )ïi !) ’ Si m est le

plus petit n pour lequel cette inégalité a lieu, on a, pour c E B (0 , 1) ,

Dans la pratique, m est toujours de la forme m = p~ .

Le critère est facile à appliquer dans les deux cas suivants
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(a) &#x3E; 1 , on prend m = 1 et
gauss

(b) = 1 1 = 1 , on prend m = p . un résultat cé-
gauss , gauss

lèbre de Barsotti on sait que l’on a, en caractéristique p,

Alors )n) gauss =1 ÏL ~ 0 , et alors == 

et 1) 

Prenons alors D = (d/dx) - x .

Le critère précédent nous montre que, pour R &#x3E; 1 y on a

On obtient pour r = 1

Ce qui montre que

Par ailleurs la solution de D près de tétant on trouve ue,
pour r  1, r) = et donc par continuité 

Il existe donc c. G B (1 , 1) , 1 = 1 , r ... (p - 1) tel que

Déterminons Posons x = 1 + y . La solution de D près de 1 est

Ceci montre que, dans ce cas, on peut prendre 1 , et de même ci 
= i pour

i= 2 ... (p - 1) .

Par contre, pour p=2 , 3 , on a
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ce qui donne

ce qui montre que cl appartient à une extension ramifiée de 

Je pense que, pour p = 3, c peut être choisi dans une extension finiment ra-

mifiée de £~ , tandis que, pour p = 2, c ~ appartient essentiellement à l’exten-

sion maximalement complète de C .

Pour P = 2 , on trouve, en posant x = c1 + y ,

Cette fonction a rayon de convergence 2 -1/2 . Si on pose y = - 2 c. 
z et

nt = - 2 c2 , on voit que exp nl(z - z2) a rayon de convergence 21/ . Avec
fî=(-2)=-2 on voit que exp n(z - z) 2 a rayon de convergence 2 ~ 
On a = |03C0’| == 1/2 .
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