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Ve X
UN THEORELE DE MITTAG-LEFFLER
SUR CERTAINS CORPS VALUES TE RANG SUPERIFUR A 1
(d'aprés Y. FENEYROL-PERRIN et L. HADDAD [57)

par Yvette FENEYROL-PERRIN (w)

Les corps dont il s'agit sont des corps valués, dont 1l'anneau de valuation possede
une suite d'idéauxz premiers strictenent décroissante d'intersection 1'idéal nul, et

qui sont complets et algébriquement clos.

Soit K wun tel corps. On se place dans le cadre de la théorie des fonctions ana-
lytiques basée sur la notion d'élément analytique "au sens de Krasner" qui a été
élaborée par Y. FEWEYROL-PERRIN ([ 2], [3]).

On rappelle que

— Tout ouvert de K est un ensemble analytigue.

Fal

~- Une fonction £ , définie sur un ouvert D de K , est dite analytique s'il
existe une famille enchginde d'ouverts telle que la restriction de f & chacun de

ces ouverts soit un élément analytique.

1. Notations et définitions.

Nous notons & 1'anneau de valuation de X et, pour tout idéal premier & de

@ @, 1'annceu local de qd en € .
§

Pour toute la suite de 1'exposé, nous nous fixons une suite d'idéaux premiers @n

strictenent décroissante, d'intersection 1°'idéal nul.

l.1. Définitions. -- Soit € un +déal premier non nul de ( , Nous dirons qu'une

partie A de K est un FP-ouvert lorsque l'on a

ACC L a4 RPC Ob pour tout a € A .
\

Ainsi un @ -ouvert sat Mun ouvert borné d'épaisseur non nulle'" au sens défini

dans [2] et [3].
On dira que deux éléments x et y de K sont P-proches si x -y € @ .
Rappelons quelques résultats sur les fonctions analytiques qui nous serviront dans

la suite de 1'exposé. Soit D wun ouvert de K , notons #(D) (resp. &(D)) 1'en-

semble des éléuents ( resp. des fonctions) analytiques sur D .

*
(") Yvette FENEYROL-PERRIN, lMethératigues pures, Université de Clermont-II, Com—
plexe des Cézeaux, B. P. 45, 63170 AUBIERE.



1.2, PROPOSITION. - Si D est un P-ouvert, #(D) = &D) .

P \
1. 3 « PROPOSITION : "THEORENLE DE WEIERSTRASS", — Soient D un ouvert de X , 2

une partie de D et, pour tout a € Z , soit un entier n(a) > 1 .

Les deux énoncés suivants sont équivalents.

(i) Il existe une fonction analytique f sur D dont Z est l'ensemble des zé-

ros et dont chagque zéro a est d'ordre n(a) .

(ii) Pour tout idéal premier ® de ¢ non mul, Z nD(P) est fini.

1.4 o PROPOSITION. - Soit K u (w) 1e projectivisé de K .

Soient D un F-ouvert de K , et f une fonction méromorphe sur D . Il existe

une fraction rationnelle R telle que R(») = 0 , ayant tous ses pbles dans D,

et une fonction analytique h sur D, telles que

f(x) = R(x) + h(x) pour tout x € D .

Cette décomposition est unique. R est appelée la partie principale de f dans
D.

Du théoreme de Weierstrass, on déduit que, pour qu'un ensemble Z d'un ouvert
quelconque D de K soit 1l'ensemble des pbles d'une fonction méromorphe sur D ,
i1 faut et il suffit que, pour tout idéal @ premier non nul de & , Z n D(P)
s0it un ensemble fini. Z est alors dénombrable. Y. FENEYROL-PERRIN a donné une con-
dition suffisante pour qu'une famille dénombrable de fractions rationnelles ayant
pour pdles les points de Z soit la famille des parties principales d'une fonction
méromorphe [3]. Une question était ouverte : cette condition est-elle nécessaire ?
Sinon y a-t-il une condition moins restrictive ou, au mieux, n'y a-t-~il pas de condi-
tion du tout portant sur les parties principales comme en analyse complexe ou en

analyse ultramétrique de rang un pour les fonctions méromorphes sur un disque ?

Le "théoréme de Mittag-Leffler" que l'on se propose de démontrer ici répond a la
question. Il donne trois conditions équivalentes qui sont des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'une suite de fractions rationnelles soit la famille des par-

ties principales d'une fonction méromorphe sur un ouvert D de K .

Dommons tout de suite un exemple d'anplication directe du théoréme de Mittag-
Leffler.

i i i > 0 = . - o P .
Soit (an)nEN une suite de points de K telle que a, =0 et a, aJQf o

Soit D=U__a +® , et soit, pour tout n € N , 1la fraction rationnelle
neN n n ~

Rn(X) = An/(X - an) , ol An<¥ ﬂ@n . Alors P = {an ;5 nelN} est l'ensemble des
pbles d'une fonction méromorphe sur D , mais il n'existe aucune fonction méromor-
phe sur D dont P soit 1l'ensemble des pSles et qui admette, en chaque pble a ,
pour partie principale Rn .
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Introduisons une notion gqui joue un r8le central dans la théorie des fonctions

analytiques et méromorphes : celle de FP-fraction.

2. D4finition et propriétés des P-fractions.

2.1, Définition. - Soit @ wun idéal premier de @ : nous dirons qu'une fraction

ratiomnelle R € K(X) est une P-fraction si R(x) € CI@ pour tout x € P,

On démontre alors que R est une P-fraction si, et seulement si, elle peut se

mettre sous la forme

R(x) = P(x)/T (1 - X/a;) ,

ol Ped@[X] et ai&‘@ pour tout i € I .

2.2. Perturbation d'ordre @ des pbles d'une F-fraction.

Soit R une @P-fraction mise sous forme irréductible.

R(x) = PO/MT_ (1 = 2

ou PEd@LX] et qld ® pour tout i .

Pour tout i€ {1, ... , n} , soit t, un élément de K, et soit S 1la frac-

tion rationnelle
n Xy o X _ o _
S(X) = P(X)/ni=l(l - ;EI) ou -{;-]-- =0 si ti = ® ,

On dira que S est une P-perturbée de R , lorsque, pour chaque i,

t, -q €P si g €%
tidd@ si qig/fl@.

2.3. PRUPOSITION., - Soient R wune ®-fraction, 7 1'ensemble de ses pdles, et

S une ®perturbée de R . Alors

(i) 3 est une @-fraction

(1i) sS(x) - R(x) € ® pour tout =x Ed@\(z + P) .

Démonstration.

(i) C'est immédiat.

(ii) Posons

ox) = TE_, (1 - X/q,)
o, (0) =TH_ (1 -%/%;) .

Soit x € ﬂ@\(Z + @) , Calculons modulo . On a

T = G #0
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et donc

R(x) = Plx)/Ax) = P(x)/3,(x) = 5(x] ,

done S(x) - R(x) € @,

d \
2.4. THEORELE., - La partie principale d'une ®P-fraction dans un ® .ouvert est elle-

méme une F-fraction.

Démonstration. - Soient V un f-ouvert, f une P-fraction, et R sa partie

principale dans V . Soient (a ) la famille des pbles de f qui sont dans V

€1
(chacun étant compté autant de f01s que son ordre de multiplicité).

De méme, soit (bj)jEJ la famille des pbles de f qui sont en dehors de V .

Par hypothése, f n'a aucun pble dans # , donc —-- € (1@ pour tout JE€ J .

°J

D'autre part, V étant un ®P-ouvert a, € a@ quel que soit i eI . f se met

sous la forme irréductible

P(X)
) =) (T - 7))

(_ l>cardI(n ai)—l P(X)
"I = 7)) T, - 75,7

Puisque f est une ®-~fraction, (ﬂi ai)—l P(X) Eﬂ@[X] et, comme aiE ﬂ.@
pour tout i€ J, P(X)E€ ‘1@[)(] . Posons

3(x) = (X -a), 2(0)=T0- 2,

1eI .
J
S et T sont des éléments de .‘[ ] .
D'aprés le corollaire 1, de [1], (p.A IV.79, le résultant de S et T est
&
(1 -+
J
Or, pour tout (i, j) eI x J, a - bj‘;‘/@ . Donc res(s , T) € d@\@ et est

res(s , T) = _ T(a ) = EI JEJ

inversible dans (‘l@ .

On en déduit, d'aprés le corollaire 1, de [1], (p.A IV. 73), qu'il existe deux po-
lynémes A et B de O [X] tels que SA + TB+ 1 . Done

P(X) = p(x) __ B(x) A(x)  P(X) B(X)
- s(x) Mx) T TX) s(x)  °

P
Donc R n'est autre que la partie principale de la fraction ES-— .

Or, PBE€ d@fX] , S€8,[X], et S est unitaire. On peut donc faire la division
euclidienne de PB par S dans a@ [X] . I1 existe E € (‘16[)(] , Fedy [X] tels

que
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PB=SE+F ou degF <degS.
Done %I—% =E + -g—, , et R =§- est une F-fraction.

Nous allons maintenant établir deux lemmes d'aoproximation d'une ®-fraction, et

pour cela nous aurons besoin du résultat suivant.

2.5, LEMME. - Soient A et a €K . Soit ® le plus grand iddal premier de @

tel que a 95/ ® . On suppose que A € a@. Alors il existe un entier n >0 tel que
n
Aa € a .

Déumonstration. - Comme @ est le plus grand idéal premier de @ qui ne contient

pas a ,
P={zxex; [x| <|a|", Vnen}.
Puisque 4 € Up, 1/a# P, done il existe n 20 tel que 1/]4| }]aln , clest-

N . n
3-dire a 4 € Q.

2.6. Lemmes d'approximation d'une @-fraction.

2.6.1. LEMME, - Soient ae K et @ le plus grand idéal premier de { tel que
1
gef P .

Soit f une ®-fraction dont tous les pdles sont ®proches de a . Alors, pour

tout idéal premier Q de & contenant strictement @ , il existe un polyndéme

g € K[X] tel que

f(x) - g(x) € Q pour tout =x ECIQ .

Esquisse de la démonstration. - Soit une ®-fraction.

£(x) = P(X)/ﬂ?ﬂ_(l --5—) ou Pe a@[_x] et aiqf ® pour tout i .
i

Il suffit d'établir le résultat pour la F-perturbée de f :
m
h(x) = P(x)/(1 - X/a)

et finalement pour une fraction du type 4/(1 - X/ ) o Ae Q.

En décomposant la fraction A1 - Y)m dans l'anneau des séries formelles

K[[X]], on peut écrire

—~ P (X/a)
8/(1 - x/a)" =2 [%2:0 C2+I-1 (X/a)%J " aﬁ+1 e (? - x/a)"
P (x/a)
_ +_1L__Xn+l__ll______’
g(x) S0+l (1 - x/a)"

. n .
ol Pn et g sont des polyndmes, et ou les coefficients Cm+i—1 et les coeffi-

cients de Pn sont des multiples entiers de 1'unité de K .
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Soit alors 2 un idéal premier contenant strictement ® . L'élément 1/a € 9,
et, pour tout x e d_ , &1 Pn(x/a)/(l - x/a)" e ﬂg .

Or, d'aprés le lemme (2.5), il existe n e N tel que A/a" € @ , donc, pour un

n+l

tel w, ona A/a € 2 et, pour tout x €

&, ,
/& e (3/a)/(1 - x/a)" = 4/(1 - x/a)" - glx) € 8 .

2.6.2 LEMKE. - Soient R et ® deux idéaux premiers de & tels que R #Z P, a

un point de U\R, et f une P-fraction dont tous les p8les sont F-proches de

a .

Alors il existe un idéal premier &' de O contenant strictement  , pour le-

guel on a la propriété suivante :

Pour tout idéal premier 2 de @ tel que 2' 222 ® , et pour tout c € 2P,

il existe une fraction rationnelle g ayant pour unique péle b =a -c , et telle

que

f(x) - g(x)e 2 pour tout x € ag\(a +2) .

Esquisse de la démonstration. — Comme pour le lemme précédent, il suffit de démon-

trer le résultat pour les fractions rationnelles du type (4A/(X - a)m) ou A € a@ y

le résultat, dans le cas général, s'en déduisant facilement.
Nous devons distinguer deux cas :
ler cas : Il existe un idéal premier 9! tel que R D 2! ;? ® et AE dg . Soit 2
il
un idéal premier tel que 2!' D 2 ? ® . alors a ¢ 2 , et la fraction £(X)=4/(X-a)

est une 2-fraction.

Soient ce€ 2\P, et b =a - ¢ . La fraction g(X) = ((- 1)m a a)/((1 - X/b)m)
est une 2-perturbde de f(X) . D'aprés la proposition (2.4) sur la perturbation
des pbles,

g(x) - f(x) € 2 pour tout xe CIQ\(a + 2) .
2e cas : Pour tout idéal premier ¢ contenant strictement ® , A€ ﬂg . Prenons

pour 2! le plus petit idéal premier qui contient 1/A . On a ainsi R D2' 2@ |

et si @ Dg #@ alors 2 =2' .

Soit c€ 2 et b=a-c . Ainsi

(X _ b)m+n - (X - a + c)m+n - Z;I.H:;g CI]I-H_n(X _ a)m+n-1 Cl

m i n-i i n sm ntjee o yB-J
= (X - a) Zr::o Cm+n(X - a) c +c j=1 Cm+n(x a) .

Posons

i n-i i
P(X) = A Z‘ilzo o, (x-a)"te,

g(x) = P(X)/(x - B)* 7 .
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Alors on a f(X) - g(X) =4 ot S(X) , o 8(X) e k(X) , et vérifie S(x) € 2
pour tout x € GQ\(a +2) .

Or, d'aprés le lemme (2.5), il existe n € N tel que ) , donc, pour un tel
n, f(x) - g(x) e2 pour tout x e & \(a +2) .
3. Le Théoréme de llittag-Leffler.

3.1. LEMME. - Soit f wune fonction méromorphe sur un ouvert D de K . On sup-

pose que O €D et que O n'est pas un pble de f . Alors il existe un idéal pre-

mier @ de O tel que f(x) e 0 pour tout x e @ .

Dénonstration. — Les pbles d'une fonction méromorphe sur un ouvert étant isolés,

et O n'étant pas un pdle de f , il existe un idéal premier 2 de U sur lequel
f est fonction analytique (d'apres la Proposition (1.4)) et en fait est élément
analytique (Proposition (1.2)). Il existe donc une fraction rationnelle g € K(X)
sans plle dans 2 telle que f(x) - g{x) € 2 pour tout x € 2 . g peut s'éerire
sous la forme g(X) = P(X)ﬂT§=l(l - (X/ai)) ot P eKX] et ai % g pour tout i ,

I1 existe un idéal premier @' de & tel que Pezﬂp1[X] . Posons ® =F' n2 ,
alors g eost une @P-fraction et, par conséquent, pour tout x € €, g(x) € ﬂ@ y
donc f(x) e G@ .

3,2, Définition. — Soit ® un idéal premier non nul de & .

Soit D wune partie quelconque de K . On appellera P-intérieur de D le plus

grand f-ouvert contenu dans D , et on le notera D(P) .
Pour, tout n € N , on notera D le @n-intérieur de D .

Linsi la suite (Dn) est croissante, et D = UneN D s, et seulement si, D

est ouvert.

3.3. LEMBE, ~ Soient D wun ouvert de K contenant 0 , ® un idéal premier non

nul de &, D(P) son C-intérieur, et f un éléuent analytique sur D(®) .

On suppose que f(x) € ﬂ@ pour tout x e ® . Il existe alors ume F-fraction
h e K(X) sans pdle dans D et telle que f(x) - h(x) € P pour tout x € D(F) .

Esquisse de la démonstration. — Il existe une P—fraction g sans pdle dans D(F)

telle que f(x) - g(x) € @ pour tout x € D(P) . I1 est facile de trouver une
P-perturbée h de g sans pble dans D . D'aprds la proposition (2.3), on a

h(x) - g{x) € ® pour tout x € D(P) et par conséquent f£(x) - h(x) € ® pour tout
X € D(@) .

3.4. THEOREME (DE MITTAG-LEFFLER). - Soient D wun ouvert quelconque de K , ef

Z une partie de D . Pour chaque a € Z , soit Ra une fraction rationnelle ayant

pour unique pdle a et dont le degré du nuwérateur est stricteument inférieur 2

celui du dénoninateur. Pour toute partie finie F de 2, on pose Ry = EéeF R .
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On suppose que O € D\Z . Les énoncés suivants sont alors équivalents :

(i) I1 existe une fonction méromorphe f sur D dont Z est 1'enseuble des

pbles et dont la partie principasle en chaque p8le a €7 est Ra .

(ii) Pour tout idéal premier non nul @ de ¢ , l'ense ble 7 nD(2) est fini,

et il existe un idéal premier ® non nul de d tel que pour tout idéal prenier

9 C @ non nul et tout Z-ouvert V contenu dans D , la fraction RF , ou F=2nV,

est une 2-fragtion.

(1ii) I1 existe un idéal premier @ de d tel que Z n D((P) soit fini et pour

lequel on a la propriété suivante : pour tout couple d'idéaux premiers non nuls 2
et 9' vérifiant 9' % 2C @, l'ensemble F =2 n (D(2')\D(2)) est fini, et il

existe une fraction rationnelle S sans pSle dans D telle que RF(x) - S(x) € 9

pour tout x € D(2) .

(iv) I1 existe un entier naturel m tel que Z n Dm soit fini et pour lequel on

a la propriété suivante : pour tout n =2 n , l'ensemble F(n)-: Z n (Dn+1\Dn) est

fini et il existe une fraction rationnelle Sn sans péle dans D telle que

RF(n)(x) - Sn(x) € ‘Pn pour tout x €D .

Démonstration. — Soit 2 un idéal premier non nul de & . L'ensemble D(2) est

un  2-ouvert donc, d'aprés la proposition (1.4), 1'ensemble Z n D(Q) est fini.

D'aprés le Lemme (3.1), il existe un idéal preuwier non nul @ de d tel que

f(x)edﬁ) pour tout x € ®, Donc P nz=¢ .

Soient 2 un idéal premier non nul de & contenu dans ¢ , V un 2 -ouvert con-

tenu dans D, et R 1la partie principale de f dans V .

Posons U=V ufP ., f-R n'a pas de pdle dans U . U est un %ouvert, donc
f-R est élément analytique sur U et, par conséquent, il existe une fraction ra-

tionnelle hE€ K(X) sans pble dans U telle que (f-—R-—h)(x)e % pour tout x€ U .

D'autre part, f est élément analytique sur # . ¢ est égal & son 2 -intérieur,
f(x) e GQ pour tout x € 2: d'aprées le lemme (3.3), il existe une 2-fraction ra-
tionnelle g tolle que f(x) - g(x) € @ pour tout x € @ . On en déduit que la
fraction rationnelle 4 =g ~ R - h est une 2-fractinon, et que R est la partie
principale dans V de la 9-fraction g - & (puisque h est sans pdle dans V ).
I1 résulte du tnéordme (2.4) que R est une 2-fraction.

(ii) ==> (iii). Joit @ wun idéal premier non nul de @ défini en (ii), et
soient 9 et @ deux idéaux premiers non nuls de & tel que & ;_* 2c @ .
L'ensenble D(2!')\D(%) est un 2'-ouvert, donc F =7 n (D(2)\D(2)) est un en-

semble fini.

Pour chaque a e P, on désigne par %a) 1le plus grand idéal premier tel que
ae D(9(a)) (on a ainsi 2' <2(a) ¥ 2), ct on note
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F(a): {bEF; b-aE?Z(a)} .

La fanille {F(a)}a&‘F est une partition de F . Il suffit de montrer que, pour
chaque ae€ F , il existe une fraction rationnelle Sa sans p8le dans D telle
que EF(a)(x) - Sa(x)e 9 pour tout x € D(2) .

D'aprés (ii) , RF(a) est une % a)-fraction. D'autre part, tous ses pbles sont

9(a)-proches de a , et a€ 1 Q(a)\fl . Deux cas peuvent se présenter :

ler cas : Pour tout idéal premier R 7=? 92(a) , af aR’ alors, d'aprés le lemme

(2.6.1), il existe un polynéme g€ X[X] tel que
RF(a)(X) - g(x) e 2Aa) , Vx € %) (a + %Aa)) .
or 2(a) ¥ 2 et D(2) Cﬂg(a)\(a + 2(a)) , donc
RF(a)(X) - glx) en , Vx en(2) .

2e cas : Il existe des idéaux ® contenant strictement 2(a) et tels que a€ %,
mais alors, pour de tels idéaux, on a (a +®) ,°D puisque a¢ D(®) . Appliquons
le lemme (2.6.2.) & la fraction RF(a) . On en déduit qu'il cxiste un idéal R ,
tel que 2(a) ZR < 2 et a+ ® ¢ D, un point c e R\La) , tel que b=1a-c

ne soit nas dans D , et une fraction rationnelle g ayant pour unique pble b et

telle que
R‘E‘(a)(x) - g(x) e R pour tout x € ﬂé(a +R®)
donc

RF(a)(x) - g(x) e 2 pour tout x € D(2) .

(iii) ==> (iv) : c’est immédiat.

(iv) ==> (i) : Pour tout n € N , posons

RF(n) -Sn si nZ2mn

u
n

i <
RF(n) si n<nm
Ainsi, par hypothese, un(x) € @n pour tout x € Dn et pour tout n2m .
Pour tout x € D\Z , la série zn un(x) est convergente.

Posons

f(x) =Zn un(x) si x €D\Z

f(z) =« si x €2 .
3i n=2n, la série Zi?—n ui(x) est uwniforménent convergente sur Dn , et sa
29 7 . ] 1 = Z C
sonme fn est un élément analytique sur Dn . N'autre part, & i<n ui eat une

- . - . . z \ Z
fraction rationnelle dont la partie principale dans Dn est égale a i< RF(i)(X)’

et l'ona f=g +f .
n n
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en résulte que f est une fonction méromorphe sur D dont la partie princi-

sur Dn+1\Dn est RF(n) , et ceci pour tout nelN .
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