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\
DILOGARITHIE p-ADIQUE, D'APRES R. COLEMAN [2]

par Yvette ANICE ()

[Université Paris-7]

Avertissement. -~ Cet exposé ne vise pas a rendre compte de 1l'ensemble de l'article
de R. Coleman [ 2]. En effet, il ne traite rien de ce qui concerne 1'interprétation
du dilogarithme comme régulateur, ni des motivations puisées dans la K-théorie. De
plus, la construction analytique d'un '"cristal logarithmique" ([2], 9 IV) n'est pas
reprise dans le cadre général ou R, Coleman la présente, mais on donne une présen-
tation simplifiée, suffisante pour 1l'application aux k-logarithmes. Enfin le langa-
ge reste celul de l'analyse p-adique élémentaire et on évite de faire appel & la
géométrie analytique rigide.

1. Introductigg.

Pour k 20 , le '"k-logarithme" ﬁk est défini, pour _z_E.Q?', |z| <1, par
n, k
(1) Ak(z) = Znal 7z /n .

En particulier, 4o(z) =z/z -1 et zl(z) =~ log(l - z) . I1 est clair que

ZO admet un prolongement analytique naturel a E}(Qp) - {1} , et i1 est bien connu

S
3

que le logarithme admet des prolongements localement analvtiques sur Q% , satis-
faisant 1'équation fonctionnelle naturelle (cf. rappels en 4.1) : chaque tel loga-
rithme définit un prolongement de Zl a El(gp) - {1, = . Ayant choisi un loga-

rithue, donc une fonction 1 ce qui revient & choisir une constante (cf. 4.1),

3
on est tenté de vouloir construire la suite de fonctions £k ’

grations successives des équations différentielles ii(z) = &k_l(z)/z . liais comme

k 2 2, par inté-

aucune équation fonctionnelle analogue & celle du logarithme ne se présente naturel-
lement pour rigidifier la situation, chaque intégration laisse a priori le choix

d'une infinité (dénombrable) de constantes, ce qui n'est gudre satisfaisant.

D'autre part, les fonctions zk ne sont pas bornées sur le disque |z| <1, on

ne peut donc pas espérer les prolonger hors de ce disque par un moyen rigide, & la

Krasner ou Tate. Par contre, les fonctions Lﬁp) définies pour Izl <1 wpar

Zn/nk = Zk(z) - pmk Ek(zp)

(2) 47(z) = 3

n&l,(n,p):l

se prolongent de fagon naturelle en des fonctions anaivtiques (strictement) sur 1le

o

disque Dj ={zel ; Iz - ll > p—l/(p—l)} , comme on le verra au § 2.

~

On a donc deux suites de fonctions zk y pour Iz] <1, et ﬂ(p) y Pour =z € Da

£
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lides par (2) et satisfaisant aur équations différentielles
(3) dzk(z) = gk”l(z) az/z

et
(3 bis) diip)(z) = léfz(z) dz/z .

Comme zo admet un prolongement analvtique a Do , en supposant qu'on y ait déja
prolongé &k_l , la construction de xk revient alors & intégrer sur Do la for-
me différentielle w = zk_l(z) dz/z , sachant qu'elle y satisfait

a(z) - 27w () = a4 ()

clest-&-dire qu'elle est, modulo les formes cxactes, vecteur propre d'un opérateur
de Frobenius. On montrera au ¢ 3 (3.3 : lemme de Dwork) que de telles formes admet-
tent sur des domaines convenables (affinoides connexes ayant bonne réduction) une

primitive unique satisfaisant une condition naturelle relative au Frobenius.

Ceci permet de construire un prolongement canonique des fonctions 4, dans le

k
domaine X = {z € g, s |z = 1] =1} , qui satisfait (2) et (3).

Pour obtenir un prolongement 2 tout le domaine ol Ay est définie, on construit
¢ P 3 i
au ¢ 4 des anneaux de fonctions Alog(v) , sur des couronnes V , puis Alog(c)

sur des voisinages convenables de X , dont les principales propriétés sont :

~ le principe d'unicité : toute fonction f de Alop(v) , nulle sur un ouvert U

de V est nulle sur V ;

~ Toute forme différentielle & coefficients dans Alog(v) admet, dans cet anneau,

une primitive unique & une constante additive pras.

Ceci permet, au § 5, de construire sur C = f}(g_) - {1, w} un anneau de fonc-
tions dans lequel les équations différentielles (3§ ont une unique solution qui sa-

tisfasse aussi (2) pour z € D_ .

Enfin le 9 6 présente quelques relations fonctionnelles satisfaites par 32 et
£3 .

Notations.

, My, , sont 1l'enneau de valuation, 1'idéal de valuation et le corps rési-
duel du corps C_, complété de la cléture algébrique de Q? , ou la valeur absolue
est normalisée par |p| = p—l . Pour a0 , 7(a) e t est sa projection canoni-

que et 2

ﬂ—l(ﬂ(a)) =a + MP = {x € gp s |z - al <1} est sa classe résiduelle.
Pour a € , reR", Bla,r)=1{z¢€ Qp i |z -al gr) et
B(a 9 r—) =

d'une partie A .

C
P . c , 1
iz € QD H lz - al < r}. On note A le complémentaire dans E_(Qp)

, 1 . 3 .
Sur un ouvert D de E’(QP) , on considére les espaces fonctionnels :
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H(D) , espace des éléments analytiques sur D (i. e. des limites uniformes sur

D de fractions rationnelles sans pdle dans D ) ;

A(D) , espace des fonctions analytigues sur D (f e 4(D) s'il existe une suite

croissante Dn de réunion D telle que f!D € H(Dn)) 3
n
L(D) , espace des fonctions localenent analytiques sur D,

Lr(D) , espace des fonctions fe L(D) dont la série de Taylor en chaque point

x € D converge vers f sur le plus grand disque contenant x et contenu dans D .

(p)
2. Prolongeuent de Ao o

Une autre méthode a été indiquée dans [1], ¥ 2. Nous présentons ici celle propo-
sée par R. COLEMAN.

1 ' -1/(p-1
On note D0 = {z €F (gp) ; ]z -1 > /(P- )} .

PROPOSITION 2.1. -~ Les fonctions z(p)(z) , définies pour k 20 et |z| <1

k
par
(2) | %EP)(@ T ot A

sont prolongeables en des fonctions analytiques sur DO , nulles & 1'infini. Elles

y satisfont

(3 pis) dzﬁp)(z) = zifz(z) dz/z

et, pour m> 1,

(4) (P Co

De plus,

(5) zip)(l/z) + (= l)k zip)(z) = b

il

On procdde par récurrence sur k . Pour k

0, /(z) = (z/(1 - 2)) - (£/(1-2)

satisfait visiblement (2), (4) et (5). Pour k =1, (3 bis) s'éerit

Il

dﬂ(p>(z) =dz/(1 - z) - 21 az/(1 - 2P) (1/p) a(10g((1 - 2°)/(1 - 2)¥) .

Or, pour z €D_, (1 - 2®)/(1 - )P - 1] <1, et
AP0y = (1/p) 108((1 - /(1 - 2)P)

satisfait visiblement (4) et (5). Remarquons que A(DO) satisfait au principe
d'unicité, et qu'il y a donc pour chaque k au plus une fonction analytique sur
D qui vérifie (2).

Soit k 2 2 , et supposons qu'on ait construit z(p

k—z . Alors, d'apres (2),
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(p>(0) =0 , donc (p)(z)/z est une forction anal'ytique sur DO : elle y admet
une unique primitive nulle en O , notée ?kp) , et qui admet nécessairement en

zéro la série de Taylor (2).

Pour m > 1 , soit gk(z) = (ELM=1 zip)(gz)) -l zép)(zm) , alors

dgk(z) = gk_l(z) dz/z . On sait que gl = 0 , supposons que =0 , alors =

&
k-1
est constante sur D_, et comme elle est nulle en O, (4) en résulte.

(

(.
Pour z = @, zﬁ?) est nulle. Supposons &igi(W) =0, alors zkp)(w) =b qui,

dtaprés (4), satisfait mb = ml_k b, etcobome k=22, b=0.

Enfin, si bk( = 2(p>(1/z) + (- 1)k &i?>(z) , on vérifie que dhk(z)z—hk_l(z)dz/z.
Or ho(z) =0 , si on suppose que hk_l(z) =0 , on en déduit que hk(z) est cons-
tante sur D_, , mais hk(O) =0, d'ou (5)

Remarque. - On peut retrouver ici les expressions de valeurs Lp(k ’ ), k=1,
des fonctions L p-adigques aux entiers positifs que R. COLEMAN donne au § 7 de [2],

et qu'on trouve aussi dans [1],% 2.

3, Le lemme de Dwork.

Nous disposons maintenant d'un prolongement de Zip) a Do : pour en construire

Z(p;

un pour reste a "détordre" de fagon canonique. Ce probléme est en

Zk 9
grande partie résolu par la méthode uulvante.

e et et

DLVINITJOL 3.1. - On note X wune partie de gP définie par la donnée d'une fa-

nille finie S de points a € Op , deux a deux distincts modulo Mp , alors

=8(0 , 17) ~U_ 4 Bla, 17)

L'inage % de X dans 1 est donc X = 1-.U ﬂ(a) et X = ﬁ_l(X) . Autre-

nent dit, X st un affinoide connexe ayant bonne reductlon.

vl
DEFINITION 3.2. — On dit qu'une application & : X —> X, analytique, est un q-

morphisme de Frobenius, ou F —morphisme, si c'est un reldvenent 4 X de la res~

triction & X d'un Frobenius x -—> 3 de 1 sur Fq . Alors |&(z) - qu <1l.

On sait que si & est un tel morphisme et X une classe de X modulo Mp s 11

L~ ~ i . . . -~
existe m > 1 tel que ¢ (¥) € X, et que ¢ a un unique point fixe Q- dans X.

PROPOSITION 3.3 (Lemme de Dwork). - Soit X = B(0 , 17) - U.g Ba, 17)

& un F -morphisme de X . Soient w une forme différentielle & coefficients dans

Lr(X) s, & € Lr(X) et be Qp , b non-racine de 1'unité, telles que :

(i) ¢ w-bw=dg .

o . e
I1 existe une unique f Lr<X) telle que

(1i) af = w ,
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(iii) & f-Dbf =g «

Unicité de f . - Supposons que f satisfasse (ii) et (iii) avee w =0 et
g =0 . Alors f est localement constante sur X (puisque localement analytique)
et constante sur chaque clesse, X de X (puisque fE€ Lr(X) ). Soit X wune classe,
n teloque ¢ (%) e % , et @~ 1l'unique point fize de §" dans % . D'apres (iii),

on a
(e £ =" £)(ey) =0 = (1-v) flag) ,

et comme b n'est pas racine de 1l'unité f(ai) =0, donc f est nulle sur x ,

et donc nulle sur X .

Existence. - Sur chaque classe, w admet une primitive analytique sur cette
classe et définie & wne constante additive prés. Pour définir une primitive f de
w sur X , il suffit donc de fixer sa valeur en un point de chaque classe X , par
exenple au point fixe @ . Soit X une classe, on note u = n(X) 1le plus petit
entier tel que ¢ (%) S %, et w = «~ le point fixe de ¢", et on pose

£le) = (1/(1 - )@ 37 g(&7H)

i

Ceci définit une primitive f de w sur X . Reste & uwontrer qu'elle satisfait
(iii). Soit F = ¢ £-1bf - g , comme dF =0 et FE€ Lr(X) , F est constante
sur choque classe X , et il suffit de montrer que F(ai) =0 pour tout X pour
que (iii) en résulte. Choisissons une classe x , et soit y = o(%) , alors
n(y) = n(¥) =n et a; = w(ai) , on a donc

2

¢ £la) = (1/(1 - N _, v e(& )

5 £la) - bela) = (1/(1 - %)) (e(d(@)) - v &l@)) = ela) .
Ainsi F(ai) =0, et f satisfait (iii).

COROLLAIRE 3.4. - Soit X =B(0 , 17) =B(1, 17) ={xeC 3 |x-1=1}.0n

note zo(x) =x/(1 - x) et, pour k21, zkp)(x) 1'élément analytique sur X
construit en 2.1.

Pour k 21, il existe une unique suite de fonctions ik € Lr(X) telles gque

4k_1(x) dx/x

Il

(1) d/ék(X)

(i1) 4 (x) - p = 4 (=) = zép)(X) .
On procéde par récurrence sur k . Supposons ﬁk-l construite, et posons
6 = Ek—l dz/ = , gk(z) = = pk Zﬁp)(z) , bk =p et ¢(z) = z¥ . Les conditions

(i) et (ii) s'éerivent



17-06

dg = W et ¢ B = bk A = 8
or g € B(Xx) ¢ Lr(X) et W -b w =g dz/z , puisque 4., satisfait (ii),
par hypothése de récurrence, et &t dz/z = dgk d'aprds la propriété (3 bis), pro-
1ky _ z§33<0) =0,

on voit que W est & coefficients dans Lr(X) et que les hypothéses de la propo-

position 2.1. Comme zo(o) =0 et, pour k22, gy_l(O)(l -

sition 3.3 sont satisfaites, d'ou l'existence et 1l'unicité de zk satisfaisant (i)

et (ii) sur X .
Remarquons que la récurrence ci-dessus s'applique a la construction de

Zl(z) = - log(l - z) . Elle uontre que le prolongenent canonique du logarithme au

cercle unité de QP (cfe 4.1) est caractérisé par les conditions

a(1og(1 - z)) = = dz/(1 - 2) et 1logl1l - ) = p log(1l - z) = 1oglu(z)) R

pour |z -1]=1, on u(z) = (1 - 2P)/L1 - 2)? , done |u(z) - 1] <1 pour zex,
et 1og(u(z)) y est défini par la série de Taylor évidente. L'unique logarithme
ainsi construit satisfait nécessairement 1'équation fonctionnelle

log(xy) = log(x) + log(y) .

COROLLAIRE 3.5. — Pour k > 1 et m~> 1, les fonctions ﬁk satisfont sur X

(6) Sehey 2, (s2) = ik zk(zm) .

Joit en effet

-~k

hk(z) = Zz;‘“:l ;&k(sz) -nt .ék(zm)

et
. xt =38(0, 17) - Zu_y B(¢, 17) .
i
Alors h_€ Lr(X') , et on a

s b - p h =- P (Zﬁ“=1 zﬁp)(gz) - n' ™ &ép)(zm> =0

d'aprés la relation (5) de la proposition 2.1. De méme dhk =0, et 1'unicité dans
le lemme de Dwork nontre que hk =0 .

4. Les anneaux Alog(V) .

: i
4.1. Rappels sur le logarithme. — Soit D = g}(gp) - {0, == gp . Par défini-

tion, un logarithue sur D , noté log(z) , est une fonction localement analytigque,

satisfaisant d(log(z)) = dz/z et log(xy) = log(x) + log(y) . On sait qu'alors,

pour |z - 1% <1,

log(z) = - Z%Bl (1 = 2)%n .
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Pour |z| =1, il existe unc unique racine de 1l'unité d'ordre premier & p, (,

telle que lz - Ql <1 . Couue on a nécessaireuent log ( =0 , on pose
log z = log(z/s)
ou log(z/.) est défini par la série de Taylor ci-dessus, et on obtient 1'unique

logarithre possible sur Iz]

alors |z| = p_a/b , ou a/b est un rationnel. Pour chague ration-
b a

/b ) = , et

= (z/m /b . Alors |z| =1, et & deux choix diffé-

30it z €C ,
<p
nel 2/b, (a , b) =1 , choisissons un élément

o0 _a/b tel que (mw a/b

posons, pour
rents de na/b correspondent des valeurs de z qui diff®rent d'une racine de 1'uni-

té. Donc log(z) ne dépend que de =z et non du choix des na/b .

D'autre part, pour tout logarithme on doit avoir log(ﬂa/b) = (a/b) log p , quel

que soit le choix de na/b . En résumé :

LEMLE 4.1. - Soit B eC , il existe un unlque logarithme sur Cp note logﬁ( z)

tel que 1log (p) = + On a alors, pour z€ C , avec les notations ci-dessus :
~E- que 3 ’ <p

logs(Z) = v(z) + log(z)

*
ou v est la valuation sur Q? , normalisée par v(p) =1 .

+#*
On vérifie immédiatement que les logarithries ainsi déerits sur Qp satisfont :
*
log €L.(c) ,
log(1 - z*) - p log(1 - z) = 1og((1 - 2°)/(1 - 2)P)

pour tout sous~corps K de Qp & valuation discréte, logIK% est bornée.

On note désormais log 1'un des logarithmes sur g; , fixé une fois pour toutes.

4.,2. L'anneau A (V) + —S80it a€® C , r <R % positifs ou nuls, et
V=Vv(a, r,R)= {zeg?; r < |z - a] <R} . Rappelons que, si fe A(V), f

est somrie sur V d'une unique série de Laurent

£(z) = Z:neZ a’n(Z - a)"

—_—

AMors £1(z) = 2520 an(z - a)" converge pour |z - a] <R, et
- k
£ (z) = z£21 a_k/(z - a)
pour |z - al >r.

LEMME 4.2. - Soit f€ A(V) et w=f(z) dz , il cxiste g € A(V) telle que

dg = w & la condition nécessaire et suffisante que a 1= 0 .

-+

Si a, =0, f aduet une primitive analytique sur B(a , R) , et f en admet
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une sur B(a , T ) . D'autre part, dz/(z - a) n'admet aucune primitive dans
A(V) : s1 g était une telle primitive, g(z) = b (Z - a) , on aurait
1/(z - a) = Zﬁez nbn(z - a)n—l , e qui contredit l'unlclte du développement en

série de Laurent.

On note Resq(f) =a_y * le lemne ci-dessus montre que cette gquantité ne dépend

pas du choix de a comue centre de V , et représente l'obstruction & ce que

f(z) dz soit une forme exacte dans A(v)

%

7 d
DEFINITION 4.3. - Ayant choisi un logarithue sur Qp , on note, pour n =1,

(v) .

Anog(v) = Zz;o a(V) log™(z - a) et Alog(v)

nal log
Comme dz/(z - a) = d(1log(z - a)) , on voit que, pour £ € A(V) , f£(z) dz admet

une prixzitive dans Aiog(V) . Plus généralement, on va nontrer que

B(ay (V) =€ ot Hi(a (V) =

log

LEMIE 4.4, - Soit f € A (V) sy U un ouvert, U &V , tels que f'U =

Alors si f(z) = 2?_0 h, (z) log g - a) , h e A(V) h, =0 pour tout i et
f =0 sur V .

Autrement dit, Alog(V) satisfait le principe d'unicité, et chacun des A(V)-

nodules A?og(v) est libre de rang n + 1 .

Supposons qu'il existe f satisfaisant aux hypoth®ses du lemme avec h.n #0,
et choisissons une telle f de telle sorte que n soit mininal pour cette pro-
priété, Alors n #0 , puisque A(V) satisfait au principe d'unicité. Pour 1z € U,

df =0 , donc aussi h' f - h_ f'| =0 .O0r
n n U

Y F o 1 v-1 - v (4 - i(g -
hn f hn f 25 0 (hn h.i hh hi i+ 1) hn hi+1/(z a)) log (z a) ’

et comue n a été choisi minimal, on a nécessairement, pour i =0, oo , n = 1

h! b, - h hl - (i +1)n /(z =2a)=0 sue V.

n 1+1

2
; i 1 - r - €
En particulier hn hn_1 h.Il hn ;=1 hn/(z a) , donc, pour z€ V et hn(z)#O,

h —l/hh) =n dz/(z - a) .

Coune les zéros de hn sont isolés, et 1/(z - a)e A(V) , cette relation est
vraie sur V , et hn—l/hh e A(V) , nais, d'aprés le lemne 4.2, dg = n dz(z - a)

et g e A(V) entrafne n =0, d'od une contradiction.

PROPOSITION 4.5. - Soit f € A (v) et w=f(z) dz , alors il existe gEAlog(V)

1
telle que dg=w, g est unlque ‘ une constante prés et g € A§+ (v)
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Unicité. - Soit g EEAlog(V) y telle que dg =0 .8i g#0, g adzet une re-

présentation

g(z) = Zli{zo g (2) log (z - a) ,

o
.

telle que g € AV) et g, # Or

/(2 = 2)) log(z - a)) + g Log"(s - a) .

k-1
1({,) = 1 .
g (é) = Zi_o (gi + (1 + 1) 5

g

D'aprés le lenme 4.4, on a gﬁ =0 , donc g? = ¢ , une constante, et
U - - .
B + kc/(z a) 0,
ce qui d'apreés 4.2 entraine kc =0 . Comne g = ¢ #0 , c'est que 'k =0 et

g_—‘Co

) . n i :
Bxistence. — Soit f(z) =:Zi=0 hi(z) log (z - a) , posons b = Resa(hn) , alors

(hn - b/(z - a)) dz = dg, oh g e A(V) , d'aprds 4.2. De plus,
n n \ n-1
dg .log (z - a) = d(gh.log (z - a)) - (ngh/(z - a)j.log (z - a) dz ,
donc

w= f(z) dz = (p/(n + 1)) a(106% (2 - a)) + d(gh.logp(z -a)) + W

N n-1
ou w, = fl(z) dz et fl € Alog

g € A?OQ(V) , d'ol 1'existence de g . Pour n =0 , on a déjd remarqué que si

(V) . Par hypothdse de récurrence, w = g,

£ ea(v), £(2) dz a une priwitive dans A:llog(v) .

5. Prolongeuent de zk .
Soit C = g}(gp) - {1, = .0navuen 4.1 que zl(z) = - log(1 - z) admet des

prolongenents & C . Lorsqu'on a fixé un logarithue sur Qp ’ £1 est bien défini

sur C . D'autre part, on a wontré en 3, corollaire 3.4, que les fonctions Ao ad-
nettent un prolongement canonique & X = B(0 , 1¥) = B(1, 17) . L'ouvert C est

réunion de X et des deux couronnes V1 = {z € Qp 3 0 < Iz - 1| <1} et

V,= {fzec ;3 1< |z| < @} , Sur chacune de ces couronnes on peut définir des A
~p
par intégrations successives des foraes différentielles W = zk 1(z) az/z , Dais

cela laisse pour chaque k 1le choix d'une constante sur chacune de ces couronnes.

Ce qui a'permis d'obtenir un prolongement canonique des zk a X est la condition

relative 3 un Frobenius «(x) = x de X , et le fait que les fonctions zﬁp) ad-

nettent un prolongenient naturel & un voisinage Do de X
_ 1 ) s ~1/(p-1)
(o, ={ze 2(c) ;s lz2-1>p e

Or DO rencontre chacune des couronnes V., et V_ , suivant une couronne W

1 1
et V_, et c'est en inposant au prolonge:r.ent cherché pour zk de satisfaire sur
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C s L -k
ces couronnes la condition ¢ e = P zk = z(P) que l'on va assurer, pour chaque
k , 1'unicité de la prinitive de W -

NOTATIONS. - Soit X =B(0 , 17) - U __ B(a, 17) un affinoide & bonne réduction.

a€s
Un "bon voisinage" C de X est défini par la donnée de réels r, <1, pour

a€s8 et R>1, alors

C=1{ze€ Qp 5T, < Iz - al <R, pour a c S}

On note 'a =1{z€C ; r, < Iz -al <1}, pour a €8 , et wa{zégp;l<|z!<3}.

Alors C =X U (U V ) , ou cette réunion est disjointe.

ESU® a

On note ¢ une fonction anal ytique sur C , dont la restriction & X est un Fq—

norphisne de X ., Pour un tel ¢, Y désigne un "bon voisinage!" de X tel que

WeC oot (W) €C.Pour ae8 uw, onnotealors W =WnV,_ .

&

Par exenple, si o(x) = x3 , ou q est choisi de telle sorte que, pour a € S ,

!aq—a|<1,
W={zeC ; |z < Rl/q
~P
et, pour a€ S , I(z - aq)/(z - a)q - 1| <1 et 2 - a' > ra}

convient.

”
DEFINITION 5.1. - On note Blov(c) 1'espace des fonctions h localement analy-
0

tiques sur C telles que

(v),

? V&G A1og a

(1) ner(c) et, pour ae€S u=, h

(ii) il existe ¢ et W corme ci-dessus, b e'gp non-racinec de 1'unité, et
g € A(W) telles que w=h dz satisfasse

5 w~bw=dg sur W .
Renarque. - Ltespace l (C) que nous définissons ici ne coincide pas avec l'es-—
pace A (C) que définit R CCLEIIAN, En effet, dans sa de;lnltwon, on devrait,
dans (11), remplacer " g€ A(W) " par " g = gllw o g € (C) ", ce qui sup-
pose une construction de 11 (c) par induction. L'espace que nous considérons ici
a probablenent de noins bonnes propriétés fonctorielles que A (C) et est donc
sans doute moins bien adapté & des fins géométriques, cependant 11 suffit & la cons-

truction des k-logarithmes et & 1a démonstration de leurs principales propriétés.

PROPOSITION 5.2. - Avec les notations ci-dessus, soit h € B109<C) ’ u:h(z)dz,

b eg_p et g e a(W) telles gue, sur W,

§ w- bw=4dg .

I1 existe une unique f € By (b) telle que




df =w sur C ot & f-bf=g sur W.

Cozue h € Lr(C) , hl.e Lr(X) et la restriction de f 3 X est déji corsue,

X
et unique, d'apres le lemme de Dwork.

3oit d'autre part a € S U ®, @ adwmet sur Va des primitives dans Alog(vn) R

définies & une constante prés. Notons fa une telle primitive, alors sur Wa
d b‘“ f - bf - = O .
(8 1, . &)

3 '
Donc C3 = @ fa - bfa - g est une constante sur Wa e 0i T est une primitive

f + D y OU D

de w sur C et f e B1 (C) , on a néceSbalrenent f v,
esE une constante. 4lors, sur LI ¢ £ - bf - g=0_ + D (1 - b). Donc, pour que
(g £~ bf - g) =0 sur Wa y 11 faut et il suffit que Da = Ca/(b -1) + On a
ainsi défini f de fagon unique, sur X et sur chaque Va‘ donc sur C , satis-

faisant aux conditions imposées.

CUROLLAIRE 5.3, - Soit f e Blog(c) , 81 f eat localewent constante sur C ,

elle est constante.

23
Soit w=4df =0 , elle satisfait Qw = 0 , donc pour chaque constante g elle

adnet wne unique priuitive f_ telle que @w(fg) =g . Soit z €W et g =3 (f)(z )),
alors f - g, est 1l'unique prinitive de w telle que @ (f - g, ) =0, comme 0
est une telle primitive, f = g, sur c .

2

THébRﬁhE 5.4« = On note 1log un logarithue sur Q? , Tixé une fois pour toutes.

Soit

: ~1/(p-1)y,

1 - - ;
= g_(gp) - {1, %, x=80, 1" -8(1, 1), D ={z3 lz-1]>p
On note zo(z) = z/(l - z) our ze€ C, et, pour z €D _, £§p>(z) est la

o
fonction construite en 2.1, 4 P/ e A(D )

Pour tout k >-1 , il existe une unique fonction Lk € B (C) telle que
(i) dzk(z) = 4k>1(z) dz/z .

- , -k ,
(11) pour z € DO R Lk(z) -p ik(zp) = &kp (z) .

De plus, ces fonctions satisfont :

(a) 2.(2) + (- 1y w(1/2) = - (1/x 1) 1065z, z#0,
(v) pour |z| <1, 4lz) =2 /n°,

- n
(¢) pour w>1 et z #1 ' 2 n_, A (v2) = Zk(z ) .

La déuonstration se fait évidem.ent par récurrence sur K . Remarquons d'abord

que si b € Blog(c) , la restriction de N a B(0O, 1), y est analytique, et
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une récurrence évidente montre que (i) et (ii) entratnent (b), en particulier on a
nécessaireuent zk(o) =0 pour tout %k . Pour k =1 , on sait déja que
zl(z) = - log(1 - z) est l'unigue prinitive de dz/(1 - z) satisfaisant (ii) et
appartenant a Blog(c) (W. B. : & chaque choix d'un log correspond un anneau

Blov(c) agsurant cette condition).

Supposons 4, construite, alors 2k_1(0) =0, done W =4, (z) dz/z est &

coefficients dans Blog(c) . Posons ¢&(z) = ¥ , W D nC, b =07 k et

k
k (p)
gk =« P Lk . On a

It

i

- w -t g = (pg_,(7") - P by () 42/ = pg_y (=) A/ = pg,

grice a la propriété (3 bis), proposition 2.1. Donc W adnet une unigque primitive

, NP * kK
ﬁk dans Blog(c) satisfaisant ¢ ﬁ{'p Lk

On a déja remarqué que ces fonctions & satisfent (v). Pour prouver (a), soit
) 1 ,
c' = C - {0}, et hk(z) = Jk(z) + (-0 &k(l/z) + (1/x 1) 108 (2) « Alors
h_€ 3B _(c*) , et elle satisfait

=& ctest—d—-dire (ii).

an, (z) = (~ (2) + (- )t (/) + (1/(k - 1)1) log" " z) dz/z = b, dz/z ,

et, pour =z eiDo ’

w2 (a) = (2) - 57 5 (®) = 4P)(2) + (- 1 4P =

d'aprés la proposition 3.1, relation (5).

De plus ho(z) =0 . 3i on suppose que hk 1= o, hk est localement constante,
- oy
donc constante sur C!' . Cette constante doit satisfaire hk(l -p ) =0, donc

elle est nulle, d'ou (a).

La démonstration de (c¢) est analogue. On considére cette fois C" =C - By o ou

— - e —_ g 4 3 — 1_k L Y ? ’ A 2
by = {z 32 =1}, et Jk(Z) =1 zk(z ) - Son g ﬂk(gz) . Alors I € Blog(C") ’

elle satisfait d4dj,_ =] dz/z , j (z) =0 . On en déduit, comme ci-dessus, que
k k-1 ’ '
jk est localement constant?,)donc constante, sur C" , mais pour z¥ e C" on doit
. . -ky _1-k (p) 1
avoir Jk(l -p ) =mn X (z)
donc =0 .

= Z,m_l Aip)( {z) =0 d'apres le corollaire 3.5.,
Iy
Renarque. — Le donaine C ol 1l'on a opéré les intégrations successives des
pour construire les Zk est en fait une couromne : C = {z ; 0 < |z - l| < e,
On pourrait donc croire qu'il suffisait d'effectuer ces intégrations successives
dans 1l'anneau Alog(v) . lais on a utilisé de facon essentielle le fait, facile &
vérifier, que si f € B (c) et £(0) =0, f/z€ Blog(c) . Or cette propriété

n'est plus vraie dans l'anneau Alov(c) , car si
0

£(z) = < h, (z) log (z -1)e A g(C) y
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£(0) = 0 <= ho(O) =0 , mais pour i # 0 , hi<z) 1ogl(z - 1)/z n'est plus dans

6. Relations fonctionnelles.

Qutre les relations:.(a) et (¢) du théordme 54, on a, pour k = 2

particuliéres.

, des relations

. 6els Dilogarithumes. — On considére

a(z) = zz(z) + % log z log(l -~ z) .

1 x 1 = ¢ - {0} = -t ; € C!
Alors D € Blog(C ), ou C c - {0} <, {0, 1} « Pour z €C

Dz) + d(1/z) = - 3 log2 z + % log z log(l - z) = # 1log z log(l - 1/z) =0 .
D'autre part
a(o(z) + p(1 - 2)) = d(£2(z) + 52(1 - 2) + log z log(l - z))

= (= 1og(1l - z)/z + log z/(1 = z) + log(l - z)/z - log z/(1 - z)) dz

I
o

Donec D(z) + D(1 - z) est localement constante, donc constante, sur C! . Soit

a une racine de a2 ~—a+1=0 (a=1 I V@)/Z) , alors (l/a) =1-2a, et ona
D(a) + D(1 - a) = D(a) + D(1/a) =0 .
PROPOSITION 6.1, — Soit D(z) = 22(z) + % log z log(l - z) , alors

Dz) + D(1/z) =0 et D(z) + D(L - 2z) =0 .

Signalons d'autre part la relation d'abel ([27], corollaire 6.5 (b)),

D(xy) = D(x) + D(y) - p(x(1 - y)/(x - 1)) - D(y(1 - x)/(y - 1))
dont la démonstration emploie des néthodes étrangéres & cet exposé.

6.2, Trilogarithue., — On montrera en 6.3 que, pour tout k > 2 ,

zk(z) - (1/x - 1) log z Ak_l(z) = mk(z) se prolonge en unc fonction analytique
pour lz - 1] <1 , aduettons-le provisoireunent. On obtient pour k =3 wune rela-

tion moins satisfaisante que celles que donne la »roposition 6.1.

PROPOSITION 6.2, — Pour z € C' = ¢, - o, 1,

23(z) + £3(1 - z) + 33(1 - 1/z) = - % 1og2 z log(z - 1) + -é—log3 z + mB(l) .

Remarque. - Nous n'avons aucune information sur la nature de la constante m3(1).

La dénonstration reldve d'un calcul direct, utilisant les relations déja connues
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On déduit d'abord des relations 6.1. que
22(1 -z) = - $2(z) - log z log(1l - 2)
et
32(1 - 1/2) = zz(z) -3 log2 z + log z log(l - z) .
Soit h(z) = za(z) + 13(1 - z) + i
2,(2)/2 - 2,(1 - 2)/(17= &) = (1/361 - 2)) 3,01 -(1/2))

- 1
(1 1/2) , alors he Blog(c ) et

Il

h'(z)

Il

ﬁg(z)((l/z) +1/(1 = 2) - 1/2(1 - 2)) + log z log(l - z)/(1 - 2)

- log z log(1 - 2z)/z (1 - z) + 3 log2 z(1/2(1 = 2))
2

+ 3 log” z/z + % log2 z/(1 -~ z) - log z log(l - z)/z

(+(1/6 log3 z - 5 log2 z log{1l - z))' .

Il

On obtient alors 6.2 en remarquant que la différence entre h(z) et le second
nembre est localerent constante, donc constante sur C!' , et on déteruine la cons-
tante en prenant les linites des deux membres lorsque z —> 1, 2z €K , un sous-

corps a valuation discrete de gp . Pour h(z) 1a linmite est (z) , et comne

Ha

log(z - 1) reste borné, la proposition en résulte.

6.3. Autre prolongenent. - Comie annoncé ci-dessus, on a

PROPOSITION 6.3. - Pour k = 2 , la fonction nk(z)=ﬁk(z)-(l/kél) log 2 ‘gilﬁz)’

qui est dens Blog(C’) est prolongeable en une fonction analvtique sur le disque

lz - 1| <1 . Ge prolongerent satisfoit m2k(1) =0 .

On rewarque d'abord que, pour k 23,

am (z) = ((k - 2)/(k - 1)) m__,(2) az/z .

or m2(z) = zz(é) + log z log(l - z) = L2(l - z) , donc m, € A(B(1, 17) . Comme
l/z e A(B(1 ’ 17)) y l'existence de fonctions m € A(B(1 , 17)) stobtient par
intégrations successives, et comme les o sont bien définies pour k # 1 , les
"constantes d'intégration" sont bien déteruinédes. On vérifie que, pour =z #1,
mk(z) + (- 1)k mk(l/z) = ¢, logk z , oh c_ est une constante. Cette relation

reste vraie en z = 1 , par continuité, d'ou mZk(l) =0 .

COROLLAIRE 6.4. - Soit k =2 , pour tout sous-corps K & valuation discréte de

’

C
~p

Lo er( (7)) = m (1)
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et cette liuite ne dépend pas de K .

Pour k=2, 4,(2) = 4,(1 - 2) - log z log(1 - z) , et, pour z—>1, z€K,
log(l - z) reste borné, donc la limite de Zg(z) est 22(0) = m2(1) =0 . Une

récurrence évidente achdve la démonstration.

Notons B=3B(1, 1) et V=B-{1j=1{z3 0<|z-1] <1j . Alors

a2(z) = 42(1 - z) €A(B) et b2(z) = - log z € A(B) . L'expression ci-dessus de
£2 est en fait la representatlon de 12 dans Alob(V) : zz =a, + b2 log(l - z)
Elle montre que z € A (V) , alors qu'a priori on la savait seuylement dans

\2 R ,7 Y

Alog(J) . Coune = mk + (1/(5 - 1)) log z Y g 9 si on suppose que

Be_1 = 8t By 10%(1 - z) ol & 1€ A(B) , b, € A(B) , on en déduit que

Ay = 8 + b log(l - z) ,

=+ (1/(k = 1)) log = b_| € A(B)

et
. k-1
=(1/(xk - 1)) b = - (1/(k = 1) 1) log" " z &
COROLLAIRE 6.5. - Soient B =B(1, 17) et V=38~ {1} . Pour k32,
) 1 \ . .
4 € Alog(v) yetona 4 =a +b log(1l - z) , ou b, et a  sont analytiques

sur B,
b (2) = - (1/(k - 1) 1) log" z

et

o =:Z§;é 1ogj z.mk_j(z)/((k - 1) oo (k= 3)) + 1ogk_2 z.£2(1 -z)/(k-1)1 .

On c¢btient 1'expression donnée ci-dessus pour a, a partir de la relation de ré-

currence précédente.

Remarquons que si W est une couronne contenue dans C = - {0, 1}, ou bien
W est dans B(0 , 17) , dans ce cas, 4 € A(”) , ou bien W& B(l , 17) -{1},
et le corollaire ci-dessus nontre que 4 € A (W) , sinon, c {|z| > 1} 2

alors zk(l/z) e A(W) et 1l'unique representatlon de 4, dans Alog(w) est four-

nie par la relation (a)

a(z) = (- 7 (5,(1/2) + (1/ 1) 106" 2) .

Pour une telle couronne, 4 € Alo (W) , et n'est dans aucun Aiog(w) avec

J<k.
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