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PROPRIETES ALGEBRIQUES DES PRODUITS TIFINIS

B
par Marie-Claude SARMANT-DURIX ()

Rappels et définitinns.

Nous nous plagons dans k , corps ultrai:étriquenent valué, conplet, algebrique-

nent clos et naxinalement couplet [3]. La valeur absolue ultranétrique sur k sera

notée o

{Bj}jeN étant une suite de C(0 , 17) = {x ek ; |x| <1} telle que
clo, 17) \ u.

ieN {Bj} soit quasi connexe, on pose :

et, pour tout p € R" ,

-~

sy=lxeks [x-pl2p, vien).
On dira, par extension, que la suite {dj}4€“ est une T-suite idempotente de
- . d'.L. )
c(o, 17), si, ¥ p>0, la suite K)(Bj , p) 3 1} des trous C(ﬁj , p) , affec-

tés des coefficients 1 , cst une T-suite de ¢(0 ’ 1) [2].

Soit f(x) une fonction analytique définie sur by = On dira que f(x) est une

fonction nérouorphe dans AO

Remarquons que f(x) est le produit d'une infinité de fractions rationnelles de

, de pbdles {pﬁj}jGE , si f € H(Ap) , " p>0.

pbles {Bj} par une série de Taylor convergente sur k [4].

Dans la suite, quand nous parlerons du domaine A  associé A une forction néro-
norphe, il sera toujours défini comume ci-dessus (nméue si les pbles de f ne s'ap-

pellent plus 53 ).

Position du probléne.

Nous cherchons & savoir si des fonctions uéronorphes, f(x) et g(x)"p&r exeuple,
peuvent &tre relides par une relation algébrique "au bord", c'est-d~dire vérifient

une condition du genre :

Limg 1oy BEGx) , e(x)] =0

ou P est un polynbéme en f et g .

(*) line Ilarie-Claude SARMANT-DURIX, 16 boulevard Jourdan, 75014 PARIS.
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3i {p. }1EN est la suite des pbdles de g(x) , et si fw(b ). e est la suite des
coefficients constants [5] associée, cette relation sera vgrlflee 8i les pbles de

la fonction f ne se rapprochent pas des bi , et si
lin, |  Blf(p), wb)l=0.

Nous allons donc essayer de trouvcer une fonction wéromorphe f , de pbles

{33 €N

la re]qtlon :

3 S 1 —_ £ . + — s s s
tels que lnfi,j lbi le #0 , et vérifiant N(bi) U uy vérifiant

i, o P[ui , w(bi)] =

Ceci sera fait sous certaines conditions par le lemme 3, les lemes 1 et 2 étant

préparsatoires au lerme 3.

LGl 1. - Soit b€ (0, 17) , et soit Flx) = 5" rzhry une série de Lau-

rent convergente pour tout x # b .

Soit .{Bj}jeﬁ_ une T-suite idsmpotente de €(0 , 1) telle que Ib] < IBjI

i .

| -

Il existe une fonction méronorphe F(x) qui aduet pour seuls pdles los Bj

l'ordre 1 et telle que

I%Tgl [P(x) + F(x)] =

XEN
P

Dénonstration. — Soit § 1le T-filtre associé a la T-suite {53} [1]. Drapres

[4], il existe un éléuent o(x) € H(Ap) pour tout p >0 , et strictement annulé

par % , qui a pour seuls pbles les 53 4 1l'ordre 1 .

D'aprés la déconposition de Mittag-Loffler, on peut dcrire

T .
(v - T )

X - 3. 7
ﬁJ

et on peut supposer sup ]Tbl =1 .

AL

Nous allons déuiontrer que, V k € Ef , 11 existe une fonction produit infini

Fk(x) qui a pour seuls pdles les ﬁj a4 1l'ordre 1 , et telle que
1

IXT"l —‘—T‘g)‘l{+Fk(X5=O, ¥ p>0,

XEL (ﬁU{J

. k
puis nous sommerons les ek/(x - b)

Pour cela, nous allons appliquer la décomposition de Mittag-Loffler 2
Q(x)/(x - b)k , d'abord pour k = 1 , puis pour k quelconque, ce qui va nous don-

ner un systéme d'éguations lindaires & coefficients constants en
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(x =b) ., 1/(x =12, en, 1/(x - b)F
EEE k=1"¢:

@l(x) = @(x)/(x - b) est encore une fonction croulante. D'apres la décomposition
de Mittag-Loffler,

1 J
o A
1 o« 1
¢ (x) ==+ Z;=1 X - 3.
J
avec
1 -
@) = é(b)
. q.
J_ 1 . _ J
Xl T g, - Db [(x ljj) é(X)]x:r&. T Y. =-Db?
J J J
d'ou

Cas général : k quelconque :

est une fonction croulante.

o () i(x)

k = (x - bjk

D'apr®s la décomposition de Mittag-Loffler,

1 k-1 5
o o] .
Cpk(X)-:—-—l-{—E'{- ees + kb+z+_ojl——}\-l\:——l—‘
(x - b) - =1 X = By
avec
. nj
k K
(85 - b)
1 k—-1
o 1 _ k-1 (1w
Zz%:—ggﬁ + oeee + Xk_ 5 = - b)k [a(b) + (z - ) & (b) + oeu + L%E_:E%T—T Qgi)l)]

Nous pouvons en déduire le systime de k déquations & k inconnues

1 _ _1
- 9 LN ] 1] °
X b (X _ b)k
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(0)__ _slw) oo 1/0% 70
X -D X - b 3=1 X_dJ

:! ( ), _b) __ilx) oy My
e N A N LT
(- : |
(b)l> PR 6 - € N o 1y _
[ &= 1) t (x - b) (x - b)k (x - b)k j=1 X -y

Appelons el(x) , ez(x) g eee Bk(x) les deuxicémes membres de ces équations.

Nous pouvons mettre le systéme sous forme matricielle :

0 0 o‘\\ — \\ (/Ql(x)
o(b) 0 0 — 5,(x)

‘ (x - b)°
'(p) 3(b) 1
ZON | L
Tk = 2) 1 Q(blj ‘z;_:f;;Et/ \\“k(x)

: k
Appelons A 1la matrice carrée. Nous nous intéressons a 1/(x = b)~ : nous allons

. - . . -1
dtudier les coefficients de la dernidre ligne de A . Posons :

.[')...1 = o0 . . eo o
al o o0 ak
et
., -k
a; = ———JL—jE (car det & =[3a(v)]
[e(p)]
21 (D) a(b) 0 +..0

Q"(b) $1(p) ¢(b) ...

0
iy = (= 1yt ? S 1yk-1 5,
: ¢(v)
é(k-l)
(1b) 21 (b)




w(b) 0 oo 0
1sssk="e = (- 1)k T o (- )F® [o(n) % S g
0
*gig cee a'(®) 2(p) O©
g'(b) ¢(b) 0 0
6k—s = . )

ﬁgkls) ¢(b)
“(b) Q’(b)

Remarquons d'ailleurs que o = [é(b)]k—

Nous voulons borner les 5k s ? afin de savoir si

[u (X) +oees bap ) (x)]
2;_0 (x Lk—O . (bﬂk ©

comvorae
l@(?)l =15 5= .-j! $SufblTnjl <19
) e
s RPN Th
5] =1

¥

(Pour alléger les notations, nous écrirons maintenant ¢ au lieu de

Supposons que iéil < pour i =1, 2, eee , I =2.

1
lb‘zi

fdtudions 61_1 .
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o & 0 ... O 2L
61_1 = = ¢! 61-.2 - ¢
[(1-1) 5(I-1)
(T - 1) 1 T-1)1
&N
—g—- § 0
] 2|
= & 61_2 & 2 61_3 + ¥
(I - 1) 1 (T -4) 1
= 2 -2 g2 20
= ¢ 61_2 @5 oy g+ & 61_4 + eee
.. (i)
i i ¢ . -
+ -(- l) \y‘l -G_—TT)_T OI—Z—i + eee + (— l)I 2 @

D'ou

Rappelons que

Ié | < sup, _. l. } L -
I-1 149I=-2 lbll |b|1+2 IbIZ(I—Z-—l)
1
! I;-i, ~ ibIZ(I—-l’
. s-1
la | < | ¢(p)]
|a .
ST Ja()|® b2
1

z;:tjq;FZ = a, 61(x) +oeee toay Uk(x) .

Jous avons done, en remplagant les

8 par leurs valeurs en X @

I-2
T-1)71°
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1 1 2 k
=[ + F oees + —=—21 3(x)
(x - b)k x-b (x - b)2 (x - b)k
a a,) ak
M (—t— = Foeee +
- b . _
. 0 (¢, - b)° (8, - B)*
_ ] J .
J=1 X - By
D'ou
Z+ -—-—l'{————=‘f=‘(x)ﬁ e( 1 +o¢.+——"‘—-“‘.‘)
k=l (K “k=1 "k'X - b (x - D)E
M. a
- Z+fl ;(-_T]‘]‘—E Z;Tl Qk(,—,—'{-—g-i- ene + ak 1{) .
= ;T (B, - D)

Pour que ces deux termes soient dé7inis, il est suffisant que chacune des deux

expressions :

? ak k a1
(1) e (e e — ) = 2 —
k'x - b (x - b)K kX  h=1 (x - b)h
a a a
(2) € ('—"}:—” + eee + -——1-{—"—'-—) = g Zk'_ ________h
k 133 b (JJ _ b)k k h=1 (JJ _ b)h

tende vers O (uniformément par rapport & x pour |x - b| > p pour la premidre ;
uniformément par rapport aux 93 pour la deuxi®ne) lorsque k devient infini.
Comme (2) est la valeur de (1) pour X = ﬁj , i1 suffit de pouvoir borner (1)

sur {x € k ; Ix - b| > p} par une expression qui tend vers O lorsque k de-

vient infini ; o¥»,

I a']. s |a'sl

-(-;—__-—E) + eee +—-——-———-—E‘ \<Sup1\<9$k-—p—s- si x GAp(b)

soit

[ A - 0 —
h=1 (X _ b)h 1k “}(b)lk Ib‘Z(k s) pS

et comme |b|2>p et |2(b)] =1
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a, 2
|k B < L lawﬁ<ﬁ}f

— o~ sSup
Plx-n)t T ()| [p) e

2
. PO (J—b—p-l-)k

S e —
| (6)" ||

ek L

STew)| Tx

P
Donc
]ek(fi_-b.+ +_.f_k___l_] < e ‘eil
X - (X—b){ Q |
tend vers 0O lorsque k' devient infini, puisque la série de Laurent Zk T;E%fink
est convergente pour x 7 b , donc pour lx -bl =p.
a
+®o 1 ak
N °k(§—:_€ + el + z;—:—;;;)

est donc un élément analytique borné sur {xe k ; lx - bl > p} , dont le produit

par (x) tend vers 0 suivant le T-filtre $, V p >0 .
On posera donc
N T a
5 1 B
Flx) =27 —L 0% o (2 v L —= )
=1x -3, k=1 kg, -0b , k
J "3 & (8, - v)

qui est un élément analytique sur chaque 4 , V p >0, et dont les seuls pbles

sont les Bj a l'ordre 1

LEMME 2. - Soit (bi)ieyf une famille de (0 , 17) telie que C(O’l_)\\uiey%{k&}

goit quasi connexe.

Soi i _SHe e g1
Soit (ek,i)i,kEE_ une famille de k telle que G(x) im1 Tk=1 TEjf—qum
appartiemne & H(Ap) , Yp>0.

Alors, quelle que soit la T-suite idenpotente {ﬁj}jsN de c(o, 1) , telle que

Ibii # Ile , Vi#j, il existe une fonction TU{x) méromorphe sur Ly 5 de

seuls pbles ¢j a l'ordre 1 , telle que

‘lin a(x) +G(x) =0, Vpop>0.

‘x|l
A ({bh, .
p(t l}utéJJ)
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Déuonstration. — Soit J(i) 1'indice défini par

Ot N P A IR PR

s 14 {
On sait que la suite lpj}JZJ
&

(1) est toujours une T-suite. [2] , il existe
donc une fonctign croulante (

) qui admet pour seuls pbles les Bj & 1l'ordre
1 pour j = J(i) :

et telle que l@i(bi)[ =1 et ]”ﬁi.l <1, Vi, j.
Posons alors

+@ ek i
Zkl
- (A—b)

Fi(x)

Il

?i(x) est défini par le lemme 1 partir de la fonction Q.(X) . Nous voudrions,

a
d'une part que la fonction G(x) = Ei 1( x) soit définie aussi, d'autre part que :

lin G(x) + é(x) =0 .

[x[~1
XEA
Or, d'aprés ce qui précede,
I ai af;
o “1c:i____. e 1
Z]{ T s ¢ (x) Zk:l e l(Y = +oeee + ————————75)
( (X - b.)
i
i i
EEERT LR )
—— - e 8 + . .
_J S~ b, AN 3
(1) 3 k=1 k i pJ 1 (pj _ bi>

Or, puisque l* (b ) =1, ona:

i i

a

1lim su lc I |' L + + I
s R L e L k
i (x - b.)
i
S lm  eup e ] -
, _
le, (v)] o
Donc la convergence :
i i
a

est uniforne.
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Considérons d'autre part :
s+ g %
R A e L
P

Cette expression e¢st inférieure 2

ey |
, . k,i
sup; léi(x)] sup. (b’)l k *
. (b )] p
e, |
Pour un p donné, posons T, (p) supy, —F— :

p
1in T, (p) =

Donc
| J[m up, | ¢, (x)] 7. (p) =
xen
. 1l A
(Car lyi(x)l 5-5 , Vx e Ap)

LEMIE 3. - Soit (bi)ie % une fanille de C(0 , 17) telle que ¢(0,1 )\Uieg*{bi}

soit quasi connexe.

Soit (ui)iEE% une fauille de k , définie par

_ Z+w 40 k 1
ui Jj=1 %{:1 ( b - b )k
A1 SRR S

37
e
. k,J
(avec 1lim. sup, |=———2d—| =0) .

Alors, quelle que soit la T-suite idempotente {p § de ¢(o ’ 1—) telle que

Ibil # Idjl , Vi # 3 , 11 existe une fonction heronorphe G(x) de seuls pbles

53 a l'ordre 1 , telle que :

lin, , ,u, + G(b,) =

Remarque. - Je ne suppose plus 22 & J(x - bj)k convergente sur Ap .
b4

Démonstration. - Nous ne pouvons plus définir Fj(x) = k 1 € J/(X - j conme

au leuue 2, car rien ne prouve gue F.(x) soit convergente pour |x - bj[ assez

petit. Par contre, Fj(bi) est bien défini. Nous pouvons donc essayer d'écrire :
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j .
s+ kg e.(v,) 2" ( L, + g )
= @, N [ A X} 1
k=1 (b, —-b.)k Jji =1 k,J bi—b,j (b —b.)k
i J J
J J
. a
D SRR, Y N R s H P I
h=I13) by - 8y k=l 'k, 378y - b; (8, - b;)
J
Conme il existe i tel que :
] aJ nj ‘ af ai
+ eee + < F eee +
8, = b, * . k!t ~'p, =D k' ?
- b, - b.
h™ 7j (DJ bJ) i) (i J)
ces deux sommes sont définies si
3 ;
vn_ e JgTg e F =l =0,
235 7P (b, - b.)
1 J
ce qui est le cas, puisque
J J
1? (__a_];_—__—+ + ak )I <—l—_‘2_ )I lekle
“k,3'b, = b, 0t 3k S e (b, S
i J \bi bJ) 3 d lbi le
ley. sl
<-———§ﬁj——E .
|b, - b.f
i3]
De plus,
J J
a
R G SR SR
= y . _
i 3 (bi bj)
et . .
- o "
= , . .
no o (8, = ®,)
tendent vers O 1lorsque J devient infini.
Donc G(x) = Zj Fj(x) est bien défini, méue si Fj(x) ne 1'est pas.
Fn outre, limiﬁ+w u; + G(bi) =0, car
aj a‘j
r.l k
15, 6,(0,) 5% 6 (ot 4 )|
3 J i’ Tk=l k,J bi - bj (b, - b.)
1 J
(2,00, el
< sup.\]&.(b, x Sup. _—d ),
D AR Ky - p.|K

1 J
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Application I - Racine N-idme. - Soit g(x) wune fonctinn mérouorphe de pbles

< 7 :
{bi}isg. telle que |g(x)] <1, Vxe b, pour un gy domnné.
Soit N un entier.

Nous cherchons une fonction f(x) telle que, si on appelle {ﬁi}iEN la famille

de ses pbdles,

lin f&Cz) -(1+glx))=0, Vp>0.

x|
zC(0,17)
|x-biiio

l X—‘Ji { Zp

Pour cela, il ost nécessaire et suffisant que :

T, @ [fﬂﬁx)- (1 +glx))])=0.

(Rannelons que est 1lc coefficient constant du développenent de
ppolons que o

#(x) - (1 + g(x)) Butour de b, )

Or

w [F7(x) - (1 + g(x))]

= fN(bi) -w (1 + g(x))
= fN(bi) -[1+ wb.(g(X))]

i .n.f. - b. - P 7 O .
S P | 1 ﬁJl #
I1 faut donc que nous trouvions f tel que

1
£(b,) = [1 + mb.(g(x))]N )

g peut &tre mise sous la forme :

k. Yo
+ J k \
gG) =2y B TR
J

ou y(x) est une série de Taylor de rayon de convergence infini, et ou

sup IYj’kl <1 et sup, |4(x)] <1

puisque lg(x)l <1, Vxe AO .

Nous voulons donc :
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k.
(b (1 4+2%°% ZJ—-JJ—-—- ; 1/N,
( i> J=L3A Tk=1 (b - b ) *+ V(bi)]
J
On peut 1lidcrire :

= 1 o +e "3k
f(bi) S I iy e (b, - b.)
i J

T+ @(bi)

ou < est une série de Taylor uniforuément bornée par 1 .

Quelle que soit la T-suite idempotente {u } seN telle que 1nf |bi-5jl#0 ’

il existe une fonction C (x) de pbles éi telle que

€
. J k Ju—— oo _
1lmi*+w zﬁ#i Eg (b. - b,)k + CITEiT =0 .
1 J

I1 existe aussi une fonction 6;(;7 de pdles ﬁi telle que

1im C,(b, 7 + (b, ) =

i C2
(I1 suffit de multiplier o(x) par une fonction de pbles 3; qui tende vers 1
lorsque lxl -> 1, pour X € Ap <)

Donc

Vin, ., O (0] + T B ) + £(b,;) =

-

et Cl(x) + C2(x) est la fonction f dewmandée.

Application II. - 8oit P[X , Y]e KX, Y] .
On cherche deux fonctions méromorphes f et g telles que
un Ple(z) , £(x)] =

|—1
XEN

Soient °y € k R € R deux constantes telles que P[X, Y] =0 ait une solu-

?

tion analytique Y = F(X) pour |X - col <R .

Soit g(x) une fonction méromorphe sur c(o , 17) telle que Iu&(g) - col <R

(on ¢3(g) est lc coefficient constant de g en un de ses pbles by ), VieN.

Alors, en appliquant le lemme 3 comme précédemment, on voit qu'il existe une fonc-

tion méromorphe sur ¢(C , 1), f(x) , telle que

un,_, , £(b;) - Mw () =



11-14

et par conséquent, telle que

(1]

[2]

(3]

(4]
[5]

1}(31-1"_1’1 P[g(x) 9 f<X)] =0 .
XA
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