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PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DES PRODUITS INFINIS

Marie-Claude SARMANT-DURIX (*)

Groupe d étude ultramétrique
(Y, G. P. ROB3A)
10e année, 1982/83, n° 11, 14 p. 14 février 1983

Rappels et définitions.

Nous nous plaçons dans k, corps ultramétriquenent valué, couplet, algebrique-
ment clos et naxinalement couplet [3]. La valeur absolue ultrauétrique sur k sera

notée ).j .

étant une suite de C(0 , l"") = (x e k ; )x)  l) telle que

0(0 y 1 ) soit quasi connexe~ on pose :

et, pour tout p E  ,

On dira, par extension, que la suite {03B2} est une T-suite idempotente de

C(0 , I") , si, V p &#x3E; 0 , la suite §c (3 , , pT; lj des trous p), affec-
J 

- 
J

tés des coefficients 1, , cst une T-suite de C(0 , 1 ) [2].
Soit f(x) une fonction analytique définie sur . On dira que f(x) est une

fonction méromrphe dans 0394 , de pôles {03B2.} j~N y si f E H(0394), V p &#x3E; 0 .

Remarquons que f(x) est le produit d’une infinité de fracti ons rationnelles de

pôles {03B2.} par une série de Taylor convergente sur 
J 

°

Dans la suite, quand nous parlerons du domaine A associé à une fonction méro-
P

Dorphe, il sera tou jours déf ini comme ci-dessus si les pôles de f ne s’ ap-
pellent plus 3 . ! ) .

Position du prolbème

Nous cherchons à savoir si des fonctions méromorphes, f(x) et g(x) par exeuple,
peuvent être reliées par une relation algébrique t’au bor d", c ’est-à-d11’e vérifient

une condition du genre : Q

où P est un polynôme en f et g .

(") Mme Marie-Claude S-YRI,1/ù.i’T-DTjRIX, 16 boulevard Jourdan, 75014 PARIS.
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Si est la suite des pôles de g(x) ~ et si est la suite des

coefficients constants [5] associée, cette relation sera vérifiée si les pôles de
la fonction f ne se rapprochent pas des b. y et si

Nous allons donc essayer de trouver une fonction méromorphe f, de pôles
tels que et vérifiant f(b.) == u. y u, vérifiant

J i i i

la relation :

Ceci sera fait sous certaines conditions par le lemme 3, les lemmes 1 et 2 étant

préparatoires au lemme 3.

1. - Soit 1 ) , y et soit =+8 k=1 ~k (x-b) k une série de Lau-

rent convergente pour tout x ~ b .

Soit ([:3 J .} . JE N une T-sui te idempotente de C (0 1 ) telle que 1 b 1 ))3.t y

Il existe une fonction méromorphe F(x) qui aduet pour seuls pôl es les !3j à
l’ordre 1 et telle que

Démonstration. - S oit 5 le T-filtre associe à la T-suite ~3.) 
[4] il existe un élément 03A6(x) E pour tout p &#x3E; 0 , y et strictement annulé

par J, qui a pour seuls pôles à l’ordre 1 .

Diaprés la déconposition de Mittag-Loffler, on peut écrire

et on peut supposer supj nj = 1 .

..)~

Nous allons démontrer que, y V k E!’!," , il existe une fonction produit infini

Fk(X) qui a pour seuls pôles les )3. à l’ordre 1, y et telle que

puis nous sommerons les ~Ax - 
Pour cela, nous allons appliquer la décomposition de Mittag-Loffler à

%(x)/(x - y d’abord pour k = 1 , puis pour k quelconque, ce qui va nous don-

ner un système d’équations linéaires à coefficients constants en
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Cas k = 1 :

~(x)/(x - b) est encore une fonction croulante. D’après la décomposition

de mittag-Löffler,

avec

d’où

Cas général : k quelconque : Â

(p (x) = 03A6(x) (x-b)k est une fonction croulante.

(x -b)"

D’après la décomposition de Mittag-Loffler,

avec

Nous pouvons en déduire le système de k équations à k inconnues
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... , les deuxièmes membres de ces équations.
Nous pouvons mettre le système sous f orme matricielle : 1

Appelons A la matrice carrée. Nous nous intéressons à l/(x - b) : nous allons
étudier les coefficients de la dernière ligne de A . Posons :

et
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où

Remarquons dl ailleurs que Q’k = [’’(b)]k-l .
Nous voulons borner les &#x26;, .K’"’S ’ afin de savoir si

converge

(pour alléger les notations, nous écrirons maintenant 03A6 au lieu de 03A6(b) ).

Supposons que )ô.) ~1 b2i pour i = 1 ,2, ... y l - 2 .

Etudions 03B4I-1
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D’où

D’où

Rappelons que

Nous avons done, en remplaçant les 0 par leurs valeurs en x :
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D’où

Pour que ces deux termes soient il est suffisant que chacune des deux

expressions :

tende vers 0 (uniformément par rapport à x pour x - b ~ &#x3E; p pour la première ;

uniformément par rapport aux 03B2j pour la deuxième) lorsque k devient infini.

Comme (2) est la valeur de ( 1) pour x = 03B2j , il suffit de pouvoir borner ( 1)
sur k ; lx - b) &#x3E; p) par une expression qui tond vers 0 lorsque k de-

vient infini ; or y

soit

et comme
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Donc

tend vers 0 lorsque k devient infini, puisque la série de Laurent 03A3k b
e s t convergente pour x ~b, donc pour lx - b) = p , 

k (x-b)

est donc un élément analytique borné sur (x E k ; x - b) &#x3E; dont le produit

par 03A6(x) tend vers 0 suivant le T-filtre J , V p&#x3E;0 .

On posera donc

qui est un élément analytique sur chaque 6 , 11 P &#x3E; 0 , et dont les seuls pôles
, 

p
sont les 03B2. a l’ordre 1

J

LEMME 2. - Soit (b. ). N* une famille de C(0 , 1-) telle ue 0(0,1-) BUi~N* Îb.)- 1. ié 
-- 1.:!.. 1.

soit quasi connexe.

Soit une famille de k telle que G(x) = ~ki (x-bi )k
appartienne à 14(ù ) , V P &#x3E; 0 .

p

Alors, que soit la idempotente de C(O, 1-) , telle que
1 bi’ 1 /: |03B2j|, Vi=} j , ii exist e une fonction 1f(x) méromorphe SUr 

seuls pôles à l’ordre 1 , tell e que



11-09

Démonstration. - Soit J(i) l’indice défini par

On sai t que la suite ~_J -&#x3E;j(i) est toujours un e y il existe

donc une fonction croulante ~. 1 ~x~ qui admet pour seuls pôles les p. à l’ordre

1 

et telle que 1 ~.(b.)1 = 1 et )~j ~1 , ’1 1 , j .1 1 J 
’

Posons alors

(x) est défini Par " le lenme 1 à. partir de la fonction -2. 1 (x) . Nous voudrions,
d’une part que la fonction G(x) = 1 F, (x) soit définie aussi, d’autre part que:1 1

Or y d’après ce qui précède y

Or, puisque 1 ~.(b.)1 = 1 , on a i
1 1

Donc la convergence :

est uniforme.
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Considérons d’autre part : 1

Cette expression est inférieure à

i ~k, 1
Pour Un p donne, posons Ti( P = supk |k,i| k

p

Donc

EMME 3. -Soit (b.). N* une famille de C(O, 1-) telle que 
- ~""- "*"*"’’"’"’" 1.

soit quasi connexe.

Soit une fauille de k, définie par
- 2014201420142014201420142014201420142014 201420142014201420142014~2014

ek,j.

(avec lin. supk =0) .

Alors, quelle que soit la T-suite idempotente {03B2.} de c(o , 1 ) telle que

1 |03B2j| , V i ~ j y il existe une fonction méronorphe G-(x) de seuls pôles

03B2 à l’ordre 1, telle que:
J ""’~ ~

Je ne su pp ose plus ~k. ./(x - convergente sur 0394 .
, J J P

Dérmonstration. - Nous ne pouvons plus définir F)(x) = ek . x w comme

au lemme 2, car rien ne prouve F.(x) soit pour |x-bj| assez

petit. Par contre, F . (b.) est bien défini. Nous pouvons donc essayer d’ écrire :
J 1.
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Comme il existe i tel que :

ces deux sommes sont définies si

ce qui est le cas y puisque

De plus y

et

tendent vers 0 lorsque j devient infini.

Donc G(x) = I . F . ( x ) est bien défini, mêue si F . ( x ) ne l’est pas.
J J J

En outre, u. 1. + G(bi) = 0 , car
i + i 1
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Applicatin I Racine N-iëme. - Soit une fonction méronorphe de pôles

telle Î 1 y pour un p.. donne.

Soit N un entier.

Nous cherchons une fonction f(x) telle que, si on appelle {03B2i}i~N 1s. famille

de ses pôles,

Pour cela, il est nécessaire et suffisant que :

(Rappelons que fi est le coefficient constant du développeuent de

’(x) - ( 1 +g(x)) autour de t~ .)
Or

Il faut donc que nous trouvions f tel que

g peut être mise sous la forme : 1

où ’’;(x) est une série de Taylor de rayon de convergence infini, et où

puisque

Nous voulons donc : 1
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On peut 1~ écrire :

où (p est une série de Taylor uniformément bornée par 1 .

Quelle que soit la T-suite idempotente telle que 
. 

J J-~ ~,J ~ J
il existe une fonction ël(x) de pôles Pi telle que

Il existe aussi une fonction de pôles ~i telle que

(Il suffit de multiplier par une fonction de pôles ,3. qui tende vers 1

lorsque lxl 2014&#x3E; 1 y pour 

Donc

et + ~’"(~7 est la fonction f demandée.

P[X , Y~ .

On cherche deux fonctions méromorphes f et g telles que

Soient c OE k , deux constantes telles que 0 ait une solu-

tion analytique Y = F(x) pour 1 X - c~) 1 R .
Soit g(x) une fonction méromorphe sur C(0 , 1-) telle que col R

(où est le coefficient constant de g en un de ses pôles b. ), ~ i ~ N .

Alors, en appliquant le lemme 3 comme précédemment, on voit qu’il existe une fonc-

tion méromorphe sur C(C , l") , f(x), telle que
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et par conséquent, telle que
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