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par Jean-Paul BEZIVIN ()

1. Introduction.

Le but de cet exposé est de généraliser un résultat de LEWIS et MORTON dans [4],
ces auteurs prouvent le résultat suivant : Soient P et Q deux polynbmes de
§£X1 s wee g Xs] , et m , ..., m des entiers naturels premiers entre eux deux

n

3 deux ; l'hypothdse P(m oo mz)/Q(m? y sas mg) appartient & Z pour tout

1 ki
n assez grand entraine que Q  divise P dans Q[Xl y eee Xs] . Leur méthode de
démonstration leur permet de démontrer un résultat analogue pour un corps de

nombres inclus dens R .

2. Notations et rappels.
Soit L wun corps de typs fini sur Q , on note ®(L) 1'ensemble des applica-
tions de N dans K de la forme A(n) ==z;ft

1
éléments non nuls de L , et les P, des éléments de I[X] .81 A est dans

n .
P.(n) a, , ou les a, sont des
i i i

®(L) , on dira que les P, sont les coefficients de 4 , et les a; les fré-
quences de A . L'ensemble R(L) est muni d'une manidre évidente d'une structure
d'anneau non intégre, nous noverons Rﬁ(L) les éléments réguliers de R(L) pour
la multiplication.

On sait que les éléuents inversibles de R(L) sont caractérisés par la propriété
suivante : Il cxiste un entier ¥ non nul, et des éléuents de L.je br et c_ pour
0Lr<kM-1 tels que I(W + r) = b, cllf
nul, nous noterons Tb(A) le sous-groupe nultiplicatif de L engendré par les

T
, Vk, r . Pour A dans R(L) non

fréquences de A , et nous poserons I[(4) ={z€lL; Th=21, 2 e FO(A)} .
On dira qu'un élément A de R(L) est associé & B, s'il existe I inversible
dans ®R(L) tel que A =1IB .

Avec ces notations, on a le résultat suivant [27.

kid
PROPOSITION 1. - Soit A dans R (L) . Il existe I inversible dans ®(L) , a

fréquences dans I'(4) , tel que A = IA posséde la propriété suivante : Soient B

~

et C dans ®(L) , tels que A = BC , alors il existe B et C, associés & B

et C, et & fréquences dens I'(A) tels que A= 56‘.

* =
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Nous rappelons d'autre part la conjecture du quotient de Hadamard pour les suites
récurrentes : Soient u(n) et v(n) deux suites récurrentes linéaires, dont les
coefficients et les fréquences sont dans un corps de nombres X , €6 S un ensemble
fini de places de K , contenant les places infinies. On suppose que, pour tout en-
tier n assez grand, on a v(n) non nul et u(n)/v(n) S-entier de X ; dans ces
conditions la suite u(n)/v(n) est une suite récurrcente lindaire.

On a le résultat suivant (voir [1]).

THEORLME 1 [PISOT—CANTOR]. -~ On suppose qu'il existe une valeur absolue de K

telle qu'il existe une unique fréquence de v de plus grande valeur absolue. Alors

la conjecture du quotient de Hadamard est vraie.

3. Généralisation du résultat de LEVIS et MORTON.

Soit K un corps de nombres, et 81 5 eee, 8 8 élénents non nuls de X . On
suppose qu'il existe une valeur absolue de K , que nous noterons l I , telle que
lall y ese Iasl soient multiplicativeunent indépendants. Soient d'autre part P
et Q deux polynénes de K[X1 y ees o XS] y €6 S un ensenble fini de place de
K , contenant les places & 1'infini. On suppose que, pour tout n assez grand ’

W(n) = P(a? y eoe aZ)/Q(a? y ees a:) est un S-entier.

LEMME 1, - Dans ces conditions, W(n) e¢st une suite récurrente linédaire,

Preuve. - Il suffit de remarquer que, pour la valeur absolue I | , 11 existe

, , n
parui les fréquences de v(n) = Q(al ,

absolue, et d'appliquer le théorsue 1.

ces a:) une seule de plus grande valeur

v v
o s . . v 1 s
LEMME 2. - Dans les uemes conditions, il existe un mondme X = Xl y see 5 X

tel que {v P(X)/a(X) soit un polyndne.

Preuves. - D'aprés le leume 1, la suite W(n) est une suite récurrente lindaire ;

non nul, telles que

il existe donc des constantes bj y 0L£J<&h, avec bO bh

Zg'bj (n + j) =0 pour tout n assez grand.

Soit F 1la fraction rationnelle

J=h J J J J
F(x1 y eee xs) =2 "D, P(a X\ 5 een g 8 XS)/Q(al Ky g seey 8y Xs) .

=0 "3 "1 1

On a alors F(a? ,

tiplicativenent indépendants, on en déduit que F =0 . Il est clair que l'on peut

n
ees 5y a ) = 0 pour tout n asscz grand ; les a; étant mul-

supposer P et Q premiers entre eux dans K[X] .

3i Q n'est pas alors un nondme, il existe x see 5y X dans une cl8ture al-

1 b
gébrique de K , tels que X, #0 pour tout i et Q(x
P(xl ’

Soit G = P/Q , en utilisant la relation F =0 , on nontre qu'il cxiste une

1,noo,xs)=0,

eee Xﬁ) 7“0 .
»

ng .
suite d'entiers ny strictenent croissante telle que G(alk Kl y coe agk Xs)
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goit non réguliére au point (xl s see xs) ; on en déduit donc que
Q(alilk Xy 5 eee agk xs) = 0 pour tout k , ce qui entraine que Q est le poly-
ndrme nul puisque aucun des X, n'est nul, et les a; nultiplicativement indépen-

dants, et cette contradiction prouve le lenmne.

PROPOSITION 2., - Soit X wun corps de nombres, et 8y 3 see 5 B des éléments

non nuls de K , on supposc qu'il existe une valeur absolue l | de K telle que

les [ail soient multiplicativenent indépendants, et de plus que, pour tout i ,

il existe un nonbre prenier Py vérifiant lai’p <1 et lajlp =1 pour J
Jersaent . = 0 22

différent de i . Soient P et Q deux éléments de XK[X oo Xs] , alors

1 ’
1'hypothése P(a? y e o ag)/Q(a? y swe s az) entier pour tout n assez grand

entratne P/Q est wn polynéne.

Preuve., - D'aprés le lemme 2, il suffit de regarder le cas ou Q est un monéue.
On suppose que l'exposant de Xi dens Q est non nul, et que 1l'on peut écrire

2 se e =I oas o L 2
P(xl , , XS) z(x2 , , xs) + X, R(xl ,

facile de voir qu'il existe alors une constante C telle que l'on ait, pour tout

ces 5 X ) avec H non nul. I1 est
s

n assez grand,

In

i n n ‘
(m) lH(a y see 9 & )l < C 1 pl 5

s p1 1 }a

ou 1 est le nombre‘premier donné dans les hypothéses de la proposition 24

) '
On sait qu'il existe un entier T 21 tel que les applications k —--> afr ’

2 £1i £8, se prolongent en des applications continues de gp dans C s Soit

1 ~
¥y un élément de Zﬁ et k wune suite d'entiers tendant pl-adiquement vers y
D1 '
et tendant vers + «© dans R . Puisque lallp <1, il résulte de la continuité
i

des applications x ——> afT et de 1'inégalité (*), que 1l'on a

H(égr N D I

S

pour tout y dans ZPL , et donc pour tout n dans N , ce qui montre, puisque
les a, sont nmultiplicativement indépendants, que H =0 .

Il en résulte donc que P/Q est un polyndme, ce qui dénontre la proposition 2.

Renarque. — Dans le cas o K = Q , on améliore faiblement le résultat de [4] ;
en offet, on peut appliquer la proposition 2, par exemple pour a = 6 et a=10
dans le cas s =2, et 6 et 10 ne sont pas premiers entre eux.

On peut aussi affaiblir les hypoth&ses du lemme 2 et de la proposition 2, de la

rngniére suivante :

Définition. — Soit A wune partie de N , on dit que A est arithmnétiquement

dense (noté a.r ) si A rencontre toute progression arithmétique.

Propriétés.

(a) Si i est a.r, alors A est dense dans gp pour tout p premier.
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(b) Si A est a.r, et s1 a et b sont des élénents de N avec a non nul,

alors B={k ; ak + b € A} est aussi a.r .

PROPOSITION 3. - On se place dans le cas ou les hynothéses du début du § 3 sont

réalisdes, & 1'exeption de W(n) S-entier-pour tout n , que l'on remplace par :

W(n) est S-entier pour tout n appartenant & une partie a.r de N . Alors la

conclusion du lemme 2 est encore valable.

Preuve. - Il suffit de nontrer que W(n) est S'-entier, S' étant un ensemble
fini de places contenant les places archinddiennes de K . Cn prend pour S!' les
places de S et aussi les places non archinuédiennes ol 1'un des a; n'est pas une
unité du corps valué correspondant.

30it v une place n'appartenant pas & S5 , elle induit sur Q une valeur also-
lue ultranétrique que nous noterons l 'p , p ¢étant le nonbre premier correspon-—
dant. Il exiastc un entier M non nul, tel que chacune des applications
k —=> ni”*l de N dans K se prolonge cn une application continue de zp dans
Qﬁ ; i1 en est donc de méme pour W(kH + r) , qui sera donc continue en tout point
o& elle sera définie. Comme par hypothdse, W(n) est dans la boule unité de C
pour tout n dans une partie a.r de N , on en conclut facilement que W(n) est
v-entier chaque fois que W(n) est défini, ce qui montre que W(n) est S'-entier,
et dénontre la proposition 3.

On peut aussi donner une version affaiblie de la proposition 2, en supposant W(n)

entier pour tout n dans une partie a.r de N .

4
4. Etude d'un probléme de nature dnalogue.
Soit X wun corps de nombre, et h un entier non nul. On se propose d'étudier

les conséquences, pour un polynbme P de K[Xl g eee XS] d'une hypothése de la
n

l 9
N, et les ay des éléments non nuls de X .

forme P(a s aZ) = (bn)h , Ou bn est un S-entier de K pour tout n dans

On rappelle le résultat suivant (Voir [1]).

TLEOREME 2 [PISOT]. - Soit u(n) une suite récurrente d'éléments de X . On sup-

pose que, pour tout =n , v(n) est la puissance h-idme d'un S-entier de X , et

qu'il existe une valeur absolue de K , telle qu'il existe une unigue frégquence de

u de plus grande valeur absolue, celle-ci étant pble simple de la fraction ratio-

nelle associde & la suite récurrente wu(n) . Dans ces conditions, on peut écrire

u(n) = (v(n))h ol v(n) est une suite récurrente.

.

PROPOSITION 4. - Soient a, , ... , a  des élénents de K , tels qu'il existe

b

’ 3 . |
une valeur absolue dec X vérifiant |a

AR Ias] sont nultiplicativenent in-
dépendants. Soit P un élément de K[X1 , ese Xs] tel que, pour tout n entier

h A
)

. n n . . _
naturel, on ait Pla, , eos , as) = (bn y OU bn est un S-entier de K . Dans
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oy h N - v
ces conditions, ona P=X Q , ou X=X1', ..., X! estun nondme, et Q

un élérent de K[Xl s ees y X 0.

N PN . n n
reuve. — D'aprés lec théoréne 2, on peut derire u(n) = P(a y soe 4 as) = v(n) ’
ou v(n) est une suite récurrcnte.
On utilise ensuite la proposition 1, en notant L un corps contenant K et

toutes les fréquences et coefficients de v(n) .

I1 existe donc I(n) , inversible dans &(L) , & fréquences dans 1'(u) , et
J(n) inversible dans R(L) , tels que J(n) v(n) et I(n) j-l(n) v(n)h-'1 soient
toutes deux & fréquences dans f(u) . ,
D'aprés la propriété caractéristique des éléments inversibles de R(L) et 1la
définition de I'(u) , on peut trouver un entier non nul I tel que J(nM) = A pn
et (Jv)(ni) = T(n) soit 2 fréquences dans fb(u) . On peut alors écrire
P(a,?{‘vl ) eee aEM) =B p—hn T(n)h , d'ou on déduit facilement que p-h appar-
tie;t a Ib(u) f I1 en résulte, EuiSque lesv a; sont nultiplicativenent indépenﬁ
dants, que 1'on peut écrire P(X? y eee Xz) = Xfl , eee XZS G(Z, 5 eee XS) ,
ou 1l'on peut supposer gue, pour tout i , Xi ne divise pas le polynlme G .
Lf facteur X;i est alors la plus grande puissance de Xi qui divise
P(X? ) eee xﬁ) . On éerit P(X1 yoeee 5 X)) = X:l , eee ﬁz' QX , eee 5 X))
avgf Xi ne Q%Visant pas Q, et on §St ramenéd 2 étudier 1'égalité
AX] , eeey X)) = L0, e, 2 )

On trouve dans [ 3] le lemme suivant.

LEHME 3. - Soit H un polyndme irréductible de L[X

TR XS] , o L est

un corps algébriguenent clos de caractéristique zéro, que 1'on suppose non divisible

par les variables Xi . Soient d'autre part tl g see ts des entiers non nuls.

Si le polynbue H(Xf1 y ses X:“) est réductible, soit A un de ses facteurs

irréductibles, alors on obtient tous les autres facteurs irréductibles de

H(XJ;l g see XZS) en remplacant dans A les Xi par §i Xi , ou les gi sont

des racines ti—iémes de l'unité, et en prenant une, et une seule, fois chaque po-

lynéne & équivalence prés (deux polyndues sont équivalents si 1'un cst multiple

scalaire de 1'autre). En particulier, H(Xfl y eee Xzs) n'a pas de facteurs mul-

tiples .

On utilise le lemme 3 de la maniére suivante : tout d'abord, si B ft C sont
des facteurs irréductibles distincts de Q(Xl g see XS) , alors B(X? ’ ..; ’ Xg)
et C(Xﬁ s eee Xg) sont premiers entre eux. On regarde alors la décomposition
de B(X? s see ﬂg) par exenple, qui d'apres le lemme n'a que des faqteurs simples.
Soit D 1'un d'entre eux, la multiplicité de D dans Q(X? ) eee Xﬁ) est done
égale & la nultiplicité de B dans Q(Xl y eee Xs) . Conmme Q(X? y ses Xg)
est une puissance h-idme, la multiplicité de D est un multiple de h ; donc la

nultiplicité de tout facteur irréductible de Q(Xl y aee XS) est un multiple de
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h, et Q est la puissance h-iéme d'un polynbme, a priori & coefficients dans
unc extension algébrique de¢ X . On wontre facilerient, en utilisant la relation de
. n n h .
départ P(a1 g eee 8 ) = (bn) avec bn dans K , que Q est en fait la puis-

sance h-idéne d'un polyndue dc K[X1 ) vee XS] .

Remarque. — L'sxemple s = 1 , P(X) =X sy a=4, h=2, nontre que 1'on

n'obiient pas que P est une puissance h-idne en général.

COROLLAIRE 1. -~ Sous les hypothéses de la proposition 4, si 1l'on suppose de plus

que P n'est divisible par aucun des X, , alors P est la puissance h-iéme d'un
i

élénent de K[X 2 XS] .

1 ’
On peut enfin donner un résultet plus précis que celui de la proposition 4 en fai-

sant des hypothéses sur les a, , nous donnons un énoncé pour le cas K = Q :

COROLLAIRE 2. - Soit h wun entier naturel non nul, P un polynbme & s va-

——

riables & coefficients dans Q , et ay des éléuents non nuls de Q . On suppose

T n . N L .
que r(al g ese o as) est la puissance h-iéme d'un rationel pour tout n entier

naturel, et que de plus, pour tout i , il existe un nonbre premier p tel gue la

valuation pi—adique de a, soit 1 , ot celle des aj avec j # i soit nulle,

alors P ecst la puissance h-iéme d'un polyndne de Q[X1 s see o Xn] .
-~ IS}

Preuve. - Il est facile de voir que l'on cst dans les conditions d'application
de la proposition 4. On peut donc éerire P =X"' , ..., x"s Qh. On regarde alors

la valuation pi—adique des deux nenbres de 1'égalité

rn

p(al, e, @) = a an)”

rsn n
y see oy B Q(al y ey B ’

n appartenant & N , on a alors r. nultiple de h , d'ou le résultat.
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