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Introduction.

Les notations sont celles de [1]. On a montré que, pour ¥ eUp(m) et 6 € Ep(m) ’
la somme de Gauss

k
. k -1
(1) glx , 0) = Lim__((1/mp*) 27" x(a) 6(a)) = (x8 * 1)' (= 1)
existe, et définit une fonction analytique des variables x et 9 .

Nous donnons ici une formule explicite de g(x , 8) comme fonction snalytique de
9 e%p(m) , pour x fixé (3 2). Cette expression s'obtient grace aux propriétés re-
liant la convolutinn et la dérivation expnsées au § l. Au § 3, on montre comment
1'application des mémes techniques, de crnvnlution, permet de retrouver les fonctinns
L partielles définies par N. KOBLITZ [ 14]. Leur rapport avec les sommes de Gauss,
les fonctinns Lp(l - s, x) et les fonctions Log F [9] permet de démontrer une

formile de Taylor pour les fonctions ILog r, qui generallse celle obtenue au théo-
NS
réme 2 de [9] dens le cas ou s = 0.

l. Dérivetion et convolution.
2ol la R L LoavothLon

l.1l. Représentation des fonctions génératrices.

On sait que, si g est une fonction définie sur N et & valeurs dans p-p ’
g € @Z (w) , C) 2 la condition nécessairc et suffisante que sa série génératrice,
F(T) =2 0 g(n) ™', soit la série de Taylor & 1l'origine d'un élément Fg € HO(Am)

([1], proposition 1.3 nu [3]).

Soit h>0 et f= mph . Dire que g € (’(Z (m) , C ) équivaut 3 dire que chacune

. h
des fonctions o, définies sur N par :,1(k) g(i + mp k), i=0, vee , mp -1
est prolongeable en une fonction continue sur ~Z—p . On a alors, pour t € -Z-p R

t+ k-1 .
cpi(t) _lell Rk,i( k - 1 ) , ob )\k,i -—> 0 pour k -—> = .

On en déduit que
f-1 i f—

(*) Yvette AMICE, UEd Mathématiques, ‘ile 45-55, Université Paris-7, 2 place Jussieu
75251 PLRIS CEDEX 0O5.
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f-1 . i .
En posant P, (T) =Zi:0 e, i T" , on obtient donc

P, (T)
-

(2) F(T) =2 .
g
Notons HPk]]‘lo = sup, I.\k’il = sup{IPk(t)I 5 |t] €1}, on ¢4duit, de ce gie
chaque ¢, est continue sur ~z-p s le fait que iziPkl-iw —> 0 quend k —> o, et
donc que la série (2) crnverge vers Fg , uniformément sur o » i. e. dans H-O(um) .
Si on choisit f = m, la série (2) n'est autre que la représentation usuelle de
F commg élément analytique sur le domaine Am complémentaire de la lemiscate
D = {t e —gp H Itm - 1| <1} ([7), proposition 4.8.5).

Supp(l;sons de plus que g snit localement analytique sur _gp(m) , et chnisissons
f=mp de telle sorte que g soit somme de sa série de Taylor sur chaque disque
i+m 2 de Z (m) . On sait [2] qu'alors, comme chaque ©; est strictement ene-
lytique sur —?—p , |’\k,i/(k - 1){| ==> 0 pour k —> o et que

:mfk’i Mk’i/(k - 1)1 = lelly, s
ol ngh désigne la norme de g dans 1'espace LAh(gp(m) , Ep) des fonctions lo-
calement analytiques d'ordre h sur Zp(m) (cfe [2]).

Pour ce choix de f = mph , la représentation (2) est telle que }\Pk/(k—l)inm -=> 0,
elle converge donc pour le -1 > p-(l/(P-l)) ]

k - -
Soit by = {t e Pl(Cp) 3 Itmp -1 >p 1/ (p 1)} , on a démontré :
. 2\

LEMME 1.1, - Si g est localement analytique d'ordre h sur —~Z—p(m) » la repré-
sentation

5 P (T)
(2) F (1) = Il (T Ak

définie ci-dessus, converge pour T e Am,r , et Fg est prolongeable en une fonc-
y 0 —

tion analytique bornée sur A

I, Ty

Si, de plus, la série de Taylor & l'nrigine de chacune des fonctinns ®; aun
rayon de convergence au moins égel & p > 1 , on peut montrer que Fg est prolon-
geable en une fonction anelytique sur un domzine
au § 2.2).

Am,r' , r' < r (voir un exemple

D'autre part, on sait que, pour chaque 1 ,
Lt < t+ k-1 N <
On en déduit que la représentation (2) correspondent 2 la dérivée g' de g est

(3) Fa(D) = (/m) 2 ——=g (5, (B (D/3) .
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On peut d'ailleurs aussi montrer que la représentation (3) de Fg, est valable

dés que g € Glll(_gp(m) , _gp) (en appliquant la ceractérisation de (3111 de D. BLRSKY
[10]).

. m 1
3o0it D = {t e Ep 3 |t -1 <1} = P (p_p) \ 2 » on note G(Dm) 1'espace des
fonctions analytiques sur Dm , c'est-&-dire 1'espace des fonctions définies sur Dm

et dont la restriction & chacun des disques {|t - ¢| <1 ; (;m = 1} , constituant

Dm , est analytique sur ce disque.

LEMME 1.2+ - Toute fonction G € a(Dm) admet une E;}j:qge__x_'qggésentation, conver=
geant sur Dm
m k
(4) O(T) = g B (D (1 - TH,

ou Ak(T) est un polyndme de degré strictement inférieur & m .,

La démonstration peut se faire snit "directement", & 1'aide des séries de Taylor
des restrictinns de G a chacun des disques constituant Dm s s0it en utilisant une
identification de ifl(Dm) 3 l1l'espace des formes linéaires continues sur
Loc an(_?_p(m) ; gp) (cfs [6] ru[1], 2.3) et une caractérisatinn des fonctions Fg
correspondant aux g € loc an(gp(m) R _gp) .

1.2. Décomposition type "Mittag-Loeffler" pour les frnctinns analytiques sur des
"cnuronnes"

C .

m,

. — f‘ — . m - o 3

Soit r<1 et C =D no, .= {tec s r< |t” - 1] <1}, et snit a(cm’r)
1'espace des fonctions analytiques sur la "couronne" Cm,r : c'est une sorme directe
d'espace de fonctinns analytiques au sens classique sur m cournnnes r1<lt—g!<1.

— Cr i N re . [

On montre que a(cm’ I_) = L‘I(Dm) ® Elo(um’ I_) , Ou &O(Am’ I_) désigne 1'espace des fonc-
tions analytiques sur Am,r et nulles & 1'infini. Ceci signifie que, pour toute
Fe a(Cm’ r) , il existe une unique décomposition "a la Mittag-Loeffler",

+

—-— N + -7
F=F +F ,oh FedDd) et FEGO(Am,r).

En pzrticulier, si F e ‘Jo(“m, r) et G e fl(Dm) , le prduit FG , qui est une
fonctinon analytique sur Cm,r , admet une unique décrmposition (FG) = (FG)* + (FG)™

que 1l'on nbtient par exemple de la fagon suivante. Snit

@ -5, —k (1) = 3, 4,(D(1 - 79?2
F(T) = —X st o(T) =3 A(D(1 - TH,
>1 (1 - Tm)k 20 74
les représentations (2) et (4) de F et G respectivement dans ao(um, r) et il(Dm).

En effectuant une mltiplication formelle, avec restes, on obtient, si

_ ol 2 _ Rl
DD =% P A =D(1-T)+D] et C(1)=D+D_,

la décomposition

(FG)* = Zn;o c (11 - ™2 et (FG)~ =2 c (M1 - ™",

ng-1
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1'on cnnstate que les conditions de cmissance imposées sux Pk et A:, impliquent
que (FO)' e a(Dm) et (FG) e ao(um, r) . L'unicité de la décomposition résulte de
1'unicité des représentations (4) et (2) dans G(Dm) et ao(um,r) respectivement.
Ds plus, cette décormosition jouit des propridté: usuclles de continuité des décom-

positions de Mittag-loeffler. Plus précisément, pour r' e )r, 1[ , posons
M@, r') = sup{|F(t)] ; |J‘3m" il =r'}, si r'e lcpl ’

ot prolongeons M(F , r') par continuité pour r' quelconque dans Jr, 1( . On

verifie que

~si F=F oeal ), wE, rj=sp{|F)] 5 |[t7- 1] g0

- si F

1}

H

e agley ), ME, =) = swlF() 5 [T - 1] 3

~si F=F + FeoC ), MF, r)=mnaxMF , o), ¥, ') .

Un exemple importent de fonctinn arnalytique sur Dm est celui du logarithme
my k
- (lor ™) /m = ) (- (L-T)"
log T= (Iog T)/m= (1/m) ( Zlal — .

Soit g une fonction localement analytique sur Ep(m) : il existe r <1 tel que
F e HO(Am, r) « Prur un tel r , on obtient, comme décomposition de F .log dans
7o .
G.\an’r) .

(FoI00)” (D = (- 1/m) T, (1= ™97 (5, (B (D/))

5

(#1087 (D) = (= /m) 50 (1= 1D (T, P(D/(3 + 0)).

Un reconnait dans le développement de (- Fg' Ing)” celui qu'on a troruvé pour Fg'
{3), on en d4duit :

PROPOSITION 1,3. — Soit g vae fonction localement analytique sur _gp(m) et

r<1 tel qus Fg coit mu élément analytique sur Am,r , alors la fonction

(5) {2 = - log T.F (T) = F_,(T) ,

g g g
enalytique sur la "courcnne® Cr P admet un unique prolongement en une fonction
enalytique sur D_, ’

A
did

(5 tis) ﬁg(T) = (1/n) Zzeo (1 - Tm)k (2321 ((Pj(T)/(j + k),

ot: les polyndmes Pj gor: ceur figurant dans la représentation (2) de F_ .

Remarque. — Les frrmules (5) et (5 bis) gardent un sens si g est seculement suppo-
cée continuemsnt et unifarmément différentiable : la décomposition obtenue est slors
formelle, ev se justifie dans le cadre d'un espace de séries de Laurent analogue a

ceux étudiés en [5]. Le produit Log.F_ n'z dans ce cas aucun "domaine de définition!

mais la série (5 bis) définit encore une fonction analytique sur Dm » Plus générale-
. . k - . . s .
pent, si g e Cu(Z (n) , —:'-p) et si G est une fonction enaiytique sur D satis-

o . AL . - k .
faiszat wne eordition de crnissence au bord, G = ¢{Iog’) , le produit F_.G peut
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3tre défini, c'est un élément de HO(Am) ® (D) , dont les parties (F At et
(Fg G)~ peuvent Btre interprétées en termes de distributions au sens de [6] ou [8],
cette étude concrétisant 1ls dualité entre Cﬁ et O(I.ogk) « On retrruve ici, par
m= 1, la fonction J(x —> g(x)) , étudiée en [!1] par P. CASSOU—NOGU}?S«, puisqu'on
vérifie que J(x == g(x))(T) = ﬁg(T) lorsque g est continuement et uniformément
dérivable sur -gp et Te Dl .

Grace aux propriétés des fonctirns M(F , r') indiquées plus haut, et & 1'évalua-
tion des cnefficients des polyn®mes Pk qui résulte des propriétés des frnetions

©g » O peut évaluer 1l'nrdre de crnissance de Tg(T) au bord des disques consti-
tuant Dm et par exemple unntrer que, si g e (3111 N

M(zg’ o) S Mg, r') (max({g], , plle'll)) »

ou gl désigne la norme de la convergence uniforme sur Z (m) .
i ol “p

Parmi les interprétatinns que 1l'on peut donner de £ _ , nous ne retiendrons ici

que la suivante :

PROFOSITION 1.4. - Prur g continuement et uniformément différentiable,

(6) ﬁg(l) =(g* 1) (-1),

ou f‘g est la fonction analytique sur Dm définie dans la proposition 1.3.

. ‘ B -1
Preuve. - On a visiblement, Eg(l) = (1/m) 21:0 (Zk;l ()\k,i/k)) . Or, comme

o) =3 0 GRS, (o "y D) =3

(t+k)

1 Mgi bk

(on note ici = ou WZ (m) les convnlutions définies respectivement pour des fonc-
~P

tions continues sur Ep ou ?_p(m) , ceci pnur éviter les confusinns).
On a denc
{ - * ! (a .
Zlo,l \)\k’i/k) = (cpi 7 1) (- 1)

~p
D'autre part, nn vérifie aisément que, pour n > 0,

-1 , ,
Zi:o ((Di xgp 1) (n) = (g xgp(m) 1)((1’1 + 1) m - 1) o
On en déduit, en prenant n = p"a y I =>4+ ® , que

i 2

(g ::Z (m) ]_)' (— l) = (l/m) Z{;:é ((D. * 1)' (- l) ’

d'ay la relatinn (6).

2. Formles eglicites.

2.1, Shmmes de Gauss.

Pour x € Up(m) et 9 € gp(m) , on a, par définition,

glx , 8) = (x@ = 1) (-1) .
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Compte tenu de la proposition 1.4, cela s'écrit encore
glx » 0) = ¢ (1) .

D'autre part, il est évident que FXG(T) = Fx(e(l) T) , et on en déduit aisément
ue £ 1) = £ (6(1 .
e £,(1) = £ (6(1)

Rappelons par ailleurs qu'on a défini en [1], 2.2, une fonction ILog x , analytique

sur U _(m) , & valeurs dans Ep , et telle que, si x = (xo » X;) e Up(m) ,

x - _ .
X, € (Z/m2)" et x < Up(l) —~Z-; , on ait

x'(x) = (Ing x) le x(x)

Notons ¢ le caractére fondamental de Up(m) : e(x) = X, , on a done
-1
x' = (log x) ¢ ~ x »

I N "
THEORRME 2.1. - Soit x € U (m) , et FX(T) =Y o x(n) T" sa série génératrice.
e
Soit r <1 tel que FX € HO(Am, r) » alors la fonction

(7) (D) = - Tog (D) - log 1 T, (D)

enalytique pour r < |tm - l‘ < 1, est prolongeable de fagon unique en une fonctinn

analytique sur D, encore notée SZX , et on a, pour 6 € Zp(m) ,

(8) gw,e>=g¢un>.

Remarque 1. - On voit ic} explicitement comment, pour 4 fixé dans ?Jp(m) ’
o —> g(x , 6) est, sur gp(m) , une fonction analytique & croissance logarithmique.
Pour le(l)m - 1| assez proche de 1, £ _(8(1)) est dnné par (7) (ou T =6(1) ),
or log x Fe-‘x(T) et FX(T) sont bornées pour ITm - 1| ==> 1" , et on voit, sur

(7), que, pour r —> 1~ ,
SUP| g (1)1 |gr |8(x 5 O] = @i(Tog , x),
o C est une constante dépendant de x »

Remarque 2. - Si x est de torsion, i. e. localement constant, x' = Ingyx =0,
et (7) se réduit dans ce cas & la forumule (9) de [L].

k
Soit ¥, = ),
-1 S O
€ Xk = X.O w 4 >

0l Xo est de torsion et k entier, k> 0, alors Logxk,

Vd

. Dans ce cas, les fonctions F et F _, sont des frac-
Xk & "Xy
tinns rationnelles, et la formule (8) s'éecrit :

glx, » 8(1)) = - Log(e(1) ka(e(l)) -k F(Xourl)k?l(e(l))

pour e(l)f;é 1.

Remarque 3. — On retrruve encore sur cette formule (7), 1'évaluation de glx 5 6),
nbtenue en [1], proposition 2.2. En effet, M(FX , 1) = M(Fe_lx s 1) =1, et pour
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9 fixé et x variant dans Up(m) , la dépendance en x de g(x, 8) au bord est
celle de Ing x .

2.2. Application aux fonctions Lp .

Soit x un caractére de Dirichlet mndulo f = mph , h=>1, et soit

1
_1-1}.

S:{seg_p; v(s)>p

On note Xg = X ( )S , et on sait que s —> Xg est un paramétrage du disque D
de Up(m) , plus grand disque contenant x et ne contenant aucun autre élément de
torsion. Pour s €S, on a

g(xs,l):-st(l-s,X).

Pour i=0, e, £-1, o.(t) =x,(1+ £t) =x(1) i+ m)° . Posons
o = inf(v(s) , 0) ; la série de Taylor de ©; converge pour v(t) > i 7-h-o0,
et sa some est bornée par 1 dans ce disque. On en déduit que, si

t+ k-1
o (8) = 2y M s U7 1) s

infy (V0 ) = (k= DY)+ (e - D52

= -h=-g))=0.

) : _ fik -1 1
Dans la représentation FXS(T) = Zk>,l Pk(T)/(l - T)", m Pk(T) =2 = A T ,

i=0 "k, 1
on a done,

w(B) = ing, (vy ) 2wl - D) ~ 57+ (k= DB+ o),

et cette série converge, et a une somme bornée, pour v(Tf - 1) <h+o.
Notons Ao le domaine défini par v(1 - Tf) <h+ o . On vérifie que

_ . _ 1 . l+o
Yo = Nroy Bo, g0 08 b o= 10 € BUG) 5 vb -0 <=5=)

D'autre part, si gp = l;,p » les domaines 4o et b c! coIncident. Pour dé-
. N . . . ’% o I\ L
crire A & 1'aide dec ses trous distincts, on considérera donc, pour af/p =1, le

domai ' S P ' = '
omaine Aq’c Ao,g pour tout (¢ tel que ¢ @, et 1'on a o ﬂaf/pzl %’0 .

ou les AQ" o sont des complémentaires de disques disjoints.
s

De 1'évaluation ci-dessus de w(Pk) , on déduit :

LEMME 2.2. - Soit x un caractére de Dirichlet mndulo f = mph s h>1 et s€S

alors FX est une fonction analytique bornée, nulle & 1'infini sur AG .
s

Soit BO(AU) 1'espace des fonctions analytiques bornées et nulles & 1'infinji sur
p, + Toute F€ BO(AO) admet uhe unique décomposition de Mittag-loeffler :

- 5 '
F = zaf/le ch s OU ch € BO(AQ’,O') .

Si F=F , c'est une fraction rationnelle dont les parties principales relatives

aux racines non primitives f-iémes de 1 sont nulles (~n suppose tei que f est
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la plus petite période de x ).

LEMME 2.3. - Pour k > 0, les parties principales ka o de F relatives aux

; Xk
disques 4 _ pour lesquels « n'est pas racine primitive (f/p)-iéme de 1 sont
115ques , > ae sont
nulles.

On a en effet FXx (T) =k T E% (17‘)0‘0.‘:.l (T)) , la propriété est vraie pour k=0,
et donc pour tout k> 0 . ot
D'autre part, on montre aisément que, pour tout x , s ->F

tion analytique de S dans Bo(uc) . Plus précisément si on note
k
Uk(x) = x(x) ((x) =1)", on a

, est une applicae-

S
F = ( ) F s
Xg Z19,1 k Uk

ol cette série converge pour s € S, car “FU |\A = O(p‘k) « Si o est une racine
N o
non primitive (f/p)-idme de 1, on a F = 0, donc aussi F

U = 0 pour tout
seS.

koY Xs 94

Notation. -~ Soit A 1'ensemble des racines primitives (f/p)-iémes de 1 , pour

@ €A, soit ¢ 1'une des racines de (* =a , et b G:{te_gp 5 v(t=¢)>(1+0)/p) ,
’

9
on note o =N Al
og,0 €A "o,0

PROFOSITION 2.4. - Soit x un caractdére de Dirichlet modulo £ = mp’ , h3 1,
ou f est la plus petite période de x , pour s € S, FX (T) est prolongeable en
s »
une fonction analytique bornée sur AG 0’ nulle & 1'infini. Pour 8 e Zp(m) et tel
R £ s e
que 8(1) EAO,O , on a

(9) g(xg » ) = = Iog(a(1)) Fxs(e(l)) - s wa:il(g(l)) ’

en particulier,

(10) sL(l-s,%x=sF ., (1).

A2

Remarquons d'abord que o = inf(v(s) , 0) = inf(v(s -1, 0) , donc F -, est

dans Bo(uc) . On voit, en appliquant les lemmes 2.2 et 2.3, et la remarqu'e“aui suit

ce dernier, que F est en fait dans BO(L\c O) puisque ses parties principales
8 ’

relatives aux trous correspondant & des « non primitives sont nulles. La relation
(9) se déduit donc des relations (7) et (3) du théoréme 2.1. De plus, 1 € by 09

’
donc (10), s'obtient en appliquant (9) &4 o(1) =1 .

On peut retrouver & partir de 13 une formule "fermée"” pour Lp(l , X) - Soit
Yp(x) la constante d'Euler :

Yp(X) = Lp(l s x) si x est non trivial, et

v.(x) = lim (=sL(1-8s8, %) si est trivial, i. e.
p =0 P X

v () = m .~ (3(- sL{i-s, ), dans tous les cas. On déduit de (10) que
p s—0 ‘ds T 4 ’
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Yp(x) = wa:i(l) .

Pour des raisons typographiques évidentes, notons provisoirement G=F ., . La

série de Taylor & l'origine de G (série génératrice de xy[: ) est
G(T) ::Znao x(n)/n) T .

Comme, d'autre part, x(n) ::Za,:1 g(x , 8) 8(n) , on a donc

G(T) = Zo_, 8lx, )2, (6(n)/n) T" =3, &lx, o) Log(l -8(1) T) .

L'égalité si-dessus, a priori formelle, est aussi une relation entre fonctions
analytiques pour |T| < 1 . Mais chague fonction Iog(l - 6(1) T) n'est pas prolon-
geable en un élément analytique sur un domaine plus grand et contenant 1 , donc ne
peut servir & évaluer G(1) . Cependant,

% npyer (8(0)/0) T = (1/p) (log((1 = 8(1) /(1 = 6(p) ™))
,p)=
est prolongeable en un élément analytique sur A , et mdme sur Ag o2 Ou g:e(l)’l
3
On sait que G est prolongeable dans B o et 1'on a ici sa décomposition de
b
Mittag-loeffler :

pa(1) =2, alx , 8 (Log((1 - 8(1) DF/(1 - 8(p) ™),

ou ''on obtient la partie principale relative & « € A en sommant les termes pour
lesquels 6(p) o = 1 .

COROLLATRE 2.5. - Soit L (1) =3 (3., g(x , §) Log((1 - (1)%/(1 = 8(p))) ,
clors

e s

(11) Lp(l) = Yp(x) = Lb(l , X) si x est non trivial ,

ou

——

hms—*o (- s Lp(l -5, %) si x est trivial.

On retrouve ici les formilsc classiques ([4], [13] et [15]).

On voit d'ailleurs que si on définit des fonctions " log multiple", pour IT| <1,

par

Tn

I.ogk(l -T) = -Zn>1 <>
- n

Cn vérifie que Logk(l -T) - (1/pk) Logk(l - ™) est prolongeable en un élément
aralytique sur le domaine v(l - ™) <1 : on en déduit, de la mdme manidre que ci-

dessus; qur pour k > 1

(12) Lk, % =Zg_ e, 8)(og (1 - 3(1)) - (1/5") Log (1 - o(p)).

Les formules "fermdes" ainsi obtenues pour L (k, x) , k=1, répondent en par-

PN

tie 3 une question posée par K. IWASAWA ([13], 3 5). Une autre réponse de type assez
différent a été donnée par J. DIAMOND [ 12].
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2.3. Autre représentation de g(x , ) au voisinage de 8 = L .

Soit x un caractére de Dirichlet, et

U
o _sf  x(a) Ue* _ T
2, (0) =2, g e =250 B ¢ BT °

On vérifie immédiatement 1'identité formelle
-1 a fy _
FAT) = (F o x(a) T)/(1 - T) =) - g (log T)/log T .

De plus, les fonctions considérées sont analytiques pour v(T - 1) > 1/(p -~ 1) .

En comparant cette relation avec (7), on obtient :

COROLLAIRE 2.6. - Soit x un caractere de Dirichlet, et 6 € Ep(m) tel que
v(e(1) - 1) > 1/(p - 1) , alors

(log(e ()"

(13) g(X s e) :Znao Bn,x ni

oun B M est le n~-iéme nombre de Bernoulli généralisé associé & x .

D'autre part, pour xé& Z (m) , 8(x) =2 (Log 6 (1)) x*/nt .
~p 1’]30
Posons, pour s €8S, un(x , 8) = x(x) (x)° x* : on a, d'une part

glxg » ©) =Xnao (Log(e(1))" (w * 1)' (= 1)/nt,

et d'asutre part

un(x , 8) = xw (x) (0"E ’

dorn.c
n n .
(un*l)'(_l):g(x“"‘;«us’1):B(S+n’X‘U)’°u B(s,x):—st(l-s,x).

COROLLAIRE 2.7. - Soit x 1un caractére de Dirichlet, et s e S, pour 6 e gp (m)
tel que wv(e(1) - 1) >

on a

p-17
(14) glxg» ©) =X o= (s+0) L(L-5-n, ) (Logn?(l))n

3. Fonctions L partielles et fonctions Log I‘X .

Dans [14], N. KOBLITZ définit des fonctions L partielles de la fagon suivante.

Pour N entier, N>1 et (N, m) =1, soit

(15) T, £(x) = Sop £ .

Soit E = C(_gp(m) , Ep) , £(E) 1'algeébre des opérateurs linéaires continus sur
E, et F 1le sous-espace de E constitué des f telles que f(1 + x) = f(x) pour
x ¢ Up(m) . On montre que N —> TN définit une représentation continue de NnU (m)
dans £(E) , qui peut donc se prolonger en une représentation continue de U_(m)

dans £(E) . On montre de plus que F est stable par T, Ppour tout u € Up(m) .

Soit x un caractére p-adique continu de Up(m) (i. 2 x € Up(m) ), le sous~
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espace porpre FX de la représentation u —> Tu de U (m) dans ¢(F) , associé
au caractére ¥ , est l'espace des f € F telles que T, £= x(u) £ pour tout
u € Up(nﬂ . N. XOBLITZ montre que, pour tout y , ce sous-espace propre est de dimen-

sion 1 , et il appelle fonction L partielle, notée fX , un générateur de Fi .

On montre facilement que f e F déquivaut 2 : Il existe ge E telle que g(x)=0
si x € Up(nﬂ et (1 +x) = (g~ 1)' (x) (cf. § 4). En cherchant une fonction

propre f sous cette forme, on trouve par des calculs élémentaires que
£(1+x) = (g% 1) (x) et T (f) =%(u) £ équivaut 3 g'(x) = )1( x(x) g'(1) .

On obtient donc une base de F- <. chcisissant g(x) = x(x) si x n'ost pas de
torsion, ou g(x) = x(x) Log (x) si x est de torsion. On vérifie que les fonctions
fX correspondantes sont bien, exprimées en termes de convolution, les mmes que
celles trouvées par KOBLITZ.

En particulier, pour x de torsion, on trouve

£ (1ex) = a_i (log T (1 + ) -

Pour y de torsion et s € S, notons fX(l +x, 8) = (XS * 1)' (x) 1la fonction
L partielle associée a Xg * On vérifie que
-1
— N x
fx(l + X, 8) = g(,<S , 1) + s(st_1 1)(x) .
I1 en résulte que
d
a§(fx(1 + X, 8) =38 fxd_l(l + X, 8-1)

et par récurrence sur k

d (fx(l +x, 8) = (E) £ oe(lex, s-%

'

1
i3]

=i

en particulier,

& £(1, s)

—

1
X Lk X

I}

(%) B(s -k, xw™) .

D'autre part,

%

FE L+ x, 9)) = Sl = D' (0) = FZlxg Tog () * D(x) = Logr?! (1+3) .

s
On en déduit, d'une part que la série de Taylor et x = 0 de fx(l + x, 8) est

-k, k
Zbo(fc) B(s = k, xw ) X ,

et on vérifie que cette série converge vers fx pour X € fgp(nO s ou f estle

ccnducteur de yx , et d'autre part, en dérivant cette relation par rapport a s on
obtient :

PROFOSITION 3.1, — Soit x un caractire de Dirichlet modulo f = mp?

et soit s €S5S, on a

(16) log r! (1+x) =3, a.‘g((i) B(s - k , xw %)) =

sy h>»1,
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(ot B(s,x):—st(l—s,X))pour Xe f;Z‘p(m).

Cette formule redonne, pour s = 0, la série de Taylor de Log I‘XO démontrée au
théoréme 2 de [9].

Pour des caractéres ¥ € ap(m) n'appartenant & aucun D pour X, de torsion,
i. es ne pouvant pas se représenter sous la forme Xg » OB eut déterminer, par des
néthodes analogues, la série de Taylor de log I‘X : les dérivatigns par rapport & s
doivent &tre remplacdes par des dérivations "intrinséques" sur Up(m) , et le rdle

des fonctions B(s , x) est tenu par des sommes de Gauss.

4, AERendice.

On a util?sé au paragraphe précédent, plus ou mnins explicitement, certaines pro-

priétés de la convolution, comme, par exemple, la suivante :

PROPJSITION 4.1. - §J_. f est continuement et uniformément différentiable sur
Z (m
~p )

(17) (£ 1) = (£' = 1) + (£= 1) (- 1) .
Ceci se démontre en utilisant les relations (5) et (6). En effet,
1
Frer (1) = 72 oD
donc

- Loz T Py () = T‘}’T (- Log T F (1) = T—_}_——i,(Ff,(T) + £.(1) .

En identifiant les composantes dans Ho(um) des deux(m;ambres, on trouve
e (1
1 £
F(f*l)'(T) =15 Fo (D + 7% »

d'ou la relation (17).

De meme, au ¥ 3, on a signalé que trute f € E telle que f(1 + x) = £f(x) pour
4 Up(m) peut se mettre sous la forme f(1 + x) = (g* 1)' (x) , od g est une
fonction 4 support dans U (m) . En effet, toute f ¢ E peut s'écrire (de maniére
unique) f(l1 + x) = £(0) + (h > 1)(x) , et la condition "f(L + x) = f(x) si
X e Up(m) " devient : "h est a support dans Up(m) ", Soit g, une primitive de
h , & support dans Up(m) : on a

(1 + x) = £(0) + (gi * 1)(x) = (gl * 1) (x) + £(0) - (gl * 1) (- 1) .

On montre d'autre part que, si ¢ est une fonction localement constante, (¢p*1)'
est aussi localement constante. On peut donc, en ajoutant a g, une fonction loca-
lement constante & support dans U (m) bien choisie, obtenir une fonction g telle
que f(1+ x) = (g* 1)' (x) . On montre aussi que, si f est localement analytique,
on peut choisir g localement analytique du méme ordre, ou si f est continuement

et uniformément différentiable k-fois, on peut exiger que g 1le soit (k + 1)-fois.



J1-13

Signalons enfin une propriété arithmétique de la convolution qui n'a pas été uti-

lisée plus haut, mais peut avoir de 1'intérdt par ailleurs.

PROPOSITION 4.2. - Soit A un sous-anneau de Sy et soit

By = (£ cc(z(m, C); £(2) < A

(i) E, est stable par convolution,

(1) si ' e By, (£*1)' - (£*1)" (-1) €E, .
La preuve est simple : il est clair, par définition, que si f(N) « A et g(N)<c4,

£ * g(g) c A . D'autre part, la défirition des coefficients A dans la représen-

k,i
tation (2) de Ff montre que "f(- n) € A pour n > 1" équivaut a "kk i € A
24
pour 1i=0, ¢e. , m~1 et k=>1" . Comme Fi*g:Fng’ il est clair que si
Ff et F_ ont tous leurs coefficients xk 5 dans A, il en est de mBme pour

3
Ff ® Fg , d'ou 1'essertion (i). L'assertion (ii) résulte immédiatement de (17). On
en déduit par exemple :

CCROLLAIRE 4.3. - Soit yx un caractére de Dirichlet, K = Q(x , w) le corps des

valeurs de yx et w, et soit A 1'anneau des entiers de K , alors, pour tout
nez et tout ke 2,

fx(n , k) + k Lp(l -k, x)e i,

ou fx est la fonction L partielle définie en 3.

. ’, - k"' 1
En effet, pour ke Z2, x( )k € EA , et sa dérivée kyxw 1 ) aussie.
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