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INDICE D'UN OPERATEUR DIFFEREITTEL LINBATRE p-:DIQUE D'ORDRE 1
T COHOMOLOGIE p-ADIQUES

par Philippe ROBBA ()

[Université Paris-Sud, Orsay]

Motivé par des travaux récents de DWORK, ADOLFHSON et SPERBER sur des cohomologies
p-adiques assocides 4 des som.es exponentielles mixtes ([Dw] [A-S]), j'ai fait une
étude systématique des cohomologies =mnalytiques p-adiques d'une variable.

Dans cet exposé, j'indiquerai une formile permettant de calculer 1'indice d'un opé-
rateur différentiel agissant sur les fonctions analytiques dans un disque, et je don-
nerai quelques exemples d'utilisation de cette formule (§ 1). Puis je montrerai que
les cohomologies analytiques p-adiques de Dwork sont finies, et je calculerai leur
dimension. Je ferai également une comparaison avec les cohomologies algébriques (3 2)
J'indiquerai com:ent ces cohomologies sont utilisées dans 1'étude des sommes expo-
nentielles mixtes, et 1l'on retrouvera en particulier un résultat de WEIL, sur les

fonctions L (¢ 3). J'indiquerai également comment on peut obtenir des estimations

des valuations p-adiques des zéros des fonctions L (6 4).

Toutes les démonstrations et une bibliographie plus détaillée paraitront dans un
prochain article [Ro].

le Indice dans un disgue.

Soit X un corps valué ultramétrique complet dont le corps résiduel X est de
caractéristique p # 0 . Soit une extension valuée compléte dont le corps rési-

duel (1 est transcendant sur K .

le1 Indice d'un opérateur linéaire.

Sojent E et F deux espaces vectoriels sur un mdme corps. 3oit D une applica-

tion linéaire de E dans F . On dit que D a un indice si son noyau est de dimen-

sion finie et son image est de codimension finie. L'indice de D est alors le nombr

x(C; E, F) = dim Ker D - codim Im D .

On voit que 1'indice de D est la caractéristique d'Buler-Poincaré du complexe

O > E —2—> F—>0.

* . ) ) o
() Philippe ROBEA, 133 rue Nationale, 75(13 P:iRIS.
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1.2 Point et disque générique.

Soient ceQ et re |i2&| . On dira que le point t de la circonférence
Clc, r) = {xeK; |x=-c| =r}] estun point générique si le disque ouvert
B(t, r) , contenu dans C(c, r) , ne contient pas de point algébrique sur K.
(L'existence de t résulte de 1'hypothése faite sur O ). Le disque B(t , r ) est
alors appelé disque générique.

1.3 Formile d'indice.

Pour ceQ, re IQ*\ , on pose :

Hc(r+)

]

espace des fonctions analytiques dans le disque fermé B(c , r+)

= {f=2 an(x- o) e a[[x]] ; Ianl r’ =—> 0 quand n -=> + «} ,

Hc(r-) = espace des fonctions analytiques bornées dans le disque ouvert B(c ’ r)

{£=2 a (x - ) e al[x]] ; sup, |a | r <4+ ) .

Soit D= ag-i+b avec a, b e K[x] . On pose :

XJ‘;(D , r) = indice de D dans Hc(ri)

si cet indice existe.
Pour a e K[x] , on pose :
ordﬂ;(a , r) = # zéros de a dans le disque B(c , ) .
On note pc(D , r) le rayon de convergence d'une solution u de Du =0 au voi-

sinage d'un point générique t. de la cicconférence C(c, r) .

THE?ORJ\ENE. - Supposons que, pour I = Ty s pc(D N ro) < ry - Alors, pour r voi-
sin de ry, D est injectif, et a un indice dans Hc(rt) ’ pc(D , ) est une

fonction continue de r , et l'on a

dlogp(D,r)i "
dloZr ,ZXE(D,I‘)+ordt(a,r).

Remarquons que puisque D est injectif

Ke(D, ©) = - aim(H (r)/D B () .
1.4 Exemple.
On prend K = -Qp .

Etudions le cas considéré par DWCRK dans son étude des sommes de Gauss [Dw]. On a
1'opérateur

Rl

D=x + o + TTX avec aegp, rrp'lz-p.

La solution formelle de D est x & sxp(- mx) . Donc au voisinage du point t
avec |t| = r, D a la solution
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u(x) = )™ exp(- n(x - t)) .
Posons x=t + Y,
u(t + 3 = (1 + HT expl-my) -

Comme « € —~Z-p , (1 4+ %)-a a rayon de convergence |t| = r et exp(- my) a ray-
on de convergence 1 . Donc

r si r<1,

1 si r>1,

la valeur pour r = 1 s'obtient par continuité. On peut appliquer le théoréme pour

r>1, et 1'on en déduit que, pour r> 1, D a l'indice - 1 dans Ho(ri) .

S1 e \2Z, (1+ J)™ & rayon de convergence 3 p /(-1 ot done
st r<lal, pgd, 0 =rp /Pl ot EO, r) =0
stor> el , pyd, 1) =p Y@ ot xE(D, r) = - 1
si r:lal,xB(D,r):—l et xo(D, r) =0.

Avant de donner un exemple moins trivial nous allons indiquer quelques propriétés
de 1'indice d'un opérateur différentiel.

1.5 Propriétés de 1'indice d'un opérateur différentiel.

On considére ici des opérateurs différentiels d'ordre quelconque & coefficients
polynomiaux.

V4 A
THEOREME. -~ Soient D et o des opérateurs différentiels linéaires & coefficients
dans K[x] . Supposons que, pour tout re [ry, r,] (et reja|), D et o
n'ont pas de solution analytique dans tout le disque générique de C(c, r) . Alors
D et ¢ sont des indices dans Hc(ri) et

(i) pour rp<r<r'<r ,ona Ozx;(D, r)e,x:;(D, r);x;(D, r') ,
(ii) Xt(DA , Ir) = Xﬂé(D , T) + xi(A , ),

PO . ’ P -+ PO . 2
(iii) considérons une partition de B(c , r ) en classes riésiduelles distinctes :

Blc, r') = U:LB(ci , r) , alors xci(D , r) =0 pour presque tout i, et 1l'on a

X;(D , r) = Zi x:_ifn , %) .

Observons que si a € K[x] , 1la multiplication par a a un indice dans Hc(rt)
qui est - ordt(a 5 r) o Il ne faut donc pas s!étonner si les propriétés de la fonec~
tion x (D, r) ressemblent & celle de la fonction - ord (a, r) .

c c\8 s
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1.6 Comparaison des rayons de convergence des solutions au voisinage d'un point et
eq voisinage du point générique.

Un corollaire du théoréme 1.3 est la propriété suivante.

THfDRiME. -~ On suppose que les hypothéses du théoreme 1.3 sont sastisfaites et que
de plus ord;(a , ro) = 0 (c'est-a-dire : D n'a pas de singularité dans B(c , ra))
Soit p 1le rayon de convergence d'une solution u de D au voisinage de c¢ .

alors p 2o, (D, r)) et o=p,(D, r) si, et seulement si, x (D, ry) =0.

Il résulte de ce théoréme et du théoréme 1.5 (iii) que pour presque toute classe
résiduelle du disque B(c , rB) le rayon de convergeince d'une solution de D est

égal au rayon de convergence d'une solution au vnisinage du point générique.
1.7 Exemple.

d - T, . .
, D:d—x-xpl. Une solution u de D presde t est

On prend K= C
u(x) = exp(n(xp - t7)/p) . Posons x=t+ y,

_ TP 1 (py i i
u(t + y) —Hi:l exp 5 (i) t y

Pour |t| = r <1, c'est le facteur exp(y*/p) qui a le plus petit ravon de con-

vergence et donc pO(D , ) = p'l/(P"l) .

Pour |t| = r> 1, c'est le facteur exp(tP1 v)

qui e le plus petit rayon de
convergence et donc po(D , r) = p-l/(p-l)/rp-l .
Le théoréme 1.3 s'applique si pC(D , T) <r. Donc; si p-l/ (p-1) <r<1

Xt(D , ) =0 (donc D est surjectif)

si 1l <r

XD, r) == (p=-1)

%@, 1) =0, D, 1)==(p-1).

D'aprés le théoréme 1.5 (iii) on s'attend que, dans certaines classes résiduelles

de la circonférence C(0O , 1) , 1'indice de D ne snit pas nul. D'aprés le théoreme

1.6, ce seront les classes ou le raror de convergence d'une solution de D sera plus
grand que p‘l/(pﬂl) .

Pres de t =1, on a la solution
- /Py riP-1 1 py i
a1 + y) = exp(y + ¥/P) ) exp(s (3) ¥7)

Il est bien connu que exp(y + yp/p) a un rayon de convergence > p_l/(p_l) . 11
en est de méme des autres facteurs et donc aussi de u(l + y) . Donc XI(D , 1) <0.
Il en est de m@me dans les classes résiduelles 2, ¢eo , p~ 1. On a donc
x‘;(n, 1) <0 pour c=1, 2, eee , P~ 1 et
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XI(D’I)"'X;(D,1)*"""X;_1(D;1)?.)(6(D,1)=-(p-1)
et donc X‘;(D » 1) = eee = X;—l(D ’ 1) = -1.

1.8 Généralisation aux systémes du ler ordre.

Le théoréme de Tirritin permet de ramener un systéme différentiel prés d'un point
singulier & une forme normale. La matrice de passage peut avoir un rayon de conver-
gence nul, mais l'on sait gr@ce & Baldassari que, si l@edifférences des exposants du
systéme ne sont pas des nombres de Lionville, le rayon de convergence n'est pas nul.

Dans un disque ou la matrice de passage converge, le systéme initial et le systéme
sous forme normale auront méme indice.

On sait calculer 1'indice de notre systéme différentiel dans 1'espace vectoriel des
polyndmes (indice algébrique). Si pour le rayon choisi 1'indice analytique (c'est~ii-
dire, dans l'espace des fonctions analytiques, dans le disque crnsidéré) est égal 2
1'indice algébrique on saura donc calculer 1l'indice analytique. Or on peut montrer
que 1'égalité de ces indices se déduit de 1'égalité des indices algébriques et ana—
lytiques pour certains opérateurs différentiels du ler ordre. Les derniéres vérifi-

cations peuvent donc se faire e utilisant les résultats précédents.

2. Cohomologies de Dwork.

2.1 Cohomologie rationnelle.

On prend K= 0_ .Sedt S un sous-ensemble fini de f(g_p\ avec ® ¢ S . Soit
f e Cp(x) avec |f| gauss = 1, et supposons que les pdles de f appartiennent a S.

Soient o, C_, a, eS8, 1g1igS . Posons
i~ ~p i o
s i
F:ﬂi:1 (x—ai) exp n f£(x) ,
o)
avec = -Dp .

Soit £ 1'espace vectoriel des éléments de _gp(x) qui ont leurs pd3les dans S .
Alors la différentiation d envoie l'espace F§ dans 1l'espace des différentielles
F£ dx parce que F'/F € £. La cohomnlogie rationnelle est 1'espace
®= FPf dx/d(F£) . On désirzs calculer dim ¥ .

Ce probléme se raméne & un probléme d'indice pour un opérateur différentiel. =n
effet on a un isomorphisme naturel entre § et F€ défini par la correspondance
u |=--> Fu . De mBme, on a un isomorphisme naturel entre ¢ et Fr dx défini par
la correspondance u |--> Fu dx . Alors & 1l'application d : Ff —> Ff dx corres-
pond 1'applicstion D: £ —> £ définie par D= F ! %—x o F = T;i(+ F'/F . Par
conséquent, calculer dim ? équivaut & calculer codim Im D dans ¢ .

Nous allons calculer 1'indice dae D dans
rale.

£ dans une situation un peu plus géné-

lous abandonnons 1'hypothése que les pAles d2 f sgppartiennent &8 S, et nous ne
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supposens plus que les ay appartiennent 4 S . Alors F'/F peut avoir des pdles
en dehors de S . On choisit P e _g_p[x] tel que PF'/Fe § , et on considére 1l'opé-

rateur différertiel D =P 53% + PF'/F = PF =~ o .a_i o F .

V4 ~
THEOREME. - L'opérateur différentiel D = PF"l ° ?i—;i: o F adans ¢ 1l'indice
x(D,e) = 2-ZceS nc~za!S°rdaP avec n_ =1 - inf(0 , ord, f) .

2.2 L'espace poigne~1 de Monsky-Washnitzer.

Soit A= B(o, %) L’I:.l:l 9:43 , 17) , oi les B(c,, 1”) sont des classes rési-
auelles distiactes. L‘espaée poignazi ®*(A) de VMonsky-Washnitzer est 1'espace des
éiiments snalytiques sur A surconvergents c'est-&-dire qui se prolongent sur un
ansemble de la forme Ae = B0, (1 +¢&)) - U?:l B(cj , (1L =¢€)7) ou €>0 n'est
pas spéecifié.

2.3 Cohomdlogie analytiqusz.

Soit F comne au début du paragrephe 2.1. On suppose que A nS =g . 2lors
F'/Fe #°(4) , et il en résulte que la différentiation d envoie ;’20 = P (4) dans
1'espace des différentiel’les Ql = FX (A) dx . La cohomologie analytique est 1'espace
W= Ql/dﬂo o On désire calculer dim W . Comme dans le cas de la cohomnlogie ration-
rslle, on a W= %" (a)/m"(4) .

Jomme précédemment on va calculer l'indice de D dans %" (L) dans une situation
an peu plus gér érale. On ne suppose pas que les pdles de f et les ., n'e partien-
nent pas ¥ A . On cheisit Pe En[x] tel que PF'/F e #'(A) , et 1'on considére

1l'cpérateur différentiel D= PF - « Ti ° F.

Or ncters. A (resp. f) la réduction de A (resp. f) dans le corps résiduel
alg alg
¥ resn. F b'd c
S8 (reso. FEE(x))
P alg . . .
THEC:EME. - On suppdse que @, € S n Z_ .+ Mors l'opérateur différentiel

p=rml o AU F o dems & (4, lindice

1) FRyy . = _ T
(b, (8} =25 gR -5, ord P

- al
evec R =1 -aaf(0, sup(oxd (f- ¢+ 2); ¢ €Fj &(x))) .

2.4 Corparaicon des colomrlogies rationnelles et analiytiques.

Supposons que S nA=g . Alors £ < #(a) , et 1'on a par conséquent une appli-

cciion canoniqie ¥ =€ /D —> W () /DE (8) .

I

Une question importante est de savoir quand cette application définit un isomorphis-
Mme cde % Sur W

Cette ouestion est cntiérement résolue par le théoréme suivant (et les calculs d'in-
dicz effectés précédemmant).
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THébRﬁME. - Soit E un espace métrique complet (ou une limite inductive de Fréchet)
Soit F un sous-espace vectoriel demse dans E . Soit D un homowmorphisme de E
tel que D(F) © F . Supposons que D &it un indice dans E et dans F . Alors
x(D, EB) > (D, F) . Si 1'ona x(-, B) = x(D, F) , alors EDE et F/DF sont
idomorphes, et un supplémentaire de DF dans F est un supplémentaire de DE dans
E.

Pour pouvoir appliquer ce théoréme, il faut que ¢ soit dense dans R+(A) o Ceci
a lieu si, et seulement si, S a des points dans chaque classe résiduelle non con-

tenue dans A, c'est-a-dire que, pour tout j, Sn B(cj , 17) # § (rappelons que
mES).

3. ARBlication aux sommes ezgonentielles mixtes.

Soit p wun nombre premier, et soit q = pm . (n dénote par Trr la trace absolue
Eﬁf — gb « Soit ( une racine primitive p-iéme de 1'unité dans C_ . On considére
le caractére additif

% ?r (x)

6,: F _—> Ep , défini par er(x) = .
q

On considére le caractére multiplicatif

r

i3

r
x.: F - C, » défini par x (x) = (Teich o (@ =1/ (a=1)

r r

q
Observons que si, pour x € Ea_, x(x) = Xl(x) = Teich x , alors, pour x€ F _,

Xr(x) = X(NF /¥ (x)) + (Nous notons yx le carsctére mulviplicatif pour nous canfor-
r

b

mer a la tfgﬁiﬁign, ceci n'a bien sur rien & voir avec 1l'indice d'un opérateur).

Soit g € Eﬁﬁx] , €#0 . Soient £, h G'Eq(x) telles que les pBles de f , les
pdles et les zéros de h snient des zéros de g .

On c-nsidére les sommes mixtes

S(g; f9h)=

. (m(0) s (1)

v N
‘—)E.gqr ’ g(x)?‘() !

auxquelles est associéde la fenction L
r
Lg; £,h; t) =exp@_, S(z; £, h) t/r).

C'est un résultat classique (dl & A. WEIL [Jle]) aue L est un polyndme sauf dans
le cas trivial (équivalent & f = Cte h = Cte ). De plus, si 1l'on pose
2= (=} u{xe '8, () =0},
et, pour xe Z,
n =1 -inf(0, Suplord_f - ¥ + ) ; éeg;lg(x)) ,

on a

deg(L) = (Z%EZ nx) - 2.
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Nous allons indiquer comment les sommes mixtes et la fonction L sont lides aux

cohomologies de Dwork, et nous allons retrouver la formle pour deg(L) en utili-
sant les résultats du paragrsphe précédent.

Nous faisons 1l'hypothése g(Q) = O .

On considére des relévements g e Ep[x] , £, heC(x) de g, s, h respec-

tivement, tels que les pdles de f\? et h soient des relévements des pdles de f
et h.

On pose A= {xe€ Ep 5 |x] €1 et g (x) =1} . Alors A est du type considéré
au ¢ 2.2, les clesses résiduelles manquantes étant les zéros de g . On lui associe
son espace poignhand R+(A) .

On pose F(x) = h'"(x)_l/(q_l) exp 7 £ (x) . (Dire qu'on n'est pas dans le cas tri-
vial équivaut & dire que F¢ ®*(a) ).

I1 résulte du fait que ge F [x], que, pour ( e %Y (4) , la fonction tq(g)
définie par
1
(Q(x) =2 = (2
¥y ¢) (x) Zq:xqg( )

est un élément de }&"'(A) . L'application y est un inverse & gauche de 1'applica-
tion de Frobenius <}q : (%) 11— g(xq) .

Définissons formellement

1

D=F = o x'a§ o F, o= Frl oy o F.

q
I1 est clair que D envoie ®*(2) dans lui-meme (car D= x -d—i + xFP'/F et
F'/Fe Ep(x) et n'a pas de pdles dans A ). On peut égelement interpréter « comme
une application de #'(4&) dens lui-m3me (on derit o = g e (c;q(F-l) F) et 1l'on

interpréte éq(F-l) F comme un élément de ®'(4) ).

Notons que Wq transforme une fraction rationnelle en fraction rationnelle (toute-
fois en changeant les pdles), mais ;q(F’l) F n'est pas une fraction rationnelle,
par conséquent l'ogérateur o« n'agit pas duns 1'espace des fractions rationnelles,
et c'est pourquoi on doit considérer la cohomologie analytique et on ne peut pas se
contenter de la cohomologie rationnelle.

Posons W= ®'(A)/K"(4) . On vérifie que le diagram-e suivant

0 —> EY(h) 2> B (A) —> W —> 0

! ax ‘a Lo:-
v v

0 —> k(4 -2 w'(a) — v— 0,
oh a est défini par réductinn, est comcutatif.

On montre, en utilisant la formule de trace de l.onsky-Reich, que

Sr(g; f, h) = (¢f - 1) Tra®
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et par consequent

L(g; £, h; t)=det(l - t)/det(l - ta) .
Au va du diagramme commutatif on en déduit
Lg; £, h; t)=det(l - t)

Par ailleurs o ayant un inverse i droite (qui est formellement F o Qq ° F—l) ’
« est surjectif et donec & aussi ce qui implique que det(l - t@) (et donc la

fonction L ) est un polyndme de degré égal a dim 7 . On conclut alors en utilisant
le théoreme 2.3.

4, Estimation des valuations p-adiques des zéros de lsa fonction L.

Nous allons indiquer comment il est possible d'estimer les valuations p-adiques
des zéros de la fonction L .

Pour simplifier nous considérerons le cas ou q = p (dans le cas q = pm , m#1,

il faut utiliser la théorie des applications semi-linéaires), g(x) = x, h(x) =
. .

(donc on a & faire purement & des sommes exponentielles) et f(x) = Z;l;_d ug

avec 4, d'21, pfa, pfa, ﬁ_d;‘.o, ﬁdéo.

On prend les relévements gl:(x) =x, f*(x) = Zgi-d u, x avec u, = Teich(ﬁi)
Par conséquent, A est la circonférence C(0O , 1) : et x'(4) est 1l'espace des
séries de Laurent appartenant & Ep[[x , -}c]] qui convergent dans une couronne non
spécifide ¢ < |x| < 1/e avec e <1 .

Ici D est injectif et, d'aprés le théoréme 2.3, on a dim(W) = a + 4d'

soit £ = Glx, )i(] . D'eprés le théoréme 2.1, on a x(D, £) = - (d + d') .

Comme l'indice analytique est ¢gal & 1'indice rationnel d'aprés le théoréme 2.4,
les deux cohomologies sont isomorphes et un supplémentaire de D dans ¢ est un
supplémentaire de IK*(A) dans ®¥(A) . On vérifie sans pecine que B = {x } —deicd’ -1

forme une base d'un tel cspace supplémentaire qui, par passage au quotient, définit
une base de W .

d a' 1
. (IR - - —— kel
A partir de 1'cxpression de D = x + T x f (x) =X i + Z. ayx on peut

déterminer les coordonnées (sici) de x dans la base B, c'est-a-dire

4 i
ZL_ a ni b'd mod D€ .
Par ailleurs si ¢(x) = Z;:_@ c, Le wt(a) , on vérifie que
. I - l 3 _ n
(’vp 2)(x) = P Z-sz ¢(2) = cnp X .
Enfin o« =y ° b aw%e b(x) = £(x) - £ () = . h_ =L .

(Yij) , ~dgigd -1, ~-dgjgd -1, la matrice de 1'applicatio

quotient & dans la base B, c'est-a-dire que l'on a

a(x) = EddlAiij md D' (4) .
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On déduit de ces différentes formules

Y.. = © P -
ij n=— np-i nj
Ces formles explicites, du courage, &t quelques caliculs, nous permettent d'obtenir
des estimatinns des vaiuations p-adiques des cnefficients Yij
Comme les valsurs propres de &« sont les inverses des zéms de la fonction L R

on peut en déduire des estimations des valuations p-adiques des inverses des zéros
de L.

Cec programme mené & terme (pour p = 5 ), dens 1'exemple ci-dessus, nous a permi
de montrer que :

Le polygdbme de Newton des valeurs propres de o est au-dessus du polygdne de
Newton qui z 1:s pentes

pil ’ 1Sk.<d'—l;[k§]p—,17-f pour 1gkgd-1;1

03 [k—g.]

et les extrémités de ces deux polygdnes coincident. ( [ ] désigne la "partie entidre")

De plus, si p=1 mdd' (ou d'=1) et si p=1 mdd (ou d=1),
alors les polygbnes c~Incident, c'est-d-dire gue les valeurs propres (wi) s

-d<igd -1, de o peuvent 3tre ordonnées de sorte que
ord(w,) =i/d', O0gigad -1
ord(w;) =i/a , 1gigd.
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