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PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES SOMMES DE GAUSS, I

par Yvette AMICE (*)

(Université Paris-7)

Introduction. = Soit y un caractére de Dirichlet modulo f , et 8§ un carac-

tére (additif) de Z d'ordre f , nous noterons
(1) (x5 8) = 3 20 x(a) 6(a) = Glx , 8)/f .
E\X » =P =0 X = ¥\X

La somme de Gauss ainsi définie est aussi, pour toute période N commune &
et o6 :

g(x » 8) = 1 Zg x(a) o(a)

Soit p un nombre premier, m premierd p, et y un caractére de Dirichlet
modulo f = mpe s ©>1. 0n sait que y admet un unique prolongement continu

(localement constant) & 1'anneau
k
Z (m) = 13 Z) == m7z Z
2,0 = U (@w* D) ~ @) ~ 7, ,
dont la restriction au groupe U (m) des unités de 2 (m) est un caractére conti-
nu de ce groupe, et qui est nul sur _g_p(m) \ Up(m) .

De méme, si § est un caractére additif de Z d'ordre f = mp° , 11 admet un

unique prolongement continu en un caractére du groupe additif de gp(m) .

Notations-conventions. - Soit -gp le complété de la cldture algébrique de Q_ :
on fixe une fois pour toutes un plongement du corps Q des norires algébriquee

dans GC_ .
~p

- 3%
Soit G un groupe topologique abélien, on note G = Hom cont(G , Ep) le groupe
topologique de ses morphismes continus dans Ep , c'est-a-dire le groupe des carac-

téres p-adiques de G . Lorsque G est compact, G est muni de la métrique de la

convergence uniforme sur G .

On convient de dire que yx est un caractére de Dirichlet modulo f , s'il est de

période f et si y(n) = 0 g==> (n, £) # 1. Si x et x' sont deux caractéres

de Dirichlet modulo f , leur produit yx' est, par convention, encore un caractére

(*) Texte regu le 4 octobre 1982,
Yvette AMICE, UER Mathématiques, Université Paris-7, Tour 45-55, 2 place Jussieu,
75251 P/RIS CEDEX 05.
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modulo f (et non le caractére primitif associé). En particulier le produit de
et de son inverse x est le caractére unité modulo f .

Avec ces conventions, le sous-groupe Up(m) tors 468 éléments de torsion de Up(m)
est constitué des prolongements continus a Up(m) des caractéres de Dirichlet mo-

dulo mpe pour e> 1.

tors h
de Z dont l'ordre divise mp pour h assez grand.

~

De mme, Ep(m) est constitué des prolongements & _gp(m) des caractéres @

Comme Zp(m) et Up(m) ont les structures naturelles d'espaces analytiques (cf.
§ 2), il est raisonnable d'essayer de prolonger la définition (1) des sommes de
Gauss & des couples de caractéres p-adiques continus y € Up(m) et @ € Zp(m) ’

de fagon que la fonction g(x , 6) obtenue soit analytique.

On montre au § 1 que, pour x € Up(m) et 8 - ?_p(m) , la limite

k
(2) glx » 0) = lim_ (-LR 220—1 x(a) e(a))
' mp

existe. Il est alors clair que, si x et @ sont de torsion, elle coincide avec
la valeur (1). Au § 2 on montre que cette fonction est analytique en x et o ,
et qu'elle a, aux bords des disques constituant les espaces analytiques Up(m) et

_gp(m) , une croissance logarithmique.

Au § 3, on montre quelle relation il y a entre glx , 1) et la fonction Iog l“x
[4], pour x e Up(m) . On montre aussi que si x = x, est de torsion, et si

Xg = %o ¢ )%, on a
(3 g(XS ’ 1) = - st(l - 5, XO) .

On donne enfin une expression explicite de g(xo , 8) lorsque X0 est de torsion

et 8 quelconque dans g_p(m) .

1. nvoluti r 72 (m) .
Convolution su ~p()

On convient que, si une fonction f est définie sur N et prolongeable en une
fonction continue sur Zp(m) , on dira, per abus de langage, que fe C(gp(m) , -gp) ,

et on notera encore f son prolongement a _?_p(m) .

D'autre part, pour ge C(U (m) , _Qp) on convient de prolonger g 2a _?_p(m) en
posant g(x) = 0 si x¢ Up(m) . On désignera en général par la méme lettre la fonc-

tion définie sur Up(m) et son prolongement standard a Zp (m) .

Rappelons d'abord la définition de la convolution sur gp(m) [4].

PROPOSITION 1.1, = Soient f et g deux fonctions continues sur -Z-p (m) et a
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valeurs dans -gp s et, pour n> 0, posons
£% gn) = 2_, £(i) gln - 1) ,

als f*%ge C(Z C.) «
ors £* ge ¢(z () , G)

Exemple. - Soient x et 6 des caractéres de torsion dans Up(m) et _?p(m)
respectivement, et soit mph une de leurs périndes communes, la définition (1) peut

se lire

glx 5 8) = =5 (xo * V(" - 1) .
mp

Parmi les propriétés de la convolution, signalons la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2.

(1) Pour toutes f et g continues sur ~Z-p(m) y, £*g(-1) =0, et, si f

est continue, il existe g telle que f=g* 1 (i. e. f(1 + x) = £f(x) = g(x) )

34 la condition nécessaire et suffisante que f(- 1) =0 .

(ii) La convolution munit C(Ep (m) , -C-p ) d'une structure d'algdbre de Banach,

non unitaire & norme multiplicative.

(iii) Chaque espace cﬁ(z (m) , E) , espace des fonctions k-fois continuement

et uniformément dérivables sur _?_p(m) (cf. [5] ou [3]) est, pour la convolution,

une algébre de Banach (pour la norme naturelle de ces espaces) .

(iv) L'espace Ioc an = Loc an (gp(m) , _gp) des fonctions localement analytiques

sur g_p(‘m) est_une algébre pour la convolution et, si g e Loc an est fixée,

f-=> f* g est un opérateur continu sur loc an muni de sa topologie naturelle

(pour cette topologie cf. [1] ou [ 3] par exemple).
Ces diverses propriétés se déduisent de la caractérisation suivante.
1 m 1 m
On note A = {tE_lj(Ep) 3|t -1 =13, Am,r:{te}f_(_gp) |t -1y =1},

1] 27 2. .
et HO(Am) (respe HO(Am,r) ) 1l'espace des éléments analytiques sur Ay
(resp. Am,r ) et nuls & 1'infini.

PROPOSITION 1.3 [2]. ~ Soit f une fonction définie sur ¥ et 3 valeurs dans
C et soit F
5’ —

sa fonction génératrice

£
Fo(T) = 2 f(n) ™ .

(i) f est prolongeable en une fonction continue sur Ep(m) 34 la condition né-

cessaire et suffisante que F. solt la serie de Taylor & 1l'origine d'un élément

Ff € Ho(Am) .
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(ii) f est localement analytique sur Zp(m) 3 la condition nécessaire et suffi-

sante qu'il existe r< 1l tel que F,e H (A )
tel que FpefBplo ,

Comme la fonction génératrice de f * g est visiblement F_ . F_, on déduit les
propriétés (i) et (iv) de la proposition 1.2 du fait que HO(Am) et HO(Am, r) sont
des algébres (pour la multiplication ordinaire), et la propriété (ii) de ce que les
normes de f (dans C(‘Z‘p(m) s C) et T (dans H, (A) ) sont égales. La proprié-
6 (114) utilise la caracterlsatlon des fonctions k—f01s uniformément différen-

tiables de Do BARSKY [5] (voir amssi [3]).

CCROLLAIRE l.4. - Pour des caractéres continus y € Up(m) et 6 € Zp(m) , la 1li-
mite

k
g(x , 8) = Lim__ m;k TR x(a) e(a)

existe, et on a

(5) glx , 8) = (xo ¥ 1)'(-1) .

En effet, 8 * 1(- 1) =0, on a donc

k_, K

g * - - * -

LoSTR =l () g(a) cXo X L(m = 1) - x9 *1(=1)
Tk “a=0 3

mp mp

D'autre part, tous les caractéres continus considérés sont des fonctions locale-

ment analytiques, donc xo * 1 1'est aussi : le corollaire en résulte.

2, Mnalyticité des somues de Gauss.

Rappelons d'abord briévement une description de la structure analytique des grou-

pes de caractéres considérés.

2.1 Caracteres additifs : Z (m)
Soit B € Z (m) , sa série generatrlce est F (1) = n>O o(n) ™ = 1/(1 - e(1) T)

by

D'aprés la propos1t10n 1.3, il s'agit d'un caractere continu & la condition néces-

saire et suffisante que Fe € He(Am) , c'est-3~dire que 0(1) ¢ .

Soit szgl(g_p) \oy=1{t el ; |t® - 1] <1} . On voit que ee%(m)<.-—>e(1)enm,
et on vérifie que © =—> 8(1) est un isomorphisme de groupes topologiques et une
isométrie. Comme (m, p) =1, D = UD_, oh [ parcourt le groupe = des
racines m-iémes de 1'unité, et Dg ={te Sy 5 |t - ¢| <1} « Une fonction aialy-
tique sur Zp(m) est alors une fonction dont 1l'image sur D = est enalytique sur
chacun des disques constituant Dm . Par exemple, comme 6 est un caractére du
groupe additif, ©'/6 est une constante : en fait, 6'/p = Iog(e(1)) = (Log(e(m))/m.

On notera Xog 6 = 6'/6 : c'est une fonction analytique sur D .
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2.2. Caractéres multiplicatifs @ ap(m) .

L'isomorphisme canonique _ié/mph Z = 7/mZ x (_g,/ph 2) définit par passage & la li-
mite un isomorphisme canonique 2Z_(m) = (g_/mg) x -?-p . Pour x€ 2 (m) , on notera
x = (xo , xl) s X € (Z/mz) , x, € Zp , 1l'image canonique de x dans (g/mg)xgp,
1€ ~Z-p 4
= w(xl) . C'est mn caractére modulo p «

et on écrira parfois x = (xo R xl) o On rappelle que si x

w(xl) est dé-
)P

fini par w(xl) =x, modp, et w(xl

1
Pour x e _?_p(m) , oh pose

o) = ¢ (1) wlx)
et
(x) = em(xo) (x;) ou (x) = w—l(xl) x, si m(xl) 40, et (x)=0

sinon, ( ¢~ désigne le caractére unité modulo m). On note U =1+ p%, » alors
(x) € U; quand x€ U (m) . Soit x € Up(m) : il existe un unique triplet

(g s 25 %) » OU x4 € (Z/wZ) , ae (0, «so , p=2), et x €U tel qus,
pour tout x e Up(m) , on ait

x(x) = XO(XO) w(Xl)a X1(<X1>) .

Soit u un générateur de U1 y, 1. e, un élément tel.que u-Z- soit dense dans Ul’
x; ©st continu si, et seulement si, Xl(u) €D ={te —g-p 3 |t -1 <1}, et
1'epplication

X == (XO s 8y Xl(u))
de Up(m) dans (ymg)x x (Z/(p-1) 2 x D, est un isomorphisme de groupes topo-
logiques et une isométrie (la distance sur les cnsembles finis est triviale, et le

produit est mni de la distance "Sup" ). Notons % la dérivée invariante de y 3

x(x) = x 3—;{ x(x) , alors %/x est une constente : on vérifie que

¥'x = Ing x(u)/Iog(u) = Iog x -

Ceci définit une fonction analytique sur Up(m) .

2.3. Fonctions analytiques sur Up(m) et Zp(m) .

On sait ([ 3] théoréme 1.3) qu'une forme lindaire sur Ioc an(_g_p(m) R Qp) (resp.
sur Ioc an(U_(m) ) _Q_p)) est continue & la condition nécessaire et suffisante que
sa restriction 3 gp(m) (resp. y_p(m)) soit une fonction analytique. Par exemple
les deux fonctions Ilog , définies sur ces duaux, sont restriction aux duaux de la

forme lindaire continue sur loc an : f —=> £'(0) et g ~=> g'(1) respectivement.

PROPOSITION 2.1, = Pour x € Up(m) , 9 -->g(x, 06) est analytique sur gp(m)
et, pour o € Zp(m) , x ==> g(x , 8) est analytique sur Up(m) .

I1 suffit en effet de combiner la propriété (iv) de la proposition 1.2 et le fait
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que, pout tout ae _gp(m) , f ==>f'(a) est une forme linéaire continue sur
IOC an .

2.4. Conditions de croissance au bord.

Rappelons que si f est analytique sur Dl = {t GEP H |t, - 1| < 1} , on note,
pour r<1, M(f, r)= SUP| 11 <p |£(t)] . 81 f et g sont deux fonctions ane-
lytiques sur D, , on note f= olg) (resp. f=0(g) si M(f, r) =oM(g, r
(respe M(f, r) = 0(M(g, r)) pour r -1 .

On vérifie que, bien que les fonctions M(f , r) dépendent du choix d'un centre
pour le disque considéré, les notions de o et O n'en dépendent pas. Si f et
g sont analytiques sur une réunion finie de disques, on dit que f = o(g) ou
f=0(g) si les restrictions de f et g & chacun des disques satiffon,t cette
gropriété : on en déduit des notions de @ et O sur les variétés Up(m) et
_g_p(m) , notions intrinséques, i. e. ne dépendant pas du choix d'une coordonnée choi-
sie pour réaliser 1l'isomorphisme avec une réunion finie de copies de D1 . On note
en particulier f = 0(Log) lorsque f = 0(g) , oo g est la fonction logarithme

définie sur l'une ou l'autre de ces variétés en 2.2.

On montre (cf. Do BARSKY [5] et [3]) qu'une forme linéaire continue sur
Ci(gp (m) , Ep) (respe sur C‘ll(p_p(m) , _gp) est continue si, et seulement si, sa
restriction & Ep(m) (resp. a Up(m) ) v est 0(Iog) »

PROPOSITION 2.2. — Soient ¢ € Zp(m) et x € Up(m) , on a

el » 0)] < max((log, [lo™ - 1] , M(log, )x o™ P=1) - 1]/p))

et chacune des fonctions © —> g(x , 6) et x - gy 5 6) st 0(log) »

La preuve repose sur la proposition 1.2 (iii) et sur une évaluation précise de la

norme, dans Cﬁ , d'un opérateur f -=> f* g,

3. Relstion avec les fonctiorE L 9_13_ T .

v(s) > (1/(p - 1)) = 1} . Soit ¥ wun caractére de Dirich-

On note S= {se C_;
h ~P s
let modulo mp , h= 1, on note stx() .
On sait (cf. KUBOTA-LEOPOLDT [7] ou IWASAWA [é]) que, pour k entier, k> 1,

B =-kL(l-%k,~) =1 (- Zmpz'l (8))
Kyx ptt T K X E M . o &0 X

(reppelons qu'ici, par hypothése (p) = 0 ). Ceci s'écrit aussi
s sy X

Bk,')(,: g(xk y l) o

D'autre part, s —=> Xg est une bijection bianelytique de S sur un disque DX
de Up(m) (en fait : le plus grand disque contenant y et ne contenant aucun autre

caractére de torsion). On en déduit que s ==> g(xS , 1) est une fonction analytique
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sur S, qui coincide pour s=k, k entier > 1, avec B(s,x) = - SLb(l - Sy%)e

Ces deux fonctions sont donc égales sur S .

PROPOSITION 3.1. - Pour y de torsion et v(s) > (1/(p - 1)) -1,

(6) B(s, x) ==sL(1-8x =g, 1) -

On peut ainsi retrouver le fait que B(s , x) est bornde sur S, gréce au fait
que g(. , 1) est bornée sur D . On peut aussi retrouver les mejorations classi-

ques de B(s, x) en fonction du conducteur de x en utilisant la proposition 2.2.

D'autre part, on montre facilement que, lorsqu'une fonction fS dépend d'un pa-
ramdtre s , 1l'opérateur d/ds commute & la convolution et la dérivation sur
Zp(m) , i. e d/ds (fs * g) :((d/ds)fs) * g, et (d/ds)fé = ((d/ds)fs)' . On en
déduit que

d d .
lelxg s 1)) = (g xg * D'(=1) = (xg ®og () * 1)'(=1) .

On retrouve ainsi les fonctions log FX , définies en [4].
8

COROLLAIRE 3.2. - Pour y de torsion et v(s) > (1/(p - 1)) =1,

(7) To(8lx, » D = 550- 8 (L =5, %) = Log T (0)

En particulier, on retrouve, pour s = 0, la valeur (cf. [4], théoréme 2)

I

IogT' (0) = =v (x) ==L (L, x) pour x non trivial
Xs p b

lim . (s Lp(l -8, %x)) prur x trivial .

Plus généralement, on donnera dens la partie II de cet article une formule de
Taylor pour log FX généralisant aux caractéres de la forme xg la formule du
s
théoréme 2 de [4].

4, Exemple de formule explicite.

Pour y de torsion, provenant d'un caractére de Dirichlet modulo f = mph s On

sait que EXCD =:an0 x(n) ™ est une fraction rationnelle. Plus précisément,

glx , @)
fll—allj T *

Y =

(8) FX(T) =7

ot & désigne l'inverse du caractére additif o . On sait aussi que gy , @) = O

si l'ordre (ecxact) de o n'est pas égal & celui de y .

Soit ¢ € Zp(nb , et supposons d'eabord que ef #1.0n a

- g(x , @)
er(T) - Zale T-o(1)e(D)T"
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Donc,
F (T)-——l---xF(T)
xo*1*7/ T T =T X8
=3 . glx, &) (—ry x — b k)
i X T T E () * Toae(D T T-ae(D) *T-1T

On en déduit que

% * 1(x) =2 o alx, 5)(3-:%§grzy (@) (x) + — ;9115;

a =1
et

x6 * 1'(x) = Iog(e(1)) 2 . . g(x , @) leﬁ‘:ﬁy ’

oy =
soit

gy , 6) = - og(e(1) Fx(e(l)) .

On vérifie qu'aux pdles (simples) de F (T) 1la valeur de - kog T FX(T) est

encore g(x , @) si T=a(l) avec of o1 , finalement, pour tout 8 € 2%(n0 ,

la formule ci-dessus est valable.

PROPOSITION 4.1. - Soit Xe%ﬁﬁmm et ee%m),ma

(9) g(x , 8) = - Bog(e(1)) Fx(e(l))

on F(T) =2 x(n) T™ st la fonction génératrice de x e
- X n20

On retrouve ici, sous une forme explicite, le fait que, pour x de torsion,
"

by

g ——> g(X , 8) est une fonction analytique & croissance logarithmique sur Ep(m) .

On peut, par la méme méthode de calcul direct, donner des expressions analogues
pour g(x1 , 0) g(x2 , 8) , le calcul se compliquant assez vite pour g(xk , 6)
lorsque k augmente. On donnera, dans la partie II, une expression explicite ana-

logue & (9) et valable pour tout ¥ € Up(m) .
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