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RAPPORTS DE PRODUITS CROULANTS

*
par Marie-Claude SARMANT-DURIX ()

[Université Pierre et Marie Curie]

Nous allons démontrer que des fonctions assez générales apparaissent comme des
rapports de produits croulants. Nous nous plagons toujours dans un corps k ultra-
nétriquement valué, complet, maximalement complet, et la valeur absolue p-adique

associée & k est notde |.| . Les autres notations sont celles utilisées dans [1].

THéOREME. - Soit f une série de Taylor de rayon de convergence 1 , admettant

une suite infinie de zdros dans son disque de convergence D = D(0 , 1) . Alors,

pour tout A ek, il existe un couple (IIl R H2) de produits croulants de D tels

que

o, =1

1
£ = ple——s)
I, - 1

Démonstration.

1. D'aprés les propriétés classiques des zéros des séries de Taylor, nous sa-
vons que la suite des valeurs absnlues des zéros de f converge vers 1 . Nous
pouvons donc, sans perte de généralité, indexer ces zéros en les appelant bn i
tels que ’

|b

n,il = lb I <

n,j |bn-rl,hl

(v i, j tels que 1€i<jsu ., Vh:l...un+l).

Nous aurons donc 4 86ros sur la circonférence de.centre 0, de rayon dn'—"bn il , 1
»

Y By [} 2
varie de 1 a u, ~pour chaque n « Nous appellerons qn,i l'ordre du zéro bn, g

Pour faire apparaitre f sous le forme annoncée, nous allons cnnstruire une série
de Taylor g telle que dans le domaine Ap obtenu en retirant a D les disques
de diamétre p centrés en l'un quelconque des zéros de fg , la fonctinn g véri-

fie

. 1 . 1 _
11m| x|-1,20p @(X) ~ 0 st llmlxl—»l,XEAp fx) g(x) ~ 0.

(") Texte regu le 9 juillet 1982.
Marie~Claude SARMANT-DURIX, 16 boulevard Jourdan, 75014 PARIS.
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En effet [3], ceci suffit pour établir que 1/g € H(ap) ainsi que 1/fg, et que
Ap admet un T-filtre crnissant, de diamétre 1 , qui annule 1/g et 1/fg, done

que quels que soient 4L et B e K, il existe des produits croulants I, et 1
tels que

2

donc

ce qui est le résultat demandé.

Nous allons construire une suite (Bn ), 1<4&u , nelN, d'éléments de
L -

D telle que, en posant 'Bn,vh' =0 ¢

(1) oy 11 < 1oy ] < 18y ol < oee < [y < [y 1

(2) n< (- log dn+1) vn_l(log d - log 6n—1) , Ynex
Q, + log o,

(3)

1
< = Y¥neN.
- AN H
v, 1(Iog d log § 1 n ~

, I, j
(0n & posé oy = Picicu, s, 1suem, (81,0 = Bygl) 77 )

En effet, on vérifie aisément qu'il n'y a aucune difficulté logique 3 construire
une telle suite ; il suffit de chnisir, & chaque rang n , les entiers v, assez

grands.

)/8

1€4&v, nelN.

Notons P (x) = (x -8 n N

n,s°?

2

Maintenant, grice au thénréme 1 de [2], il existe une série de Taylor g, conver-

geant dans le disque D, telle que :

g(B )=O,V2=l,-¢-,vn, VneN

-~

n’ 2

et

v
n
(4) ~tgvlg, W -2y @y V(B 5 uW))$0, Tu>0

Soit E 1'ensemble des zéros de fg, et soit op =D\ UaeE d (o, p)
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2. Nous allons établir d'abord
lim C
|x|-1,%0p g(x) = = °
Prenons x tel que |x| = re [dn s dn+1[ .
Considérons |1/g(x)| dcns une classe I'= D(w, r ) o

(a) Si g(x) n'a pas de zéro dans cette classe, alors
v(1 ):v(l,-logr).
g(x) g

(b) Si g(x) a un zéro dans cette classe, il en a au plus un ; soit q 1l'ordre

de ce zérn B . On peut alors poser :
g(x) = &(x) (1 —%C)q .
Aors
W(tgy) = v(@6) + oLv(B) - vlx - )]
:V[E]t;{—y, -logr]+ q-logr-vix-8)].
Comse xe T nap,

p<|x=-8| £r entraine - logr<v(x=-8) <-1logp .

D'ou, dens tous les cas, que g(x) ait ou non un zéro dans la classe I :

(5) q(logp-logr)sv[a%]-v{-g}@,-1ogr]<o.

D'autre part, d'aprés les propriétés de la fonction g , cette fonction ayant

dens I' un zéro d'ordre q au plus, nous pouvons écrire, V ,, < - logr:

1< v T TR e ) < v(EZ2T!
- ~ vig 14 lJ") - LnEN 2:1 v n}/)} y MBS v B ) .
D'ot, come v(x=-8) = v(x) = et v(g) =-1logr:

-1g(qg=-1)(logr+yp) .
En faisant tendre  vers 0, on en déduit - 1 < (q - 1) log r, et finalement
(6) (@=1)(-1ogd ) <1

Alors les relations (5) et (6) nous donnent
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g V[-lé s = log r] - v[-lé'] S (log r = 1og p) (1 + I' n+1)

D'ol la relaticn :

1 1 1
™ 0 W » - Tog ] - gl - og o1 - ) -
Essayons maintenant de borner inférieurement v(1/g) , pour d < |xl < d.i»

vy = Vigrg) - gy o - e x) + gy s - Log 7]

(8 gy > gy » Y1+ 308 ol = i) -

D'aprés (4), nous pouvons borner inférieurement + (1/g(x)) , v(x)] en utilisant
1 \_ . l LY
les V(Pn,f, s V(%)) , clest-d-dire v(x) et |Bm,‘| , d'ol

9) - (—y s v(x)] >Z,]-l , logd - log| Bj,,’&' > vn_l(log 4 - log 6n—1)
ou encore
(10) V{T—)-J > log p(1 = T————-) + (log d, = log 8 )

1 log p(1 = (1/log 4 )
otay] > Vi (log d) - log s, )1+ TG T TE )

ce qui permet, en utilisant la relation (2), d'en déduire que
lin l -0
|x-1, 200 BT =
3. Nous allons maintenant montrer, de fagon tout & fait analngue, que

. 1 -
L o, x€0p T 8@ = O

Supposons encore que d § |x| < d ., « Considérons

Aty gr ~ Tr s 01 = Vi) - Vg vW) + Vg - v, ()
Or

Vg - vz s V) 3= g oy = 4 (og dy - Lg p) 3 = Tog gy + 4, 16 ¢
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lorsque 4, € |x| < d ., et dme, gricea (7), on a

1

1 1 1 ¢
(11) V(m) - v(-i-,é , v(x)) >~ E—gﬂa—(ﬂ-—(lng d .- 1) - g 9, + q, ogop -

n+1l

Considérons v((1/fg) , v(x)) . On a évidemment v((1/f) , v(x)) >c¢ (c cms-
tante réelle).

l ~;
(12) v(-é y v(x)) > vn_l(log d - log Gn-l) .
D'ol finalement,
1
(13) V(Té s v(x)) > vn_l(log d - 1ng 6n—1) + C

Et, srfge 3 (11) et (13),

Gceomrea
z Vn_l(log d - log 6n—-1) - -i%%gaf:l- (log d., - 1) - log ¢, + q logp+ec
ou encore
v-f—(}—c)—l—g(;{-)-) >v,_,(logd -logs )(L-0)+c,
ol

. (log p/log dn+1)(log d.q - 1) + log o, = a4, logp
n vn_l(log drl - log 6n—17

D'aprés (2),

logp (1 = logad ,)

(= log dn+17 vn_l(log dn - log Sn_l)

tend vers O si n devient infini.

D'aprés (3),

qn + log o,

1im e e
Dot V) (Iog d "= log 8.1

On a donc aussi, ¥V pe )O, 1(,

log o + q 1og(1/p)
lim =
Do V) (log dn - log 5n—1)

1 N ° — . N
D'ou llmn_’,w, oy = 0, ce qui acheve de montrer que



Q. 1
1
M x|-1,%8p T(x) (%)

f_. Nous allons meintenant pouvoir conclure. Soit A € k ; montrons que
f = fg/g peut se mettre snus la fomre A((l‘[1 - 1)/(1'1'2 -1)) .

Considérons la suite (v_.) , 1LJjgt

m me N, des zéros de g, coordonnés

m?
de fagon telle que

lYm’il = I'Ym’jl < 'le,hl ’

) l1gigV

d'ordre respectif Tm,j * et notons de mme (6 L N

m, j
zéros de fg , d'ordre respectif v .

m, j
Maintenant, soient A et B ek ; d'aprés [3], nous savons qu'il existe une
famille (a m, 3, h(A)) avec 1<hg Tm, § * 1$jsty, mel, telle que :
a_ .
- m’J _..__._191_1:_}.’

d'ou

a7 = 10 - 1, ()

De méme, on peut mettre 1/fg sous la forme :

T g~ B - R0) -

D'ou finalement
gl =1, (x)
£ = g -

ou Hl et II2 sont les produits croulants annnncés.

Remarques, - Nous n'avons pas utilisé ici la condition restrictive
inf -b .| >20.
l n,i n’J‘
En effet, il apparait que les thénremes s'appliquent aussi au cas ou chaque dis=
que D(bn 43 p) contient un nombre fini de pdles b, 5 » ce qui est le cas ici
9 td

(on peut se ramener au cas des pfles multiples).
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