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(Y. AMICE, G. CHRISTUL, P. RUBBA)
9e année, 1981/82, n° 17, 19 p. ler et 8 mars 1982

COMPORTEMENT DES FONCTIONS L p-ADIQUES AU VOISINAGE DE 7ZERO

par Michal EMSALEM ()

0. Introduction.

L'objet de cet exposé est d'énnncer une conjecture de Gronss sur le premier terme
non nul dens le développement limité au voisinage de zéro des fonctions L
p-adiques attachées & certaines représentations du groupe de Galois d'un corps de
nombres totalcinent réel [G]. GROSS introduit un régulateur p-adique, dont il con-~
jecture qu'il est non nul et qu'il représente la "partie transcendante" du coeffi-

cient du terme principal dans le développement limité de Lp au vnisinagc de zéro.

Bien qu'on ne sache pas &tablir de relation entre ce qui se passe én 0 et ce
qui se passe en 1, et qu'il n'y ait pas de lien connu entre le régulateur de
Leopoldt et celui de Gross, il existe des ressemblances formelles entre les deux si-
tuations. On démontrera plus loin que la conjecture de Shanuel entraine que le ré-
gulateur de Gross est non nul. De mBme, la démonstration de la non-nullité du régu-
lateur de Gross dans le cas abélien sur Q est semblable & celle de la non-nullité

du régulateur de Leopoldt dans ce cas.

Dans les premiers paragraphes, suivant Gross [G], on expose les résultats concer-
‘)e ’ 4 by . o i
nant les fonctions L  complexes, modifiées, et on cherche & introduire "naturel-

lement" & partir de ces résultats la crnjecture p-adique. Le lecteur pourra trou-

ver également dans [K] et dans [T] des exposés de cette questione

1. Fonctions L d'Artin complexcs au vnisinage de O .

1.1 Notations. = k désigne un cnrps de nombres totalement réel, et K une

extension galoisienne finie de k que 1l'on supposera de type C. M.

Pour w , place finie de k , on note NW la norme absolue de w, et FW un
Frobenius relatif & w dans Gal(X/k) (défini & conjugsison prés et & multiplice-
tion prés par un élément du groupe d'inertie Iw d'un idéal au-dessus de w ). On
note encore D le groupe de décomposition d'un idéal au-dessus de w . (V, p)
désignera une représentation impeire de Gal(K/k) sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur C: p : Gel(K/k) -—> AutC(V) .

B

La fonction L d'Artin que 1l'en considérera éa@t la fonction moromorphe sur C
q Ip L

qui vérifie :

(1) Vsel, Re(s)>1, LV, s) = ﬂw det (1 --'(Nw)'S F

(*) Texte regu le 10 juin 1982,
Michel EMSALEM, 23 rue Larrey, 75005 PARIS.
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3#
p est un nombre premier fixé dans toute la suite. On définit la fonction L mo-
difiée :
e L(V, s) .

IW)

~

(2) veseC, L(V, s =M, p dob(l - (W)™ 7,
v

D

PROPOSITION 1. - ord L (V, s) =5 , dimV".

o]

Démonstration. — V étant une représentation totalement impaire, il en est de
mne de V. 5 elle ne contient aucun exemplaire de la représentation unité, et donc
L(v* , s) est régulidre en s=1 ot L(V , 1) # 0. L'équation fonctionnelle
pernet alors d'écrire :

3

ord__, L(V, s) = ord L(V., s) =0.

s=1
I1 vient donc :
* > -S > Dw
ord _, L (v, s) = wlp ordS:O(det(l - (N " F I ) = wlp dim(V ") .

Wl ot
v

l.2. Interprétation., — On note S 1'ensemble de toutes les places de k a 1'in-

fini et des places finies de k divisant p .
Si p est un idéal premier de K, on notera pl S si la valuation induite par

p sur k egppartienta S.

Définitions. - X <(f 1o Zp ; X:{%ﬂs%p; Z%S%::m. X est de fagon
—— p|S ~ 0 b
évidente un Gal(K/k)-mndule.

On nntera X la partie sur lequelle la conjugaison complexe c¢ agit par multi~

plication par - 1 .

= {2 n vy n +n =0} .
{ pIS p v 9 p bc }
On t X = X C t C X =X C_ .
note A ® e @Z

D
LEMME 1. = dim(V ®‘9Xf)G = Z*|p dim V¥, la somme étant Stendue 3 toutes les

places finies de k divisant p .

Démonstration. - Soit, pour chaque w de k divisant p , un idéal by choisi

de K au-dessus de w . Notons Dw le groupe de décnmposition de Py

=2, O - ) =@,
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oh chacun des («C-X-)w est un Gal(K/k)-module. En tant que représentation de
Gal(kK/k) , ('(\B_X'_)w est isomorphe au sous-espace de la représentation de permutation

de G/D'w , ou la conjugaison complexe c¢ agit par - 1.

- G G
Don cX = Ind 1 - Ind 1 .
c (CX), D, ‘D, (1,)D, ~(1,e)D,

On applique alors la formule de réciprncité, et si y est le caractére de la re-

présentation V

G - G . ~ G
(X e (Zw!p IndDw lDw - Ind(l’c)Dw 1(1’C)Dw) . Ly = din(Ve CX) "~ .

. -G G ¢
din(Ve CX) "~ = Zwlp (ReSDW X s 1Dw>Dw - <Res(1, G)Dw X 1(1:°)DW>(1’ c)D,

. D
. -G _ G _ . w
din(V ® CX) " = Zwlp (ResDw Xy 1 } w._ Zwlp dim V ¥ .

R L G
(comme x est impair, <ReS(1,c)DWX =0).

» M1,¢)p.)(1,e)D,

Remarques = Le résultat précédent reste vrai si O est remplacé par —gp .

Définition. - Posnns ord_ L' (v, s) = r(V) .

COROLLAIRE 1. - Pour tout automorphisme o de C, soit ¥ 1a représentation

transformée de V par « 3 r(V) = o(¥F) .

D D
Démonstration. - dim(V) ¥ = dim(¥) ¥ .

PROPOSITION 2. - Iorsque s tend vers O,

L-X‘(V , 8) ~ L(V) sr(v) , avec L(V) = A(V) (log p)n(V) s

ot A(V) est un nombre algébrique vérifiant Vo e Aut(C) , A(F) = a(v)¥ .

Démonstretion. - Soit £, le degré résiduel en w ; on vnit trés facilement que,

lorsque s tend vers O,

G

* AimV w) S.r(V)

Lt'(v, s) ~LV, 0 lep (det(1l - F, f

I, G )
vy v

I1 suffit clairement de montrer que, pour tout automrphisme o de C,
L(¥, 0) = (L(v, 0)* .

Dans le cas d'une représentation abélienne, si on nnte x le caractére associé a

la représentation V , 1la série L peut s'écrire s
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L(V, s) = ZoeGal(K/k) x(e) ¢lo, )

comme combinaison linéaire des fonctions z8ta partielles. La proposition est une
conséquence du théoréme de Siegel qui assure en particulier la rationalité des ve-
leurs (o, 0) « Dans le cas général, on se raméne au cas abélien en utilisant le

théoréme de Bratter sur les représentations induites.

Introduisons maintenant quelques définitions afin de réénoncer la proposition

d'une fagon plus adéquate pour la transcription p-adique.

Définitions et notations. = Si y est une place finie de K, on note K la

"J
complété de K en p , N le degré local en p , | I‘3 la valeur absolue norma-

lisée par !q]b =1/q (q "est le nombre premier tel que\) n| @ et enfin
L
=11

U={uekKs; Vy placede K, p /S, |ul =1} est l'ensemble des S-unités
b
de K.
c_ -1

>
L1}

QU—->QX

1ou—> ZPIS (log Hu‘gip) b
est un G-isomorphisme (d'aprés le théoréme des unitds).

g QU - QX

1 @ U ——> Z‘?’IP ordp(NKh| (w) ¢
)

est également un G-isomorphisme qui est 1lié & A par )\ICU" =~ (logp) g.

Remarque. - On vérifie directement trés facilement, sans utiliser le théoréme des

unités que g est un isomorphisme.
S5i o est un automorphisme de C, on notera 2¥  1le transformé de A par o .

On peut énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - Pour tout automorphisme o de C,

T

LONY/L(F) = det(1 & » 1t

(veex™) &

Démonstration. - C'est une conséquence immédiate de la proposition 2 : il n'v a
q s y

qu'd constater que
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r(V) -1

:de'b(l(@)\acw)\ -G
(Vcx")

((Log p)*/1og p)

2. Fonctions L p-adiques. Enoncé des conjectures de Gross.

2.1, Notations. - Les notations sont celles du paragraphe précédent. On choisit

un isomorphisme ¢ de corps o : C—~> C_ .

A toute représentation V complexe de Gal(K/k) est associde une représentation
¥ sur C_. ‘
~5p

A une représentation paire W sur P—p de Gal(K/k) , on peut associer une fonc-
tion L p-adique méromorphe sur Zp , réguliére, aux entiers strictement négatifs,

et vérifiant la formule d'interpolation :
o-1 * -n o-l
(3) Lp(w,l—n) =L ((Wew ) , 1 =n)

pour tout n> 2, ot w est le caractére de Teichmiller sur Gal(k/k) .

On commence par définir ces fonctions dans le cas d'une représentation de degré 1
(voir [B], [C] ou [D R]), et on utilise le théoréme de Bramer pour une représenta-
tion quelconque : si W :Q-‘i m, Indg. X3 * ou les m, sont des éléments de 2
presque tous nuls, Lp(w , 8) = Hi (}'p(xi s s)) ™. Ge qui nous intéresse, c'est
la valeur en O de Lp('vJ , ) 3 or les fonctions Lp(xi , 8) , mmies d'un expo-
sant m, négatif, peuvent s'annuler en s = 0, et 1'égalité précédente ne nous

donne aucune indication en zéro. D'ou la restriction n > 2 dans la formule (3).

2.2. Définitions et notations. - Le logarithme p-adique logp est normalisé sur

—Q-fp par logp(P) = 0 . On définit un homomorphisme xp analogue de )\ en rempla-
¢ant log par logp:

A2 C U ¢ X
p " ~p ~p

1 @u ——> Zplp lng(NK{}|_Qp(u)) Ve

Soit W wune représentation impaire de Gal(K/k) sur un espace vectoriel de di-

mension finie sur Ep , on définit le régulateur de Gross :

(W) = det(1 @ A_ » L

2.3. Premier énoncé des conjectures de Gross. - Si V est une représentation

complexe impaire de Gal(X/k) . On pose

v ) o)
Lp( ®w, S)~Lp( ) s

lorsque s tend vers O .
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GROSS énonce les conjectures suivantes :

(G a') rp(VO) = r(V) .
(G p") ’\‘p est un G-isomorphisme.

1 g 3 —_ o o —1
(Ge') L(V) /Lp(v") = det(l ® X\ D }(v%gpx")G

LEMME 2. - (G a') , (GDb). et G c') medépendent que de la représentation finale
V7 et non pas de V .

Démonstration. - C'est clair pour (G a') (d'aprés le corollaire 1) 3 (G b')

ne parle ni de V ni de o ; pour (G c') c'est une conséquence de la proposiw-
5 D 3 q

tion 3.
Soit W une représentation p-adique de Gal(K/k) .
Définition. — On pose A(W) = A(WP™1) .
D'aprés la proposition 2, ceci ne dépend que de W et non de o . De plus, pour

tout entomorpiisme § do G ACP) = AP,

2.4, Reformulation des conjectures de Gross.

1

(G a) rp(w) dim(W@Qp X-)G .
(G b) Rp(w) #0 .

rp("nl)
(G ¢) Lp(w) = (- 1) A(w) Rp(w) .

Démonstration de 1'équivalence de ces énoncés avec (G a') , (G b') et (Ge') .

1 (G a) < (G g') : z'est clair.

2° Suppcsons que scit un G-isomorphisme. Alors pour toute représentation W
sur C_ de Gal(K/k
S, (¥/k) ,

-1 - -
Id®A_ o : Wel X —>W®C X
Bhp o8 ® % ~p

est un G-isomorphisme. Lonc Rp(W) £ 0 .

Inversement, supposons que pour toute représentation impaire W de Gal(k/k) ,
Rp(w) # 0 . Prenons, en particulier, pour k le sous-corps réel maximal K' de K
et, pour W, 1l'unique représentation impaire de Gal(XK/K') = {1,c}+.0na

- G
(Weg ) =~c ¥,

et donc, d'aprés 1'hypothése, )\p 0 g-l est un isomeorphisme de Gp X sur ~C-p X .
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De méme xp .

p ‘ (V"@QPX") J

3 de‘t(l@)\co G):det(l@)\ccg—logo)\

\-!
P |WPgc X~
‘\ 80, )

- o 1 (laog o)™

RPW) (on a posé W= V) .

(G ¢') peut donc s'éerire :

Rp(w) (
- D™V (o(10g p))TV

. r(V) ,, .
Lp(:»]) = L(V)° 1) A(W) Rp(.d) .

3. Propriétés formelles des fonctions L p-adiques.

Voici quelques propriétés formelles des fonctions L p-adiques relatives aux
différentes opérations sur les représentations. Leurs démonstrations reposent sur
les propriétés analogues des fonctions L d'Artin complexes et sur la formule d'in-
terpolation (3).

Notation. — Si k est un corps de nombres totalement réel, K une extension
galoisienne de k , et W une représentation de Gal(X/k) sur G, » on notera la

fonction L p-adique associée Lp(w, Kk, s) .
3. le EnonCéSo
(Lp. 1) 8i W, et W, sont deux représentations totalement impaires de
Gal(X/k) ,

Lp((r"‘l]_"' wg) Qwy K/k; s) = Lp(wlffbw, K/k, s) Lp(W2®w’ K/k’ s)

(LI;). 2) 81 KXK' > K> k est une plus grande extension de k galoisienne sur k,
et W unc représentation totalement impaire de Gal(X/k) dégalement considérée
comme représentation de Gal(K'/k) (et notée W' ),

Lp(W®w , Kk, s) = Lp(w’ 2w, K'/k, s) .

(Lp. 3) Si ke« F<K, oo k et F sont des corps de nombres totalement rdéels,
K une extension finie galoisienne de k , et W une représentation totalement im-
paire de Gal(K/F) s alors Ind W= Indgigﬁ//g W est une représentation totale-
nent impaire de Gal(X/k) et

Lp(W@w, K/F, s) = Lp((Ind W) @ w, Kk, s) .

A

3.,2. Démonstration. — On admet les propriétés suivantes des fonctions L~ d'Artin
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modifiées (cf. [L 1] pour la démonstration). Les notations sont les mdmes que celles
du paragraphe précédent. Les lettres V1 et V2 désignent des représentations de
Gal(K/k) , et V une représentation de Gal(K/F) .

* & * B
(L.1) L(V1+V2,K/k,s):L(Vl,K/k,s)L(Vz,K/k,s).

(L .2) L(Vl,K/k,s) L(v K'/k , s)

l b

(L*.3) L°(V, K/F, s) =L (Ind V, Kk, s) .

Au vu de la propriété (L%. 2) , on peut introduire une nouvelle notation :
L".(V1 , K/k, s) sera notée L."_(V1 , k, 8) , étant entendu que V, est une re-
présentation de Gal(k/k) qui se factorise par Gal(X/k) , oi K est une exten-

sion finie de k .

(a) (Lp.l) est une conséquence immédiate de (L .1) et de (3) ; il suffit de
constater que

(4, + W) ® o W, © o 0y ® oR

3
(b) De mBme, (Lp.2) est une conséquence de (L'.2) et de (3).

(¢) Les notations sont celles de (L _.3) . Soit K, wune extension de k , ga-
. . p 1‘_n . ’,
loisienne sur k , assez grande ppur que W® @ se factorise en une représenta~

tion de Gal(Kl/F) . Posons
G, = Gal(Kl/k) ) H = Gal(Kl/F) , G= Gal(K/k) et H= Gal(K/F) .

* On note 6 la surjection canonique 8 : Cr1 ~> G qui enwvoie Hl sur H . A toute
represcntation (6, W) de G, p: G-=> Aut(W) , on associe (58 p, 68 W ,

ou 8 P G —~> Mut(W) , 8 p=op o6 estune représentation de G, -

G % e

LEAE 3. - Ind; (0" W) = 0 (Ind] W)
1

Démonstration. = On vérifie que 6':$(Indg W) est solution du probléme muniversel

Gy, %
Indg'(e W) (of. [L 2]).
1

Nous aurons encore besoin des deux résultats suivants :

LEMME 4. - Soit G wun groupe fini, et H un sous-groupe de G, soit W une

représentation de G, et W' une représentatinn de H; on a

Gon G - G .
IndH(AI ® Resy W) (IndHJ)®vJ.

LEMME 5. - Les notations étant celles de (Lp .3) , soit Wy le caractére de
Teichmiller relatif a k, W 3 Ual(k/k) —_— C y &t Wy le caractére de Teichmiil-
ler relatif & F, wp: Gal(k/F) - C s alorg wp est la restriction de w, 2




Gal(kK/F) «

Montrons & présent (Lp. 3) :

(6" (W) e mblﬂ"n)"“1 , F, 9

La formle (3) donne alors

n

n

1l

3* Gl * l-nyog=-1

L ((IndlHl 6 (V) ® wj )T, k., s)

% G l=nyo-1

L (((Indg o (W) ® w, ) y K, 8)
1

s, G lenyo=1

L ((e (IndH w) ® U.)k n)o ’ k ’ S)

l-n)c-l

L (((Indg W ® w, )y 8) .

Lp(W@wF, F, 1-n)=Lp((Indgw)®wk,k, 1 « n)

pour tout entier n > 2 . D'ou 1l'égalité des deux fonctions.
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3.3. Enoncés concernant le régulateur de Gross. — Iei k désigne toujours un

corps de nombres totalement réel, et K une extension galoisienne de k de type

Co Mo Si W est une représentation impaire de Gal(X/k) , on notera

PROPOSITION 4. - Sous les hypothéses de (Lp.l) s (Lp. 2) et (Lp.B) , on a

-\ G
(W) = dim(W @ C_ X))~
r (W) w(W ® ¢ X)

n

(Go 1) r}!)(wl + wz)

Rp(wl + wz)

A(wl + wz) = A(wl) A(wz) .

(Ge2) rI')(W') rr')(w) .

Rp(w') Rp(w) .

A(W') = A(W) .

(Ge3) rI’)(Ind W)

Rp(lnd W)

A(Ind W) = A(W) &

r;)(W) .

Rp(w) .

1§ 1/
rp(wl) + rp(vIZ) .

Rp(wl) Rp(wz) .
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Démonstration.

(a) (Go1) provient de la reletion évidente

T -Gm 4 -\ G 1 v G
((wl+,J2)®ng) (wl\.f;p_px) +(J2®pr_) .

(b) Soit X' o K » k une plus grande extension galoisienne de k et de type

2 e . . . Land N ad rd
C. Mo On peut définir une application norme naturelle de -C—p X‘K' —_— -gp X’K , dé-

finie par
N(p' = 4% = f“'fb (p - ),

¥

o u'

relatif.

est un idéal premier au-dessus de u , et o f;.n’ /s est le degré résiduel

En revenant aux définitions, on démontre le lemme suivant.

LEMME 6. - Soit W et W' comme dans (Lp.2) s le diagramme suivant est commu-
totif

4o (g )
1
W''®C )%, > W' ® 0 X

Ia®N Id® N

7
=

Ide (A &)
b c
~p K

w«cgpx;( > W®

De plus, Id ® N vérifie la propriété suivante :

Pour tout élément o' de Gal(X'/k) , soit o & Gal(K/k) sa restrictiond K ;
pour tout z'e W' ® G, X s

(IaeN)(c'" 2') =c Idg N (=) »
Gal(K'/k)

- - Gal(K/k)
1 1
Donc (W ®_§_p XK’) s'envoie dans (W® C XK) .

LEMME 7. - Id ®§ )est un isomorphisme d'espaces vectoriels entre
- \Gal(K'/k — Gal(K/k)
7 >
(W ®C X.) et (Wo S X .

Démonstration. — On reprend la déwonstration du lerme l. Les notations sont les

mBmes. On affectera d'un ' les lettres désignant des objets relatifs & 1l'extension
K'/k (G', D, p') « On a vu que
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- - G G
C ~ (Ind] 1, = Ind 1 )
~p X W D Dw (l,c)Dw (1, c)Dw

et puisque W est une représentatinn impaire,

. NN G G
(e, %) ~E (We Indy 1),
w w
De m@me,
- G G' G'
TJt (1 1
(W ® L L) G, (W @ IndD;r 1D1:r) .

I1 reste & voir que Id ® N est, pour chaque place w de k au-dessus de p ,

1 1
un isomorphisme de (W' ® Indg, 1D,)Gr sur (W ® Indg 1y )G .
' w W wow
Dy Py
Or ces espaces sont respectivement isomorphes & (W') et (W) par
1
1 )y W 1 1 w19 _ 100
vV e (J) s vV —-‘)ZGeG'/D‘:’O-. v ®(1) s} )

(resp. ve ()", v-— 2oeq/p O * VO (x° = %)) .
W , o
Trensporté par ces isomorphismes, Id @ N s'éerit : v' e (W') w y V' == gV,
ot g est le nombre d'idéaux »' au~dessus de »n , ce qui est bien un isnmorphisme

de (w')Dw:r sur (W)DW (on a pris ' dans K' au-dessus de ) dans K ).
On déduit imédiatement des lemmes 6 et 7 que rI')(W’) = r}')(w) , et que
Rp(w') = Rp(w) .
L'égalité A(W') = A(W) est déja contenue dans la propriété (L .2) .
(c) Les hypothéses sont celles de (Lp. 3) , et X est un corps C. M.
D'abord il est clair que 1l'induite d'une représentation impaire est impeaire.

Nous avons besnin dans ce paragraphe d'une nntatinn qui rappelle le cnrps de base.
Ainsii Ep X, sera noté (Qp X )F en tant que représentation d_e. Gal(K/F) , et
(c_ X )k en tant que représentation de Gal(X/k) . Adnsi (Qp X )F est la restric-
tion & Gal(K/F) de la représentation ( _Q_p X")k . Posons G = Gal(K/k) et
H = Gal(K/F) . D'aprés le lerme 4, on a :

G - G, -
Indg(We (6, X)p) = (Indy W) ® (G, X7y ,

pour toute représentation W de G .
Ajoutés & cette remarqﬁe, les lemmes suivants donnent (G.3) .

LEMME 8. - Soit W unec représentation de H, et o 1'injection canonique
¢ ¢ WC——> Indgw. On a WH.&.B» (Indgw)c'.
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LEMME 9. - Le diegramme suivant est commutatif :

-1
de (L
(p g )

(We (g )" > (e (o )"
e (o gh) _ A
(ma ) o (g, 1)))° Bl ((maw e (g, 1)°

3.4, Conséquences de cette étude formelle. - Enongons d'abord une version du thén-

réeme de Brauer adaptde sux groupes de Galois d'un corps C. M. sur un corps de base

totalement réel.

PROFOSITION 5. - Soit k un corps de nombres totalement réel, et K un corps
C. M. galrnisien sur k . Soit p une représentation impaire de G = Gal(K/k) . Il

existe un nombre fini d4'extensions F totalement réelles de k , contenues dans
’

K , et de carectéres inpairs Xl de degre 1 de H = Gal(K/Fi) , et des entiers

moeZ tels que p 3%"*)111 Ind (X)
By

Démonstration. ~ Toute représentation p de Gal(K/k) admet une décomposition

canonique p = p  + g en une partie p' paire et une partie p  impaire.

D'apres le thénréme de Brauer, une représentation p peut s'écrire

=¥63n IndH wl
Hi de G. St H& ne cnontient pas la conjugaison complexe c, appelnns Hi le

, ou les Uy 'sont des caractéres de degré 1 de snus-groupes

sous-groupe de G engendré par Hi et ¢ . On a alors IndH, vy X; + X; s OU

X; est un caractére pair de degré 1, ot X; un caractére 1mpa1r de degré 1 .
On a donc 1'égalité :

Sk, Indd (x.) =2 g, IdS (x.
ou les Xg 0 Xj sont des caractéres de degré 1 de sous-groupes H Hj de G
contenant ¢ , et oh les entiers k. , 4j sont positifs. On décompose ces représen—
tations en partie paire et paertie impaire ; on vérifie aisément, la conjugaison com-
plexe ¢ commtant avec tous les éléments de Gal(K/k) , que si x est impair

(resp. pair), Ind,G x est impair (resp. pair), il vient :
d 3

- G G
p e in impeir 5 %, X1 ij impair 5 %, X3

Si p est impaire, p = p , et l'on obtient le résultat annoncé.

De cette étude on peut déduire les conséquences suivantes.
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PROPOSITION 6. - Si les ccnjectures de Gross sont vraies pour tout enrps de

nombres totalement réel, et toute extensinn abélicnne imagineire K de k , alors

elles sont vraies en général.

PRCPGSITION 7, - Sous les hypothéses de (Lp.2) y i K" >2K2k e K' un

corps G. M., si les conjectures de Gross sont vraies pour K'/k , elles le sont

pour K/k .

4. Non-nullité du régulateur de Gross.

Au paragraphe 5, on montrera la non-nullité de Rp dans le cas ot K est une
extensinn abélienne de Q en utilisant le théoréme d'indépendance lindaire sur _@
de logarithmes p-adiques de nombres algébriques [ Br]. On voudrait montrer ici come
ment une conjecture d'indépendance algébrique (eonjecture de Shanuel p-adique

(cfe [P]), entraine la non-nullité de Rp .

PROPOSITION 8, ~ La conjecture de Shanuel p-adique entraine la non-nullité du

régulateur de Gross.

by

Démonstration. — Tout d'abord, gréce & la propnsition 7, on peut se ramener au

cas ot K est galoisienne sur Q s on rermplace K par sa clfture galoisienne sur
Q, qui est encore un corps C. M. FPosons G = Gal(K/__Q) 5 K est considéré comme
plongé dans Ep « Soit o, =1Id, ..., Ggs G0y 5 eee 5 Coy des éléments de G
correspendant aux idéaux Pp oo see s Vg ‘pf g see pg (ce sont les idéaux pre-

ci(x)|p <1} .

miers de K au-dessus de p ) : py = {xe K3

Soit D le groupe de décomposition de o La famille {cl s od’, coy s ---,ood}

1
constitue un systeme de représentants des classes & gauche de G mrduln D . La
famille {pl - pf s ey Dy - pg} est une base de Ep X , qui est permutée tran-

g.
sitivement par G : (zsi - bic) = (‘91 - Pf) T

Soit o, wun élément de K tel que 1'idéal (cvl) snit égal a g;? y O h est
le nombre de classes de K, et posons e = Q/l/a(f . 0na g(el) = hf(p1 - \:f) s
ou f est le degré résiduel en By e Ecrivons la matrice de 1'applicatinn lindaire

Ap © g"l dans la base précédente.
-1

Si e, = o. (e
i i 1

Notation. - Pour tout élément o de G, notons c% le représentant dans la
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famille {o, , ++» , 04} de o modulo {& gauche) (1, c) D . Pour alléger 1'écri~

KﬁLIQP -7

ture, nn notera N dens la suite.

* N R . +
On a 10gp N (c ° o ) =e(i, j) 10gp N (0 0 o. ) el) sy o e(i, j)=-1
. - ° o "'1 1 2
Posons, pour 1 <igd, Xai = logp N, (o; e,) + La matrice de p o &8 s'éE
crit :
(4) M=o (i, §) X )
| = TE e\t -1,*% 1<igd, 1<j<d
(ojoci ) PSR

On a clairement la propriété suivante s

LEMME 10, - 51 o5 &t Gj appartiennent & la mBme double classe mpdulo D1 ,

X :X .
Gi Cj

Considérons & présent dens 1'expressirn (4) de la metrice M les X comme des
indéterminées. La matrice formelle obtenue ¢ un déterminant non nul ; en effet, si
1'on remplace X&- par log Helnb. 3 la place de logp N (o e ) 2 on retombe sur

la matrice de A o g"1 , dont le déterminant est, on 1'a wvu, (— 1) (log p) ol
d=din 0 X .

Donc, au vu du lemme 10, si 1'sn note tl g eee t la liste des dnubles classes
modulo D de o) 5 see, o4 s Yt 9 ses 3£S des 1ndeterm1nbes, et, pour tout

3k et
glément o de G, o la double classe de ¢ modulo D , la matrice M ’

obtenue & partir de M ’

3 1 . .
(5) M (Ytl g ooe Yts) = E‘f (e(l ) J) Y(Gjoci-l)eﬁe)lsisd,l$jsd »

a pour déterminant un polynfme non nul en s e+ 5 ¢y & coefficients entiers
S

C”)tl
rationnels.

Pour conclure, en admettant la conjecture de Shanuel p-adique, il suffit de dé-

montrer le lemme suivant.

est lindairement inddpendante sur

LEMME 11, - La famille {logp Nl(ti e

1)}lsi<s
Q.

(On a noté 1ogp Nl(ti el) = logp Nl(c el) , oi o est un représentant quelconque
de la classe de t, )e

4 s - N 5 ! —
Démonstration. Supposons que l'on ait une relation §i<l\§ b1 logp N (t & ) =

ou les bi- sont des entiers. Quitte & multiplier cette égalité par un entler, nh
nbtient :

b.
(Nl(ti el)) 1= pk pour un certain entier k .

I

1gigs
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On constate que le deuxiéme membre de cette égalité est laissé fixe par la conju-
gaison complexe c¢ et que le premier membre est inversé. Donc :

b,
i

HIS_,.LSS (1\11(1;i el)) = 1.

On écrit la décomposition en idéaux premiers du premier membre. Si 1'on note Ly

un représentant de t; pris dens {cl y ees 5 04}, il vient

(6) > bi(o Li)* = 0 dens 1'elgébre du groupe Z[G] .

lgigs,cEDl

Réindexons, suivant {1, ..., d},

) Zigisd,oen, 00 0y =0

dans cette égalité il y a chaque fois au plus un ¢, non nul parmi les ¢, corres-

ondant & des o, appartenant & la n@me double classe modulo D, .
b k 1

Décomposons (7) suivant la base {ol N gd} . On pose

® =1, sl o et oy appertiennent & la méme double classe modulo D, , et

i,J
goi,j = 0 sinon .

(7) est équivalent au systéme d'équations.
y

(8) 2

lsjsdcpi’jcjzo, lslsdo

D'aprés la remarque ci-dessus, ce systéme est en fait un systéme diagonal de s
équations & s inconnues et tous les coefficients cj sont donc nuls. Ainsi est

achévée la déiwonstration de la proposition &.

5. Le cas abélien sur Q .

Le but de ce paragraphe est de déunntrer les conjectures (G a) , (Gb) et (Gc)
dans le cas ou le corps K est abélien sur Q. Soit V. une représentation impaire
de degré 1 de G= Gal(K[g) de caractére y . Les remarques faites au § 3 per-
mettent de supposer que KX :_@(g) s U [ est une racine primitive N-iéme de 1
et que yx est un caractére de Dirichlet primitif mndulo N . La série L d'Artin
relative & V cofncide avec la série L de Dirichlet associde a X « On a clai-

rement la propriété suivante 3

LEMME 12. -

dim(V@_gp X‘)G= 1 si x(p) =1
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. - G .
An(Ve C X ) =0 si x(p) #1 .

Démonstration. — Il suffit de se rappeler que dim(V ® C "-)G = di VD s 0 D,

le gmupe de décompsotion de p , est le groupe mltlpllcatlf engendré dans
( E/NE) par p .

5.1. Calcul du régulateur R (X) « = On reprend le calcul ?ffectue au § 4, ol
P, est un idéal premier fixé au-dessus de p, et by =
1'élément de G défini par o,(() = ¢ (e (Z/N7) )

pll » OU o désigne

Posons
—— [¢] += G
v = ZjeG/iD X'(':J(pi - pi) € (V@Ep X))
On avait trouvé, au § 4, que
-1 c 1 -1 c
p o & Py = 0y = Bp pgyeq Togy Myl o 0y o) by =)

Cela nous donne :

_ L =09 2 EN] \ (o, o o=t
nt “jeG/ED (’-“j 25) “eq/ep XA log, “1("3 o; &)

Rt “j=G/tD (»« ) x(3) 2 keG/£D x (k) log, N, (o) e) -

On trouve donc :
1 1
(9) .00 = g7 Qeqyep x(1) log, Ny lgn(ck o) = g Lyeq/ep W2 log, Ny Qp(el)'
e Vl }
Ou encore :
(10) B (0 = 17 g x(®) Log (o, a,) -

e _.h
(On rappelle que e, = a1/¢l et (a/l) =9 .)

PROPOSITION 9. - Rp(x) n'est pas nul.

Démonstration. - On utilise le théordme de Brumer, version p-adique du théoréme
de Baker [Br], et le lemme 11 du § 4.

5.2. Démonstration de la conjecture (G @) .

La démonstration repose sur la formle de Gross-Koblitz [G K] et sur une formule
donnant la valeur de la dérivée de la fonction Lp en 0 (cf. [FG] ou[Dil.

Notations.

f désigne le degré résiduel d'un idéal premier de K au-dessus de p , et

f
qa=p -
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O est J_.'anneau des entiers de K .
Ep (resp. Eq) le corps & p éléments (resp. q &léments).

Si 3, est un idéal de O choisi au-dessus de b, @/3«,1 :xgq .
3
Pour a e (3/N2) , Xy ©5t le caractére multiplicatif de Eq 4 valeurs dans le

groupe des racines N-iémes de 1 défini par

i

(u N A/

si xe Eq , xa(x) € K’Pl c _gp s Xa(x)
ol wq(x) est le représentant de Teichmiiller de x dans K,
"1

wq(x)q-l =1 et wq(x) =x (mod ;:1) .

1l

m désigne un élément de —gp tel que L p et Eﬂ(x) exp, n(x - x)
(ef. [K] ou [Di])s

s est le caractére additif de Ep défini par qyn(x) E (w (x)) , o w (x)
est le représentant de Teichmiiller de x : x € Ep , mp(x) € —@p (w (x))P" -l et
wp(x) =x (md p) .

Tr désigne la trace de Eq sur Ep s et { le caractere de Eq I A Ir .

Pour xe Q, {x} désigne le plus petit reste positif strict de x modulo 1 .
Pour y € (NZ.,/I\TZ)-:Ir » (y) désigne le représentant de y compris entre O et N .
On considérera la somme de Geuss g, = g(xa y ¥) = Z” P Xa (x) ¢(x) .

gN e K, et le théoréme de Stickelberger donne la décomposition en idéaux premiers

de g
-1
Ny _ 3y Ca™y
(€9 =25 (¥ 7
LEMME 13. - Si h désigne toujours le nombre de classes de K gNh et
T ’ Pa —
njeG (« v)(a}‘ sont égaux & une racine de 1'unité prés.

Démonstration. - Les deux nombres considérés ne sont composés que d'idéaux pre-

miers au-dessus de p et ont méme décomposition d'aprés le théoréme de Stickel-
berger. Il suffit de vérifier qu'ils ont méme valeur absolue pour n'importe quelle

valuation archimédienne | | . Or 1'on sait, d'une part que Iglih| = th/'?‘ 5

d'autre part, que

~1 ~1
n )<a3 >.|2 (az )(J )h" 5o (Q, )(a.] >[-

i

o5 Mea#;

-1 _(ai=1
g Oj(ql)<aﬂ >ﬂjeG Oj(a’l)N (a] >l - IHjEG O.j(al)IN

JE€G

= |1,
JE

g )1 = (W) | =
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Exprimons LI'J(Xw , 0) ¢
1 N
Lp(Xw , 0) = ZO<a<N x(a) logp l"p(a/N) ,
ol I"p est la fonction TI' p-adique de Morita ([Di}, [F GI).
LI'>(XG) , 0) = ZaeG/D x(a) 211 10gp Fp({ab/N}) .

D'aprés la formule de Gross-Koblitz,
L'(yw, Q) =5 (a) log g = )y (a) lo gNh .
P X® £G/D % & 82 = Wh <seq/D ¥ & 84
D'aprés le lemms 13,

' 1 ~1 95
Lp(xw , 0) = & ZaeG/D x(a) ZjGG (aj ™) logp(al.]) ,

1 ~1 93
WEE Zacs, je X(®) (&) log (),

LI')(xw , 0)

16w 5 0) = iz Cogey X8 1) (3 x(3) Lo @,9))

Lr')(xw , 0) Bl,x Rp(x) == L(x , 0) R(y) = = A(x) R(x) ,

ce qu'il fallait démontrer.
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